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Je  m^étois  imposé  la  tâche  longue  et  pénible 
de  faire  passer  dans  notre  Langue  les  CNËuvres 
D  Arghimèdç  ,  qui  n'apoient  encore  été  traduites 
dans  aucune  Langue  vivctnte*  Ma  tâche  étant 
terminée ,  je  ne  formais  plus  qu'un  i>œu  :  c'étoit 
de  dédier  au  plus  grand  de  tous  les  Gueniers 
la  Traduction  des  Écrits  du  plus  grand  des 
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La  Vie  d'Arcliimède  est  peu  connue.  Héraclides  l'avoit 
écrite  ^  mais  malheureusement  elle  n'est  point  parvenue 
jusqu'à  nous.  Cev  que  nous  en  savons^  nousle.devons  à  Po* 
ljbe>  àCicéron,  à  Tite-Live,  à  Plu  tarque  et  à  quelques 

autres  Auteur&  anciens. 

■  •  - 

Archimède  fit  un  voyage  en  Egypte.  Ce  fut  alors  qu'il 
inventa  la  fameuse  vis^  qui  porte  son  nom^  dont  les 
Egyptiens  se  seTvirent  dans  la  suite  pour  répandre  et  dis- 
tribijear  les  eaux  du  ]>ïil  dans  le»  lieux  qu'elles  ne  pouvoient 
atteindre. 

Arçhiinède  avoit  une  ardeur  invincible  pour  l'étudç* 
On  raconte  de  lui  que,  sans  cesse  retenu  par  les  charmes' 

de  l'étude,  il  oùbjioit  déboire  et   de  manger:  Traîné 

•      •  •  •   \ 

souvent  par  force  aux  bains  et  aux  étuve»,  il  iraçoit  des. 
figures  de  Géométrie  sur.  les  cendres,  et  des  lignes  sur  son 
corps  enduit  d'essence. 

«  De  quelle  ardeur,  dit  Cicéron,.  Archimède  ne  devoît-îl 
pas  être  enflammé  pour  l'étude ,  lui  qui ,  occupé  à  décrire 
certaines  figures^  ne  sf'apperçut  pas  même,  que  sa  Patrie 
étoit  au  pouvoir  des  |lomains  (*).»  / 

Le  Roi  Hiéron  avoit  fait  remettre  à  un  orfèvre  une 
certaine  quantité  d^or  pour  en  faire  une  couronne  ;  mais 


quantité  d  argent 
jour  qu'il  était  aux  bains ,  tout-à-rcoup  se  présente  à  son 
esprit  là  solution  de  ce  problême.  On  dit  que  transporté 


(*)  Quem  enim  ardorem  studii  cexuelis  fuisse  in,  Archîmede,  qui  dam  in 
pulvere  qaodam  describit  aUeiattioA  >  ne  patriam  quidejBi  captaqiesae  ^enaerit? 
Cic.  Z>e  Finibuâ,  lil^«  v» 


/ 


I  FRÉFACE.  ii 

dejoîe^  il  â'élanee  du  Bain^  et,  oubliant  qu'il  étoit  nu,  i! 
traverse  les  rues  de  Syracuse,  en  criant  :  J&  Vai  trouvé, 
je  Vai  troui^é. 

On  raconte  encore  que  dans  une  autre  circonstance,  il 
démontra  au  Roi  Hiéros,  qu'on  pou  voit,  avec  une  force  don- 
née, mouvoir  une  masse  quelque  grande  qu'elle  put  ôtré.  Il 
ajouta  même  que  d'une  autre  terre  il  pourroit  déranger  la 
nôtre  de  sa  place.  Le  Roi,  étonné,  l'invite  à  faire  mouvoir 
devant  lui  une  grande  masse,  avec  une  très-petite  force.  B 
«e  trouvoh  dans  le  port  une  galère  qui  ne  pouvoit  être 
tirée  à  terre  qu'à  fioree  de  peines  et  de  bras  ;  Arcbimède 
j  fait  placer  un  grand  Dcxmbre  d'bommes,  outre  sa  charge 
ordinaire  ;  il  s'assied  ensuite  à  une  distance  considérable, 
et,  au  moyeu  dtin  moufle,  attire  à  Itii  avec  la  main, 
et  sans  un  grand  effort,  le  vaisseau,  qui  sembloit  voguer  na- 
turellement sur  la  surface  de  la  mer.  Le  Roi  frappé  d'élon^ 
nement ,  admire  la  puissance  de  l'art  ;  il  presse  A  rcfaimède 
de  lui  construire  des  machines,  à  l'aide  desquelles  il  puisse 
à  son  gré  attaquer  ou  se  défendre. 

.  HiéroB  ne  se  servit  point  des  machines  que  lui  construis 
slt  Archimède  ;  car  il  dut  à  la  fortufie  et  sur-tout  à  \vÀ^ 
même  de  passer  sa  longue  vie  dans  une  paix  conti* 
miellé. 

Après  la  moirt  d^Hiéitm ,  Hiércmyme ,  son  petit  -  fil*, 
monta  sur  le  trône.  Au  lieu  d'imiter  son  aïeul,  il  affecta  de 
marcher  sur  les  traces  de  Denis  le  Tyran.  Les  Sjrracusains 
se  soulevèrent  et  le  précipitèrent  du  trône,  après  un  règae 
de  quelques  mois.  Mipparque ,  général  des  Sjracusains^ 
£3Lvorisa  le  parti  des  Carthaginois.  Le  Sénat  romain  chargea 
Marcellusde  s'emparer  de  Syracuse. 

a  Tout  éunt  prêt,  dit  Polybe^  )es  Romains  étoient  sur 
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le  point  d'attaquer  les  tours.  Mais  Archimède  avoit  de  son 
côté  disposé  desmacliioes  capables  de  lancer  des  traits  à  quel- 
que distance  que  ce  fût.  Les  ennemis  étoient  encore  loin  de  la 
ville,  qu'avec  des  balistes  et  des  catapultes  plus  grandes  qu'à 
l'ordinaire  et  animées  d'une  très-grande  force,  il  les  perçoit 
de  tant  de  traits,  qu'ils  ne  savoient  comment  les  éviter. 
Quand  les  traits  passoient  au-delà ,  il  avoit  de  plus  petites 
catapultes  proportionnées  à  la  distance;  ce  qui  causoit  une 
si  grande  confusion  parmi  les  Romains,  qu'ils  ne  pouvoient 
rien  entreprendre.  Marcellus,  ne  sachant  quel  parti 
prendre,  fut  obligé  de  faire  avancer  secrètement  ses  galères 
à  la  faveur  de  la  nuit.  Mais  quand  elles  furent  près  de 
terre  et  à  la  portée  du  trait,  Archimède  inventa  un  autre 
stratagème  contre  ceux  qui  combaiiuit^ut  de  It^urs  vais- 
seaux :  il  fit  percer  des  trous  dans  la  muraille,  à  hau- 
teur d'homme  et  d'une  palme  d'ouverture  en  dehors. 
Il  plaça  en  dedans  des  arbalétriers  et  de  petits  scor- 
pions. Par  le  moyen  de  ces  ouvertures,  il  atteignoit  la 
flotte  ennemie ,  et  mettoit  en  défaut  toutes  ses  attaques. 
De  cette  manière ,  soit  que  les  ennemis  fussent  éloignés  ^ 
ou  qu'ils  fussent  près  de  terre ,  non-seulement  il  rendoit 
tous  leurs  projets  inutiles,  mais  encore  il  en  tuoit  une 
grande  partie.  Lorsqu'ils  vouloient  dresser  les  sambuques, 
des  machines  disposées  le  long  des  murs  en  dedans ,  s'éle- 
voient  sui^  les  forts,  et  s'avançoient  bien  loin  au-delà. 
Beaucoup  d'entre  elles  jetoient  des  pierres  qui  ne  pesoient 
pas  moins  de  dix  talens ,  et  d'autres  des  masses  de  plomb 
d'une  égale  pesanteur.  Quand  les  sambuques  s'appro- 
choient,  on  tournoit  par  le  moyen  d'une  corde  les  becs 
de  ces  machines  selon  le  besoin^  et  de  là  on  faisoit  tomber 
sur  les  sambuques  des  piérides  qui  no|i-seulement  brisoient 
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ces  machines ,  mais  encore  mettoient  les  vaisseaux  et  ceux 
qui  s'y  trouvoient  dans  un  extrême  péril. 

»  Il  y  avoit  encore  d'autres  machines  qui  dirigeoient  des 
pierres  contre  les  ennemis  qui  s'avançoient  couverts  par 
des  claies^  et  qui  se  croyoient  en  sûreté  <5ontre  les  traits 
lancés  des  murailles;  mais  ces  pierres  tomboient  si  juste, 
qu'ils  étoient  obligés  de  se  retirer  de  la  proUe. 

»  Outre  cela,  il  lançoit  une  main  de  fer  attachée  à  une 
chaîne.  Lorsque  cette  main  avoit  saisi  la  proue  d'un  vais- 
seau, celui  qui  conduisoit  le  bec  de  la  machine  abaissoit  vers 
la  terre  le  bout  qui  étoit  en  dedans  du  mur.  Quand  il  avoit 
dressé  le  vaisseau  sur  la  poupe,  il  tenoit  immobile  pendant 
•quelque  temps  le  bec  de  la  machine ,  et  lâchoit  ensuite 
la'main  de  fer  et  là  chaîne ,  par  le  moyen  d'une  poulie. 
De  cette  manière  il  y  avoit  des  navires  qui  tomboient  sur 
le  côté,  d'autres  sur  le  devant,  et  la  plupart  tomboient 
perpendiculairement  sur  la  proue,  et  étoient  submergés. 
Marcellus  étoit  dans  un  très-grand  embarras  :  tous  ses  pro- 
jets étoient  renversés  par  les  inventions  d'Archimède  ;  il 
faisoit  des  pertes  considérables,  et  les  assiégés  se  moquoient 
de  tous  ses  efforts. 

»  Appius  qui  aveit  éprouvé  sur  terre»  les  mêmes  difficul- 
tés,  avoit  abandonné  son  entreprise.  Quoique  son  armée  fût 
loin  de  la  ville ,  elle  étoit  accablée  des  pierres  et  des  traits 
que  lançoient  les  balistes  et  les  catapultes;  tant  étoit  pro- 
digieuse la  quantité  des  traits  qui  en  partoient ,  et  la  roi- 
deur  avec  laquelle  ils  étoient  lancés. 

»  Lorsque  les  ennemis  s'approchoient  de  la  ville, 
blessés  par  les  traits  qu'on  lançoit  à  travers  la  muraille, 
ils  faisoient  des  efforts  superflus.  Si ,  couverts  de  leurs  bou- 
cliers, ils  s'avançoient  avec  impétuosité ,  ils  étoient  assom- 
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mes  par  le^  pierres  et  par  les  poutres  qu^on  leur  faisoit 
tomber  sur  la  tète;  sans  parler  des  pertes  que  leur  cau- 
soient  ces  mains  de  fer  dont  nous  avons  fait  mention  plus 
haut^  et  qui  ^  en  élevant  des  hommes  avec  ieursâiiaes^  les 
brisoient  ensuite  contre  terre. 

»  Appius  se  retira  dans  son  camp ,  et  assemJ>la  le  Con* 
seil  des  Tribuns*  On  résolut  de  tenter  toutes  jsorbes  de 
moyens  pour  surprendre  Syracuse,  A  Texiception  d'ua  siège 
en  forme  ;  el  cette  résolution  fut  exécutée.  Car  pendaiit 
liuit  tnois  qu'ils  restër^ent  devant  la  vIHe^  il  a'y  eut  sorte 
de  stratagèmes  que  l'on  n'inventât ,  ni  d'actions  de  valeur 
que  l'on  ne  fit  ^  à  l'assaut  près^  que  l'on  n'osa  jamais  tenter. 
Telle  ét^it  la  puissance  d'un  seul  honupie.;  tel  éteit  le  pou^ 
voir  de  son  génie.  Avec  «des  forces  de  lurrc  et  de  mer  aussi 
considérables  la  viUe ^  a, la  première  attaque^  Aoœberoit 
au:pouvoir  des  Eomaius,  si  un  seul  vieillard  n'étoit  dans 
Syracuse.  Archimèide  est  dans  ses  lauriS^  ^t  ils  n'osent 
même  pas  en  approcher  y). 

Voflà  ce  que  rapporte  Polybe  :  Tite-Live  et  Plutarque 
racontent  les  mêmes  choses. 

a  Lorsque  les  vaisseaux  de  Maroellua  furent  à  la  portée 
de  l'arc,  dit  Tzetzès,  le  vieillard  (  Ardbimède  )  fît  appro- 
cher un  miroir  hexagone  qu'il  avoit  fabriqué.  Il  plaça^  à 
une  distance  convenable  de  ce  miroir ,  d'autres  miroirs 
j)lus petits ,  qui  étoient  de  la  même  espèce,  et  qui  se  mou- 
voient  à  l'aide  de  leurs  charnières  .^t  de  certaines  lames 
quarrées  de -m  étal.  11  posa  ensuite  son  miroir  au  milieu  des 
rar^ons  solaires  du  midi  d'été  et  d'hiver.  Les  rayons  du  soleil 
étant  réfléchis  par  ce  miroir,  il  s'aliuma  un  horrible  in- 
cendie dans  les  vaisseaux ,  qui  furent  .réduits  en  cendres 
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À  une  dirtance  égalé  à  eejle  de  la  portée  <le  Parc (*)  y>. 

Marcellus  désespemot  de  prendre  Syraciwe,  cessa  toute 
attaque  dje  yive  force  ;  convertit  le  siège  en  biocms ,  et  quel- 
^Urc  tepipg  aprèa ,  profitant  dlune  fête  de  Diane ,  fit  enfon- 
cer up^  des  poi>teâ  dé  la  vîlie ,  et  ;&urprit  les  Syracusai«6  a» 
sniUeu  des  festins  et  des  plaisira.  Tandis  que  les  vainqueurs 
irépai^dua  dans  la  ville  ise  livreatt  à  toutes  sortes  d'excès, 
Archimède ,  entièremeitt  ^occupé:  de  figures  qu'i>l  avok 
tracées  >  fut  tué  par  luo  soldat  qui  ne  -le  eodmoi^sodt  point. 
Marpeilud  déplora  ia  perte  d' Archimède  ;  lui  fit  doaner 
une  sépulture  honorable;  ondoima  deichercdier  ses  paréos 
-et  les  prit  sous  ^a  protettiën. 

Arclûmède  ^avoit  pa^ié  ses  furoches  et  ses  amis  de  mettre 
^ur  ^p^  to^iibeau^uneraphorc  inscrite  dans  un  ojlin^re,  et 
de  TOarquer  dans  rinscription  les  rapports  de  ces  deus 
ijguros,:  ses  y  ceux  furent  accomplis.  CLcéron,  étant  que»- 
.tewr  en  Sicile,  découvrit  son  tombeau  environné  de  ronces 
et  d'épin^es. 

«  Etant  questeur  en  Sicile,  dit  Cicéron,  je  mis  tous  mes 
soins  à  découvrir  le  tombeau  d'Arçhimède.  Les  Syracusains 
affirmoient  qu'il  n'existoit  point.  Je  le  trouvai  environné  de 
ronces  et  d'épines.  Je  fis  cette  découverte  à  l'aide  d'une  ins- 
cription qu'on  disoit  avoir  été  gravée  sur  son  monument,  et 
qui  indiquoit  qu'il  étoit  surmonté  d'une  sphère  et  d'un  cy- 
lindre. Parcourant  des  yeux  les  nombreux  tombeaux  qui  se 
trouvent  vers  la  porte  d'Agragante ,  j'apperçus  une  petite 
colonne  qui  s'élevoit  au-dessus  des  buissons ,  dans  laquelle 
se  trou  voit  la  figure  d'une  aphère  et  d'un  cylindre.  Je 
m'écriai  aussitôt ,  devant  les  principaux  habitans  de  Syra- 

'  '  .  • . .  • 

O  Voyez  mon  Mémoire  sav.  un  nouveau  *Mii*oic  ardent  ^  pag.  662 • 


xiv  PRÉFACE. 

cuse ,  qui  étoient  avec  moi  :  voilà ,  je  pense ,  ce  que  je  cher- 
chois  !  Un  grand  nombre  de  personnes  furent  chargées  de 
couper  les  buissons  et  de  découvrir  le  monument.  Nous 
nous  approchâmes  de  la  colonne.  Nous  vîmes  l'inscription 
à  moitié  rongée  par  le  temps.  Ainsi  la  plus  noble  et  jadis 
la  plus  docte  des  cités  de  la  Grèce ,  ignoreroit  encore  ou 
est  le  tombeau  du  plus  illustre  de  ses  citoyens^  si  un 
homme  d'Arpinum  ne  le  lui  avoit  appris  (*)  ». 

Voilà  tout  ce  que  nous  savons  de  la  vie  d'Archimède^ 
d'après  les  anciens  Auteurs.  Je  vais  parler  à  présent  de  ses 
écrits  et  des  machines  qu'il  a  inventées. 

Beaucoup  de  personnes  croient  que  les  Ouvrages  d'Ar- 
chimède  qui  sont  parvenus  jusqu'à  nous^  sont  altérés  et  tron- 
qués. Ces  personnes  sont  dans  l'erreur.  Les  Ouvrages  d'Ar- 
chimède  que  nous  possédons,  c'est-à-dire  presque  tous 
les  Ouvrages  qu'il  a  composés,  ne  sont  ni  altérés  ni  tron- 
qués. Il  faut  cependant  en  excepter  son  Traité  des  Corps 
qui   sont  portés  sur  un  fluide,  que  nous  ne  possédons 


(*)  Cujus  (Archimedis)  ego  Quœstpr  igaoratum  ab  Syracusanis,  cùm  esse 
omnino  negarent,  seplum  undique ,  yestitum  vepribus  et  dumelis  indagavi 
6epulcruDi  :tenebam  enim  quosdam  scnariolos,  quos  in  ejus  moiiurnenlo  esse 
insci^iptos  acceperam  :  qui  declarabant  in  sumino  sepulcro  sphaerain  %sse  posi- 
tam  cum  pylindrQ.  £go  autem  cùm  omnia  coliuatrarem  oculis  (ebt  enim  ad 
portas  Agragianas  rpagna  frequenlia  sçpulcroru]ii)^auimadverii  coluinellam 
non  multum  è  dumis  eminentem  :  in  qua  inerat  spbserae  figura  ,  et  cylindri. 
Atque  ego  statim  Syracusanis  (erant  autem  principes  mecum)  dixi,  me 
illud  ipsamarbitrari  esse  quod  quaererem.Immis^icum  falcîbus  muHi  purga* 
lunt,  et  aperaerunt  locum.  Quô  cùm  patefactus  esset  aditus,  ad  adversam 
basim  accessiu^us.  Apparebat  epigramma  exesis  poslerioribus  parlibus  versi* 
culorum,  dimidiatis  ferè.  Ita  nobilîssîma  Graeciœ  cîvilas,  quondam  ver6 
eliam  doctissimsT^  »ui  civls  unius  aculissîmi  monumentum  iguorassct ,  nis!  ab 
homine  Arpiuiate  didlciaset*  Cic.  TuscuL  lib.  V. 
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plus  qu'en  latin ,  et  dont  les  démonstrations  de  la  propo- 
sition 8  du  premier  livre ^  et  de  la  proposition  s  du  second, 
ont  péri  en  partie  par  Tinjure  des  temps.  Je  ne  parle  pas 
du  livre  des  Lemmes  que  nous  n'avons  qu'en  arabe. 

Les  Ouvrages  d'Archînaède  sont  :  I>e  la  Sphère  et  du 
Cylindre ,  de  la  Mesure  du  Cercle  ^  des  Conoldes  et  des 
Sphéroïdes,  des  Hélices ^  de  V Equilibre  dés  Plans,  de 
la  Quadrature  de  la  Parabole  >  •  VArénaire ,  des  Corps 
portés  sur  un  fluide  y  et  les  Lemmes.  1 

•  Je  vais  mettre  sous  les  yeiix  du  Lecteur  les  principaux 
théorèmes  qui  sont'  démontrés  et  les  -  principaux  pro- 
blèmes qni  soM  résolus  dans  les  (Biivres  d'Archimède.  Je 
ne  parlerai  point  d'une  foule  de  théorèmes  infiniment 
précieux,  qu'il  est  obligé  de  démontrer  pour  arriver  à 
son  but.  I 


.  * 


DE  LA  SPHERE  ET  DU  CYLINDRR 

LIVRE    I. 

1.  La  surface  d'un  cylindre  droit  quelconque,  la  base 
exceptée,  est  égale  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  le  côté  du  cylindre  et  le  diamètre 
de  sa  base. 

2.  La  surface  d'un  cône  droit  quelconque,  la  base  ex- 
ceptée, est  égale  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  le  côté  du  cône  et  le  rayon  du  cercle 
qui  est  la  base  du  cône. 

3.  La  surface  d'une  sphère  quelconque  est  quadruple 
d'un  de  sçs  grands  cercles,   j  / 

4.  Une  sphère  quelconque  est  quadruple  d'un  cône  qui  a 


.  ( 


une  base  égale  à  Un  graïKl  c^rcljt?  ùv  cette  dpkère^  et  une 
hauteur  égale  aa  rayon  de  cette  même  sphère. 

5.  Ces  choses  étant  démontrées^  il  est  évident  que  tout 
cylindre  qui  a  une  base  égale  à  un  grand  cercle  d'une 
sphère^  et  unehauteur  égale  an  diamètre  de  cette  sphère^ 
est  égal  à  trois  ibis  la  moitié  de  cette  sphère^  et  que  la 
surface  de  ce  cyliiidre^  lès  bases  étant  comprises^  est  aussi 
égale  à  trois  fois  la  moitié  de  la  surface  de  cette  même 
sphère. 

.6.  La  surface  d'uqi  segment  sphérique  quelconque  plus' 
pptit  que  la  moitié  dé  la  sphère^  est  égale  à  un  cercle  qui 
a  pour  rayon  une  droite  menée  du  sommet  du  segment  à 
la  circonférence  dir  cercle  qui  est  à  la  base  du  segment,  v 

7.  Si  j^e  segn>ent;€at  plus  grand  que  la  moitié  de  la 
sphère ,  sa  surface  sera  encore  égale  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  égal  à  la  droite  menée  du  sommet  du  segment 
à  la  circMiféreace  du  cerele.  qui  est  la  base  du  segment. 

8.  Un  secteur  quelconque  d'une  sphère  est  égal  à  un 
cône  qui  a  une  base  égdle.  à  la  surface  du  segment  sphé- 
rique qui  est  dans  le  secteur^  et  une  hauteur  égale  au 
rayén  dç  cette  B^hbté. 

s 

g 

t 

LIVRE   IL 

1.  Un  cône  ou  un  cylindre  étant  donné,  trouver  une 
sphère  égale  à  ce  cône  ou  à  ce  cylindre. 

flé  CoUper  une  sphère  donnée  de  manière  que  les  seg- 
mens  aient  entre  eux  une  raison  donnée. 

3.  Cdflrstl'uire  un  segineat  sphérique  semblable  à  un 
segment  sphérique  donné,  et  égal  à  un  autre  segment 
sphérique  ausei  donné. 
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4.  Ëtani  donnés  deux  segmens  de  la  même  sphère  ^  ou 
de  différentes  sphères ,  trouver  un  segment  sphérique  qui 
soit  semblable  à  Fun  des  deux^  et  qui  ait  une  surface 
égale  à  celle  de  l'autre. 

5.  Retrancher  d'une  sphère  un  segment,  de  manière 
que  la  raison  de  ce  segment  au  cône ,  qui  a  la  même  base 
et  la  même  hauteur  que  le  segment^  soit  la  même  qu'une 
raison  donnée. 

DE  LA  MESURE  DU  CERCLR 

1.  Un  cercle  quelconque  est  égal  à  un  triangle  rectangle 
dont  un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égal  au  rayon  de  ce 
cercle,  et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à  la 
circonférence  de  ce  même  cercle. 

â.  La  circonférence  d'un  cercle  quelconque  est  égale  au 
triple  du  diamètre^  réuni  à  une  certaine  portion  du  dia- 
mètre, qui  est  plus  petite  que  le  septième  de  ce  diamètre 
et  plus  ^ande  que  lès  dix  soixante-onzièmes  de  ce  même 
diamètre. 

DES  CONOÏDES  ET  DES  SPHÉROÏDES  (*). 

1.  Un  segment  quelconque  d'un  conoïde  parabolique 
retranché  par  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe,  est  égal 


i«piWi»-"— ■^^-^P— ^(--i^"— i— ^i"«»^ii^^».i""»— — •«— i^*"— ii^^ 


(^  Par  eonoïdes  Archîmède  entend  des  solides  engendra  par  la  rëi^olation 
d'ane  parabole  ou  d'une  hyperbole  tournant  sur  son  axe  ;  et  par  sphéroïde 
il  entend  des  solides  engendres  par  la  résolution  d'une  ellipse  tournant  sur 
ton  grand  ou  sur  son  petit  axet 

C 
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à  trois  fois  la  moitié  du  cône  qui  a  la  même  base  et  le 

t 

même  axe  que  ce  segment. 

2.  Si  un  segment  d'un  conoïde  parabolique  est  retran-> 
ché  par  un  plan  non  perpendiculaire  sur  Vaxe,  ce  plan 
sera  parallèlement  égal  à  trois  fois  la  moitié  du  segment 
du  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce 
segment. 

3.  Si  deux  segmens  d'un  conoïde  parabolique  sont  re- 
tranchés par  deux  plans  ^  dont  Fun  soit  perpendiculaire  sur 
Taxe  et  dont  l'autre  ne  lui  soit  pas  perpendiculaire^  et  si 
les  axes  des  segmens  sont  égaux  ^  ces  segmens  seront  égaux 
entre  eux. 

4.  Si  deux  segmens  d'un  conoïde  parabolique  sont  re- 
tranchéa  par  un  plan  conduit  d'une  manière  quelconque^ 
ces  segmens  sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  axes. 

5.  Un  segment  d'un  conoïde  hyperbolique  retranché 
par  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe  ^  est  ji  un  cône  qui 
a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment^  comme 
une  droite  composée  de  l'axe  du  segment  et  du  triple  de 
la  droite  ajoutée  à  l'axe  est  à  une  droite  composée  de 
l'axe  du  segment  et  du  double  de  la  droite  ajoutée  à 
l'axe  (*). 

6.  Si  un  segment  d'un  conoïde  hyperbolique  est  retran* 
ché  par  un  plan  non  perpendiculaire  sur  l'axe  ^  le  seg- 
ment du  conoïde  sera  au  segment  du  cône  qui  a  la  même 
base  et  le  même  axe  que  le  segment^  comme  une  droite 
composée  de  l'axe  du  segment^  et  du  tripla  de  la  droite 


(^)  L'ajoutée  à  l'axe  est  la  droite  comprise  entre  le  sommet  du  conoïde  et 
le  sommet  da  cône  dont  la  surfiice  est  engendrée  par  les  asymptotes;  c'est  ce 
que  nous  appelons  la  moitié  du  premier  axe. 
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ajoutée  à  Taxe  est  à  une  droite  composée  de  Taxe  du  seg- 
ment^ et  du  double  de  la  droite  ajoutée  à  l'axe. 

7.  La  moitié  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé  par  un 
plan  conduit  par  le  centre  et  perpendiculaire  sur  l'axe , 
est  double  du  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe 
que  le  segment. 

8.  Si  un  sphéroïde  quelconque  est  coupé  par  un  plan 
conduit  par  le  centre  et  non  perpendiculaire  sur  l'axe , 
la  moitié  du  sphéroïde  sera  encore  double  d'un  segment 
de  cône  qui  aura  la  même  base  et  le  même  axe  que  le 
segment. 

9.  Le  segment  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé  par  un  . 
plan  perpendiculaire  sur  l'axe  qui  ne  passe  pas  par  le 
centre  y  est  au  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe 
que  ce  segment  y  comme  une  droite  composée  de  la  moitié 
de  l'axe  du  sphéroïde^  et  de  l'axe  du  plus  grand  segment* 
est  à  l'axe  du  plus  grand  segment. 

10.  Si  un  sphéroïde  est  coupé  par  un  plan  qui  ne  passe 
pas  par  le  centre  et  qui  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur 
l'axe  ^  le  plus  petit  segment  sera  au  segment  de  cône  qui 
a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  y  comlne 
une  droite  composée  de  la  moitié  de  la  droite  qui  joint 
les  sommets  des  segmens  qui  sont  produits  par  le  plan 
coupant  et  de  l'axe  du  petit  segment  est  à  l'axe  du  grand 
segment. 

1 1 .  Le  grand  segment  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé 
non  par  son  centre  par  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe  y 
est  au  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce. 
segment^  comme  une  droite  composée  de  la  moitié. de 
l'axe  du  sphéroïde  et  de  l'axe  du  petit  segnient  est  à  l'axe 
du  petit  segment. 
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12.  Si  un  sphéroïde  est  coupé  par  un  plan  qui  ne  passe 
pas  par  le  centre  et  qui  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur 
Vaxe,  le  plus  grand  segment  du  sphéroïde  sera  au  seg- 
ment de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que 
lui^  comme  une  droite  composée  de  la  moitié  de  la  droite 
qui  joint  les  sommets  des  segmens  qui  ont  été  produits  par 
cette  section^  et  de  Taxe  du  petit  segment  est  à  l'axe  du 
petit  segment. 

DES   HÉLICES. 

1.  Si  une  ligne  droite^  une  de  &es  extrémités  restant 
immobile^  tourne  dans  un  plan  avec  une  vitesse  uniforme 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  revenue  au  même  endroit  d'où  elle 
avoit  commencé  à  se  mouvoir^  et  si  un  point  se  meut 
avec  une  vitesse  uniforme  dans  la  ligne  qui  tourne^  en 
partant  de  l'extrémité  inmiobile^  ce  point  décrira  une 
hélice  dans  un  plan;  la  surface  qui  est  comprise  par 
l'hélice^  et  par  la  ligne  droite  revenue  au  même  en- 
droit d'où  elle  avoit  commencé  à  se  mouvoir^  est  la 
troisième  partie  d'un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point 
immobile ,  et  pour  rayon  la  partie  de  la  ligne  droite  qui 
a  été  parcourue  par  le  point  dans  une  seule  révolution 
de  la  droite. 

a.  Si  une  droite  touche  l'hélice  à  son  extrémité  der^ 
nièi:^  engendrée^  et  si  de  l'extrémité  immobile  de  la  ligne 
droite  qui  a  tourné  et  qui  est  revenue  au  même  endroit 
d'où  elle  étoit  partie ,  on  mène  sur  cette  ligne  une  per- 
pendiculaire qui  coupe  la  tangente  ;  cette  perpendiculaire 
sera  égale  à  la  circonférence  du  cercle. 

3.  Si  la  ligne  droite  qui  a  tourné  et  le  point  qui  s'est 
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mu  dans  cette  ligne  continuent  à  se  mouvoir  en  réitérant 
leurs  révolutions ,  et  en  revenant  au  même  endrqit  d'où 
ils  avoient  commencé  à  se  mouvoir;  la  surface  comprise 
par  l'hélice  de  la  troisième  révolution  est  double  de  la  sur- 
face comprise  par  l'hélice  de  la  seconde  ;  la  surface  com- 
prise par  l'hélice  de  la  quatrième  est  triple;  la  surface  com- 
prise par  l'hélice  de  la  cinquième  est  quadruple  ;  et  enfin 
les  surfaces  comprises  par  les  hélices  des  révolutions  sui- 
vantes sont  égales  à  la  surface  comprise  par  l'hélice  de 
la  seconde  révolution  multipliée  par  les  nombres  qui  sui* 
vent  ceux  dont  nous  venons  de  parler.  La  surface  com- 
prise par  l'hélice  de  la  première  révolution  est  la  sixième 
partie  de  la  surface  comprise  par  l'hélice  de  la  seconde. 

4.  Si  l'on  prend  deux  points  dans  une  hélice  décrite 
dans  une  seule  révolution  y  si  de  ces  points  on  mène  des 
droites  à  l'extrémité  immobile  de  la  ligne  qui  a  tourné^ 
si  l'on  décrit  deux  cercjes  qui  aient  pour  centre  le  point 
immobile  et  pour  rayons  les  droites  menées  à  l'extré- 
mité immobile  de  la  ligne  qui  a  tourné  ^  et  si  l'on  pro- 
longe la  plus  petite  de  ces  droites;  la  surface  comprise 
tant  par  la  portion  de  la  circonférence  du  plus  grand 
cercle ,  qui  est  sur  la  même  hélice  entre  ces  deux  droites , 
que  par  Thélice  et  par  le  prolongement  de  la  plus  petite 
droite^  est  à  la  surface  comprise  tant  par  la  portion  de 
la  circonférence  du  plus  petit  cercle^  que  par  la  même 
hélice  et  par  la  droite  qui  joint  les  extrémités^  comme 
le  rayon  du  petit  cercle,  conjointement  avec  les  deux 
tiers  de  l'excès  du  rayon  du  plus  grand  cercle  sur  le  rayon 
du  plus  petit  est  au  rayon  du  plus  petit  cercle ,  conjointe* 
ment  avec  le  tiers  de  l'excès  dont  nous  venons  de  parler. 
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DE   L^ÉQUILIBRE    DES   PLANS. 

LIVRE   L 

1.  Des  grandeurs  coinmensurables  sont  en  équilibre^ 
lorsqu'elles  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  lon< 
gueurs  auxquelles  ces  grandeurs  sont  suspendues. 

â.  Des  grandeurs  incommensurables  sont  en  équilibre^ 
lorsque  ces  grandeurs  sont  réciproquement  proportion* 
nelles  aux  longueurs  auxquelles  ces  grandeurs  sont  sus* 
pendues. 

3.  Si  d'une  grandeur  quelconque ,  on  retranche  une  cer- 
taine grandeur  qui  n'ait  pas  le  même  centre  de  gravité 
que  la  grandeur  entière,  pour  avoir  le  centre  de  gravité 
de  la  grandeur  restante,  il  faut  prolonger,  vers  le  côté 
où  est  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  entière,  la 
droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  totale 
et  de  la  grandeur  retranchée;  prendre  ensuite  sur  le  pro* 
longement  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité 
dont  nous  venons  de  parler,  une  droite  qui  soit  à  la  droite 
qui  joint  les  centres  de  gravité  comme  la  pesanteur  de  la 
grandeur  retranchée  est  à  la  pesanteur  de  la  grandeur 
restante,  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  restante  sera 
l'extrémité  de  la  droite  prise  sur  le  prolongement. 

4.  Le  centre  de  gravité  d'un  parallélogramme  est  le 
point  où  les  deux  diagonales  se  rencontrent. 

5.  Le  centre  de  gravité  d'un  triangle  quelconque  est  le 
point  où  se  coupent  mutuellement  des  droites  menées  des 
angles  du  triangle  aux  milieux  des  cotés. 

6.  Le  centre  de  gravité  d'un  trapèze  quelconque,  ayant 
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deux  côtés  parallèles  y  est  dans  la  droite  qui  joint  les  mi-- 
lieux  des  deux  côtés  parallèles ,  partagée  de  manière  que 
la  partie  placée  vers  le  point  où  le  plus  petit  des  côtés 
parallèles  est  partagé  en  deux  parties  égales,  soit  à  l'autre 
partie  comme  le  double  du  plus  grand  des  côtés  paral- 
lèles ,  conjointement  avec  le  plus  petit  est  au  double  du 
plus  petit,  conjointement  avec  le  plus  grand. 

LIVRE  IL 

1 .  Le  centre  de  gravité  d'un  segment  compris  par  une 
droite  et  par  une  parabole,  partage  le  diamètre,  de  ma-' 
nière  que  la  partie  qui  est  vers  le  sommet  est  égale  à  trois 
fois  la  moitié  de  la  partie  qui  est  vers  la  base. 

2.  Le  centre  de  gravité  d'un  segment  retranché  d'une 
surface  parabolique  est  dans  la  ligne  droite  qui  est  le 
diamètre  du  segment  partagé  en  cinq  parties  égales;  et 
il  est  placé  dans  la  partie  du  milieu,  coupée  de  manière 
que  la  portion  qui  est  plus  près  de  la  plus  petite  base  dn 
segment,  soit  à  l'autre  portion  comme  nn  solide  ayant 
pour  base  le  quarré  construit  sur  la  moitié  de  la  grande 
base  du  segment,  et  pour  Lauteur  le  double  de  la  plus 
petite  base,  conjointement  avec  la  plus  grande ,  est  à  un 
solide  ayant  pour  base  le  quarré  construit  sur  la  moitié 
de  la  plus  petite  base  du  segment  et  pour  hauteur  le 
double  de  la  plus  grande  base  du  segment,  conjointement 
avec  la  plus  petite  base  du  segment. 


m 
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DE  I/A  QUADRATURE  DE  LA  PARABOLR 

Un  segment  quelconque  compria  par  une  droite  et  par 
une  parabole^  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  d'un  triangle 
qui  a  la  même  base  et  la  même  hauteur  que  ce  segment. 

L'ARÉNAIRR 

Dans  ce  livre  y  adressé  à  Gélon ,  qui  étoit  fils  d'Hiéron 
et  qui  mourut  quelques  mois  avant  son  père^  Arcbimède 
fait  voir  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans 
la  spbère  des  étoiles  fixes  ^  seroit  au-dessous  de  i  suivi 
de  63  zéros  y  le  diamètre  des  étoiles  fixes  étant  de 
lo^ooo^ooo^ooo  stades;  la  stade  étant  de  lo^ooo  doigts j  et 
.  une  sphère  dont  seroit  la  quarantième  partie  d'un  doigt , 
contenant  64^ooo  grains  de  sable. 

Ce  livre  est  infiniment  intéressant.  Arcbimède  expose 
le  système  du  monde  imaginé  par  Aristarque ,  qui  est  le 
même  que  celui  de  Copernic.  Il  donne  un  moyen  fort  in-«* 
génieux  pour  prendre  le  diamètre  apparent  du  soleiL 
Pour  faire  ses  calculs^  il  a  imaginé  un  système  de  numé- 
ration qui  est  à  peu  de  chose  près  le  même  que  le  nôtre  ;  il 
se  sert  de  deux  progressions^  l'une  arithmétique  ^  l'autre 
géométrique.  Le  premier  terme  de  la  première  progres- 
sion est  j^èroy  et  la  différence  est  un;  le  premier  terme  de 
la  progression  géométrique  un  et  la  raison  dix.  C'est 
la  comparaison  de  ces  deux  progressions  qui  nous  on( 
inenés  k  U  découverte  des  logarithmes. 
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DES  CORPS  PORTÉS  SUR  UNT  PLUIDR 

LIVRE  L 

1.  Si  un  corps  qui^  soas  un  voliune  égal^  a  la  même 
pesanteur  qii'un  fluide^  est  abandonné  dans  ce  fluide^  il 
8^  plongera  jusqu'à  ce  qu'il  n'en  reste  rien  hors  de  Ja  sur- 
face du  fluide  ;  mais  il  ne  descendra  point  plus  bas. 

9.  Si  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est  abandonné 
dans  ce  fluide,  une  partie  de  ce  corps  restera  au-dessus 
de  la  surface'  de  ce  fluide. 

3.  Si  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est  abandonna 
dans  ce  fluide,  il  s'jr  enfoncera  jusqu'à  ce  qu'un  volume 
de  liquide  égal  au  volume  de  la  partie  du  corps  qui  ettt 
enfoncé  ait  la  même  pesanteur  que  le  corps  entier. 

4.  Si  un  corps  plus  léger  qu^un  fluide  est  enfoncé  dans 
ce  fluide ,  ce  corps  remontera  avec  une  force  d'autant  plus 
grande,  qu'un  volume  égal  du  fluide  sera  plua  pesant 
que  ce  corps. 

5.  Si  un  corps  plus  pesant  qu'un  fluide  est  abandonné 
dans  ce  fluide ,  il  sera  porté  en  bas  jusqu'à  ce  qu'il  soit  au 
fond  ;  et  ce  corps  sera  d'autant  plus  léger  dans  ce  fluide , 
que  la  pesanteur  d'une  partie  du  fluide,  ayant  le  même 
volume  que  ce  corps,  sera  plus  grande. 

6.  Si  une  grandeur  solide  qui  est  plus  légère  qu'un 
fluide,  et  qui  a  la  figure  d'un  segment  sphérique,  est 
abandonnée  dans  un  fluide,  de  manière  que  la  base  du 
segment  ne  touche  point  le  fluide,  le  segment  sphérique 
se  placera  de  manière  que  l'axe  du  segment  ait  une  po- 
sition verticale.   Si  l'on  incline  le  segment^de  manière 
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que  la  base  du  segment  touche  le  fluide^  il  ne  restera 
point  incliné^  sUl  est  abandonné  à  lui-même^  et  son  axe 
reprendra  une  position  verticale. 

7.  Si  un  segment  sphérique  plus  léger  qu^un  fluide  est 
abandonné  dans  ce  fluide ,  de  manière  que  la  base  entière 
soit  dans  le  fluide ,  il  se  placera  de  manière  que  Taxe 
du  segment  ait  une  position  verticale. 

LIVRE   IL 

Archimède  détermine  dans  ce  livre  les  différentes  po^ 
sitions  que  doit  prendre  un  conoïde  plongé  dans  un  fluide 
suivant  les  difiérens  rapports  de  Faxe  au  paramètre  ^  et 
suivant  les  difierens  rapports  des  pesanteurs  spécifiques  du 
conoïde  et  du  fluide. 

LEMME& 

Ce  livre  renferme  plusieurs  théorèmes  et  plusieurs  pro^ 
blêmes  très-curieux,  et  utiles  à  l'analyse  géométrique. 


Tels  sont  les  théorèmes  qu'Archimède  a  démontrés ,  et 
les  problèmes  qu'il  a  résolus.  Aucun  de  ces  théorème^ 
n'avoit  été  démontré ,  aucun  de  ces  problêmes  n'avoit 
été  résolu  avant  lui.  Bien  différent  en  cela  d^Euclide  et 
d'Apollonius^  qui  n'ont  guère  fait  que  rassembler  en  corps 
de  doctrine  des  matériaux  épars^  mais  qui  l'ont  fait  d'une 
manière  admirable. 

Archimède,  pour  démontrer  ces  théorèmes  et  pour 
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résoudre  ces  problêmes,  n'a  employé  que  la  Géométrie 
élémentaire ,  et  les  trois  principes  suivans  ; 

1 .  Deux  lignes  qui  sont  dans  un  plan ,  et  qui  ont  le« 
mêmes  extrémités ,  sont  inégales ,  lorsqu'elles  sont  l'une  et 
l'autre  concaves  du  même  côté ,  et  que  l'une  est  comprise 
toute  entière  par  l'autre  et  par  la  droite  qui  a  les  mêmea 
extrémités  que  cette  autre,  ou  bien  lorsque  l'une  n'est 
comprise  qu'en  partie  et  que  le  reste  est  commun  :  la  ligne 
comprise  est  la  plus  courte, 

3.  Pareillement  lorsque  des  surfaces  ont  les  mêmes 
limites  dans  un  plan,  la  surface  plane  est  la  plus  petite. 

5.  Deux  surfaces,  qui  ont  les  mêmes  limites  dans  un  plan, 
sont  inégales ,  lorsqu'elles  sont  l'une  et  l'autre  concaves  du 
même  côté,  et  que  l'une  est  comprise  toute  entière  par 
l'autre  et  par  le  plan  qui  a  les  mêmes  limites  que  cette  autre; 
ou  bien  lorsque  l'une  n'est  comprise  qu'en  partie  et  que  le 
reste  est  commun  ;  la  surface  comprise  est  la  plus  petite. 

C'est  à  l'aide  de  ces  trois  principes ,  dont  personne 
n^avoit  encore  fait  usage ,  qu'Archimède  fit  faire  à  la  Géo- 
métrie des  progrès  dont  toute  l'antiquité  fut  étonnée ,  et 
qui  excitent  encore  aujourd'hui  toute  notre  admiration^ 
Sans  ces  trois  principes,  il  lui  eût  été  impossible  de  faire 
aucune  de  ses  sublimes  découvertes ,  à  moins  qu'il  n'eût 
fait  usage  de  la  considération  de  l'infini  ;  c'est^-dire ,  à 
moins  qu'il  n'eût  regardé  une  courbe  comme  étant  un 
assemblage  d'une  infinité  de  lignes  droites ,  et  un  soiidp 
de  révolution  comme  étant  un  polyèdre  terminé  par  une 
infinité  de  surfaces  planes,  ou  comme  étant  un  assem^ 
blage  d'une  infinité  de  troncs  de  cône.  Mais  les  Anciens 
^toient  loin  d'admettre  de  semblables  suppositions,  et 
aujourd'hui  même  on  commence  à  ne  voulpir  plus  les 
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admettre^  da  moins  dans  les  élémens  de  Mathématiques* 
Archimède  n'a  point  cherché  à  démontrer  les  trois  prin- 
c^ipes  dont  il  a  fait  usage  ^  parce  qu'il  est  impossible  de  les 
démontrer  ^  quand  on  He  veut  pas  faire  usage  de  la  consi* 
dérafion  de  l'iniîni.  "Cependant  Eutocius  et  dans  la  Suite 
plusieurs  autres  Géomètres  l'ont  tenté  ^  mais  en  vain. 
Pour  démontrer  y  par  exemple^  que  la  somme  d«  deux 
tangentes  est  plus  petite  que  Parc  de  cercle  qu'elles 
embrassent^  ces  Géomètres  font  le  raisonnement  sui*- 
vaut  :  Partageons  l'arc  en  deux  parties  égales ,  et  par 
le  point  de  division  menons  une  tangente  ;  partageons 
Jes  nouveaux  arcs  chacun  en  deux  parties  égales^  et 
par  les  points  de  division  menons  de  iiouvelles  tan^ 
gentes  ^  et  ainsi  de  suite  ^  jusqu'à  ce  que  l'arc  soit  divisé 
«rn  une  infinité  de  parties  égales.  La  somme  des  deux  tân* 
gentes  'est  plus  grande  que  le  contour  de  la  portion  du  poly- 
gone régulier  premièrement  circonscrit  ;  le  contour  de  la 
portion  de  polygone  régulier  premièrement  circonscrit  est 
■plus  grand  que  le  contour  de  la  portion  de  polygone  secon- 
-dement  circonscrit  ;  et  «nira  le  contour  de  la  portion  du 
polygone  régulier  qui  a  été  circonscrit  l'avant-demier ,  est 
plus  grand  que  le  contour  de  la  portion  du  polygone  régu- 
lier circonscrit  en  dernier  lieu  j  donc  la  somme  des  deux 
premières  tangentes  est  plus  grande  que  le  contour  de  la 
portion  ^de  polygone  régulier  circonscrit  en  dernier  lieu. 
'Mais  le  contour  de  la  portion  du  polygone  régulier  cir- 
conscrit en  dernier  lieu,  est  égal  à  l'arc  entier,  parce 
•que  la  portion  d'un  polygone  régulier  d'une  infinité  de 
«côtés,  est  égale  à  l'arc  auquel  il  est  circonscrit.  Donc  la 
^omme  des  deux  premières  tangentes  est  plus  grande  que 
l'arc  entier. 
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Pour  qae  cette  copcludlon  fût  légitime ,  il  faudroit  quUls 
clémontrassent  e]icore  que  la  somme  de  deux  taugeutes 
menées  en  dernier  lieu  est  plus  grande  que  l'arc  qu'-elles 
embrassent  j  c'est-à-dire  qu'ils  n'ont  encore  rien  démontré 
pour  ceux  qui  bannissent  de  la  Géométrie  l'usage  de  la 
considération  de  l'infini. 

Plusieurs  Géomètres  pensent  que  la  partie  des  éléj^ens 
d'Euclide  qui  regarde  les  corps  ronds  est  incomplète  :  c'e^ 
une  erreur.  Tout  ce  qu'on  regrette  de  ne  pas  trouver  dans 
Euclide,  relativement  à  ces  corps,  ne  pevt  «e  démontrer 
qu'à  l'aide  des  trois  principes  posés  par  Archimède. 

En  faisant  usage  de  la  considération  à  l'infini  ^  et  à  l'aide 
des  nouveaux  calculs,,  on  démontr^roit  beautooup  plus  {a<- 
cdlfflneiQt  les  wblimes  découvertes  d' Archimède^ 

Pour  démontrer ,  par  exemple ,  qu'un  ccjrcle  eat  égal  h 
im  triaiigle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  l'angle  «droit 
est  égal  au  rajon,  et  dont  l'autre  côté  de  l'anigle  4rQit 
^est  égalt  i  la  circoaférence ,  Archius^ède  est  ^orcé  de  iaire 
iisftge  d'une  démonstradim  indirrecte.  Il  démontre  ,^u'U  esrt 
(impossible  que  le  eercle  soit  plus  grand  .que  ee  ti^iangle  :; 
il  démon  tare  ensuite  qu'ilestimposaible  qu'il  soit  plus  petit, 
jet  il  conclut  queiecerole  eat  égal  à  ce  triangle.  I^si  démons*- 
.tration.d'Arehimède  est  sans  réplique,  mais  elle  est  indi- 
recte, et  cela  ne  pouvoit  être  autrement. 

En  faisant  usage  de  la  considération  de  l'infini ,  on  se 
-contente  de  dire  :  CiroQnscirivons  au  cercle  un  polygone 
régulier .d'un?Bîinfiuité  de  côtés;  ce'poljgQnese;?^  égal  au» 
.triangle  rectangle.^  dont  Uii4es  côtés  del'ang^le  droit  sera 
égal  au  rajoa^  et  dont  l'autre  côté  de  Tangle  droit  sera 
égal  au  contour  de  ce  polygone.  Mais  un  polygone  régu- 
lier d'jine  infinité  de  côtés  circonscrit  à  uii  cercle  est  égal 
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à  ce  cercle  ;  donc  le  cercle  est  égal  au  triangle.  Cette  dé- 
monstration est  simple  et  facile;  mais  est -elle  sans  ré« 
plique?  mais  satisfait-elle  l'esprit  ?  Non,  certes.  Cette  se-» 
conde  manière  de  raisonner  est  fondée  sur  ce  principe  : 
deux  quantités  qui  ne  diffèrent  qu'infiniment  peu  l'une 
de  l'autre  sont  égales  entr'elles.  L'esprit  repousse  ce  prin- 
cipe ;  il  lui  est  impossible  de  reconnoître  que  deux  choses 
soient  égales,  quand  l'une  est  plus  grande  que  l'autre.  Il 
sent  qu'un  cercle  ne  sauroit  être  égal  à  un  polygone  qui 
lui  est  circonscrit. 

Sans  doute  les  démonstrations  d'Ârchimëde  sont  plus 
longues,  sont  moins  faciles  qu'elles  ne  l'auroient  été  s'il 
avoit  fait  usage  de  la  considération  de  l'infini  et  s'il  avoit 
employé  les  nouveaux  calculs;  mais  aussi  elles  sont  san» 
réplique  ;  elles  satisfont  pleinement  l'esprit.  Aristote  dit 
que  la  tâche  du  Géomètre  est  de  démontrer  sans  réplique  : 
Archimède  a  rempli  sa  tâche  aussi  bien  qu'Euclide. 

Ceux  qui  désirent  faire  des  progrès  véritablement  so-^ 
lides  dans  les  sciences  mathématiques  ;  ceux  qui  veulent 
que  leur  esprit  soit  doué  d'une  grande  force  et  d'une  grande 
exactitude,  qu'il  ait  la  capacité  d'appercevoir  à-la-fois 
clairement  et  distinctement  un  grand  nombre  d'objets  et 
les  rapports  qu'ils  ont  entr'eux  ;  ceux  -  là  doivent  lire  et 
méditer  Archimède.  Archimède  est  l'Homère  des  Géo- 
mètres. 

On  lui  a  reproché  de  faire  souvent  usage  de  démons^ 
trations  indirectes.  Archimède  ne  les  emploie  que  lors^* 
qu'il  y  est  forcé  ;  et  il  y  est  forcé  dans  tous  les  théorèmes  , 
qui  ne  pourroient  se  démontrer  directement  qu'en  faisant 
usage  de  la  considération  de  l'infini. 

Archimède  n'pst  véritablement  difficile  que  pour  ceux 
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à  qui  les  méthodes  des  Anciens  ne  sont  point  familières  ; 
il  est  clair  et  facile  à  suivre  pour  ceux  qui  les  ont  étudiées. 
J'avoue  cependant  qu'il  y  a  quelques-unes  de  ses  démons- 
trations y  et  sur-tout  la  démonstration  de  la  proposition  9 
de  l'Equilibre  des  Plans ,  qu'on  ne  peut  suivre  qu'avec  la 
plus  grande  contention  d'esprit.  Il  est  aussi  quelquefois 
obscur^  parce  que  souvent  il  franchit  des  idées  intermé- 
diaires. Au  reste ,  voici  comment  Plutarque  s'explique  sur 
cette  prétendue  obscurité  que  les  Modernes  lui  reprochent. 

a  Où  ne  sauroit  trouver  dans  toute  la  Géométrie  de 
théorèmes  plus  difficiles  et  plus  profonds  que  ceux  d'Archi* 
mède^  et  cependant  ils  sont  démontrés  de  la  manière  la  plus 
simple  et  la  plus  claire.  Les  uns  attribuent  cette  clarté  à 
un  esprit  lumineux  5  d'autres  ^attribuent  à  un  travail 
opiniâtre  y  qui  donne  un  air  aisé  aux  choses  les  plus  diffi- 
ciles. Il  seroit  impossible  de  trouver^  selon  moi,  la  dé^ 
monstration  d'un  théorème  d'Archimède  ;  mais  lorsqu'on 
l'a  lue  y  on  croit  qu'on  l'auroit  trouvée  sans  peine^  tant  est 
facile  et  court  le  chemin  qui  conduit  à  ce  qu'il  veut  dé- 
montrer ».  Plutarque  y  Vie  de  Marcellus.  '^ 

Galilée^  qui  étoit  pénétré  d^admiration  pour  les  Écrits 
d'Archimède^  enchérit  encore  sur  les  expressions  de 
Plutarque. 

Quoique  j'aie  dit  plus  haut  que  les  Ouvrages  d'Archi- 
mède n'étoient  difficiles  que  pour  ceux  à  qui  les  mé- 
thodes des  Anciens  n'étoient  pas  familières^  je  ne  par-* 
tage  point  cependant  l'opinion  de  Plutarque  et  de  Ga- 
lilée. Je  me  garderai  bien  de  dire ,  par  exemple,  que 
les  démonstrations  d'Archimède  sont  aussi  faciles  que 
celles  d'Euclide  et  d'Apollonius. 

Voilà  ce  que  j'avois  à  dire  sur  les  Ecrits  d'Archimède  y 
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dont  je  publie  la  Traduction  accompagnée  d'un  Comment 
taire.  J'ai  fait  tous  mes  eflTorts  pour  que  raa  Traduction  fût 
fidèle^  et  même  mot  à  mot,  quand  le  gépie  de  notre 
langue  me  l'a  permis.  Dans  mon  Commentaire,  je  cherche 
à  éclaircir  les  endroits  difficiles  ;  je  supplée  aux  idées  in- 
termédiaires que  j'ai  crues  nécessaires  pour  rendre  le  sens 
plus  clair ,  et  je  démontre  plusieurs  théorèmes  sur  les-» 
quels  Archimède  s'appuie  et  dont  les  démonstrations 
n'existent  plus ,  parce  que  les  Ouvrages  où  elles  se  trou-* 
voient  ne  sont  point  parvenus  jusqu'à  nous. 

Lorsque  mon  travail  fut  terminé,  je  le  livrai  à  Fexamen 
des  Commissaires  de  l'Institut,  MM.  Lagrange  et  Delambrct 
M.  Delamhre  eut  la  complaisance  de  comparer  mon  Ma- 
nuscrit avec  le  Texte  grec,  et  de  faire  des  notes  marginales. 
La  Classe  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  ayant 
approuvé  mon  Ouvrage,  je  le  revis  avec  le  plus  grand 
soin,  avant  de  le  livrer  à  l'impression.  M.  Delambre  a  vu 
toutes  les  épreuves,  il  les  a  comparées  scrupuleusement 
avec  le  Texte  grec,  et  il  m'a  fait  part  de  ses  observations. 

Ma  Traduction  sort  des  presses  de  M.  Crapelet,  ainsi 
que  je  l'avois  annoncé  dans  mon  Prospectus.  Les  Figures 
dévoient  être  placées  à  la  fin  de  l'Ouvrage;  M.  Buisson, 
Libraire -Editeur,  a  bien  voulu  qu'elles  fussent  mises 
dans  le  Texte,  et  répétées  autant  de  fois  que  le  demande 
la  démonstration  ;  il  a  consenti  volontiers  à  se  charger 
encore  des  frais  énormes  occasionnés  par  ce  changement. 
Ces  Figures  ont  été  calculées  avec  toute  la  rigueur  pos-^ 
sible.  Elles  ont  été  dessinées  sur  bois  par  M.  Gaucher,  un 
des  plus  habiles  Dessinateurs  pour  le  trait.  M.  Duplat, 
un  des  meilleurs  Graveurs  sur  bois  que  la  France  possède, 
a  été  chargé  de  la  gravure. 


f^ÉFACB.  xxxiy 

Il  me  reste  encore  à*  parler  des  machines  inventées  par 
Archimède. 

Les  Anciens  lui  attribuoient  quarante  inyentions  mé- 
caniques.; mais  on .  n'en  trouve  plus  que  quelques- 
unes  indiquées  obscurément  par  les  auteurs.  La  plu- 
part de  ces  inventions  nous  sont  inconnues^  parce  qu'il 
dédaigna  d'en  donner  la  description.  Archimède ,  dit  Plu- 
tarque  dans  la  vie  de  Marcellus,  avoit  un  esprit  si  prpfond^ 
un  génie  si  élevé;  il  possédpit  de  si  gràndejsi  connoissances 
dans  la  théorie ,  qu'il  ne  T[oulut  jamais  rien  laisser  par 
écrit  sur  ses  inventions  mécaniques,  qui  lui  avoient  acquis 
tant  de  gloire,  et  qui  lui  avoient  fait  attribuer,  non  une 
science  humainie ,  mais  une  intelligence  divine. 

Des  quarante  inventions  d'Archimède,  on  ne  cite  plus 
aujourd'hui  que  son  Miroir  ardent }  la  vis  qui  porte  son 
nom  ;  sa  sphère  ;  son  invention  appelée  IqouIijls.  La  vis 
sfins  fin  et  la  multiplication  des  poulies^ passent  aussi  pour 
des  inventions  d' Archimède. 

Quant  à  son  Miroir  ardent ,  voyez  ce  que  je  dis  dans 
mon  Mémoirj^.  Je  ne  ferai  point  la  description  de  sa  vis 
inclinée  ;  elle  est  connue  de  tout  le  monde.  Son  méca- 
nisme  consiste  en  ce  que  la  pesanteur,- qui  fait  naturelle- 
ment descendre  un  corps ,  est  employée  seule  dans  cette 
machine  pour  le  faire  monter ,  l'eau  ne  montant  à  l'aide 
de  la  vis  que  parce  qu'elle  descend  à  chaque  instant  par 
son  propre  poids  dans  cette  vis.  Ce  qui  a  fait  dire  à  Galilée: 
La  quale  inuentione  non  solo  è  marayigUosa ,  ma  è  mi-- 
racolosa. 

Qu'on  se  garde  bien  de  croire  que  la  vis  d' Archimède 
n'est  qu'une  invention  curieuse  :  cette  invention  est  au 
contraire  capable  de  produire  les  plus  grands  effets.  Près 
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de  Furnesy  il  y  avoit  un  étang  de  près  dé  deux  lieues 
quarrées^  dont  le  fond^  dans  une  grande  partie  ^  étoit  à 
six  pieds  et  demi  au-dessous  du  nireau  de  la  basse  mer. 
Des  sommes  immenses  avoient  été  employées ,  mais  inu- 
tilement, pour  le  dessécher.  Des  terres  couvertes  de  riches 
moissons  et  des  habitations  nombreuses  ont  remplacé  cet 
étang.  Une  vis  d'Archimède  et  deux  moulins  à  palette,  mus 
par  le  vent,  ont  opéré  toutes  ces  merveilles.  Voyez  les 
deux  lettres  que  M.  Alphonse  Leroy  fils  m'a  faitThonneur 
de  m'écrire,  et  qui  se  trouvoi'ent  dans  le  Jlfcfniièur  dix  22? 
octobre  1 80G  et  du  1  a  novembre  même  année. 

La  sphère  d'Archimède,  qui  représentoit  les  mouve- 

mens  des  astres  étoit  fameuse  chez  les  Anciens. 

•        •  •  -         .  ,  - 

Ciim  ArcKimedes  lunœ  ,  solis  ,  quinque  errantium  mo- 
tus  in  sphœra  illigâuîij  efflcît  idem  qiiod  ille ,  qui  in 
timœo  mundum  œdificavit  Platonis  DeuSj  ut  tarditate  et 
celeritate  dissimiUimos  motus  una  regeret  conversio.  Cic. 
Tusc.  quaest.  lib.  1.  1. 

^n  Jirchimedes  Sioulus  concavo  œre  similitudinem 
mundi  ac  Jiguram  potuit  machinari  ,  in  quo  ita  solem 
ac  lunam  composuit  j  ut  inœquales  motus  ac  cœlestibûs 
similes  conçersionibus  singulis  quasi  diebus  ejfficerent  : 
et  non  modo  accessus  solis  et  recessus  j  vel  incrementa 
diminutionesque  lunœ ,  verum  etiam  stellarum  vel  iner^ 
rantium^  i>el  yagarum  dispares  cursus  orbis  ille  dum 
vertitur^  exhiberet  ?  li^ctdiniixxs.  Divin,  inst.  lib.  2^  cap.  5. 

Sans  doute  qu'Archimède  faisoit  plus  de  cas  de  sa 
sphère  que  de  ses  autres  inventions,  puisque  c'est  la  seule 
dont  il  avoit  laissé  une  description  qui  malheureusement 
ne  nous  est  pas  parvenue. 

Il  seroit  difficile  de  se  faire  une  idée  de  l'invention 
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appelée  loculifs.  Cette*  invention  semble  n'être  d'auçnne 
importance  ;  sans  dout^  on  a  eu  tort  de  Tattribuer  à  Ar- 
chimède.  Au  reste ,  voici  la  description  que  nous  en  donne 
Fortunatianus/ 

Nam  si  loculua  ilU  Archimedeus  quatiiordecim  eb  oreas 

inclusas  habensy  componentibus  nobis  aliter  atque  aliter, 
modo galtams  modprsU^yij^  ^\iàs  napçnij  aUàs  colum;;^ 
ham  figurât,  et  innumerabiles  ejfficit  species^  aolebçitque 
notais p,ueris'hic' Iqv^fu^  (fd\^çpTifi^  memoriam, 

plurimMn  p^c^easçj  qj^antà  majorent  poteztnobis.  offerte, 
voluptatem;  qlMntoquJeplçniorem*^tilita^cnf,,  etc.  Qri^iuni- 
vet.  p.  «684. 

Avant  de  finir ,  je  dois  parler  des  Traducteu-a  et  Cepi- 

mentateurs  d'Archimède.  v^.  . 

•  •  •  ^    .    . 

Nicolas  Tartalea.traduisit  du  gr^c  en  latin  ^  et  (iiblia  à 
Venise,  en  i543,  les  ouvrages  suivaais , fi' Afphimtle  : 
1^.  ^PêCentns  graviur^^vff^de  pj^nis\ceque  repeifibus. 

3^.\  JJe  insickpliku^^  ^^^^,P^^^^?r     . .  :    >      .  ,  . 

En  i556 ,  les  deux  livres  De  insidentibus  aquœ  parurem. 

à  Venise.  M,  Mop^ucla  ^  d«ius  Terreuf  Jorsqu'^l  dit  dans 

son  Histoire  de^ ^<^t)ïéjï^  ^uevçe^s  d^euxlivrçs  d-A^T\ 

ciim^de  mt  été|tr^f|j^^^^^^  un  majiusçi^it^ra^..T^^^ 

taîea.les  a  traduit?  d'apr.ès. un  manuscrit  greic,  cppoie;  U, 

le  déclare  da,ns.s^  préfacée  {i).  Peut-être  le  ix^anuscrit  grec . 


I    ,  .  .  *■      '  '      Il       "       ' 


'\i 


(i)  Cum  sorte  quadam  ad  p^anus  meas  pçryeniasent  fracti ,  et  qpi  yIx  1^ 
polérant' quidam  libri  maiîa  j^roBcâ*5crîptî  îlUus  celéberrîmi  pnilodophi  ArcKî- 
meàis,  oainem  iifteram  /ouniê  âUidKtiîd,  et  cui^ài  ^àffliibaî  ut  in  nostraih  Un^ 
guam  quse  partes  eorum  legi  poterant^  conTerterentur,  etc. 


/  *  /     .    '  <       é 
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èxîste-t-il  encore  enfoui  dans  quelque  tîblîothèque.  Pîn- 
vite  tous  les  bibliothécaires  de  l'Europe  à  s'assurer  s'ils  ne 
posséderoient  pas.  ce  précieux  nanuscrit. 

En  i543  parut  à  Baie  une  édition  des  (Buvres  d'Archî- 
mède,  avec  fetraduclSon  latine  de  Jean  de  Crémone,  et 
revue  par  Jeab  Regiômoritao.  Cette  édition  ne  renferme 
ni  les  deux  livres  l>e  insidentibusinftiddo^  ni  les  Lerames. 
On  a  joint  à  cette  édititm  le  Commentaire  d'Eutocius, 
erec  fet  lafiD.  • 

•  Eni55^,  Ffed.  CommaildinpiiMiaâVjeiiise,  ffveç  dés 
Comaientairb» justement  estiiiiës,  tt'ûe  Bxcdlléiite  Tradiic-^ 
litm  dé*  KVref «tfivaris  d'Archimède;  .  i 

1°.  Circul  dimensio. 

i^.  Zfé .iineis tfptraUbus.     '  >    •  ,'  ■  •  ■  ' 

30.  Oiodratiira  Paraboles.     •'  '^*^    .   .  ; 

4'*.  te  Canotdwiis  et  SphœttfidlBus.         '  ' 

E0  i5^5",  Fréd'  €dikniaiidiii/ publia  â  Bcniïogne  les 

deu^  livres  intitulés  :  De  lisqùi^Vè/tunta/inaqiià, 

renis,  corrigés ,  et  âccottipâ^s  ^Dt  esrcèllent  Commén- 
Mre.  -        ^  '•  •   •  •     ■,.-,.  ...M. /Il-:     •    .•  ". 

'En  i6i5  parut  Toùvrage  de  iRevai/lt;  intitulé  :  Archi-' 
Medih  Optra  quœ  ejtiarU  tiovû  deniùnétràtiohibus,  com-  ' 
mëntanisque  "ïllu^pxttu^  Les  définitions  j  les  énoncés  dçs 
pfrdpositîcms,  PÀréûàire  et  les  èpîtres^sôÀt  les  seules  choses! 
d'Aïihitoèdt  que  renferme  ccftie  édition  ':  le  reste  est  de 
RevaulL  5ûil  ouvraga  lui  .valut  le  surnom  àHIr^^x  Com^ 
mentator* 

En  1637- Greaves  et  Fo$ter  publièrent  une  Tr^^duc- 
tioi^  ^tijiQ  4es  X4einmM«  lia  traduisirent  «e  livrer  d'après^ 
Farabe. 
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En  1661;^  Borelli  publia  une  traduction  latine  diu  même 
ouvrage ,  avec  un  Commentaire. 

En  1676  parut  FArchimède  abrégé  de  Barrow. 

En  1681  parut  l'Archimède  de  Fn  Maurolicus.  Cet 
ouvrage  n'est  qu'une  paraphrase  d^Archimède ,  ni^is  une 
paraphrase  trèa-estiméc.  Cet  ouvrage  avoit  paru  6111570^ 
Mais  toute  l'édition  périt  par  un  naufrage^  excepta  un  ou 
deux  exemplaires. 

En  1699  y  Wallis  donna  une  Traduction  latine  de  la 
Mesure  du  Cercle  et  de  l'Arénaire. 

Enfin  ^  en  1792  parut  à  Oxfort  l'Archimède  grec  et  latin 
de  Torelli.  La  version  latine  est  littérale  et  élégante  tout 
à-la-fois.  Les  variantes  qui  sont  au  bas  des  pages  et  à  la  fin 
du  volume  sont  infiniment  précieuses. 

On  desireroit  que  le  format  ne  fût  point  un  grand  in-folio 
pour  la  commodité  du  lecteur.  Les  figures,  très-bien  gra- 
vées,  sont  dans  le  texte,  mais  elles  ne  sont  point  répétées 
lorsque  l'on  tourne  le  feuillet ,  ce  qui  en  rend  la  lecture 
fatigante,  et  fait  perdre  le  fil  de  la  démonstration. 


Lorsque  la  Classe  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  ap- 
prouva ma  Traduction  de  la  Géométrie  d'Euclide  ,  plusieurs  Membres 
témoignèrent  leurs  regrets  de  ce  que  je  ne  publiois  point  la  Traduc-- 
tion  complète  de  ses  Œuvres  ;  et  lorsque  cette  même  Classe  approuva 
ma  Traduction  d'Ârchimède ,  elle  m'invita  à  donner  celle  d'Apollonius. 
Le  double  vœu  de  la  Classe  sera  rempli. 

Aussitôt  que  mon  Archimède  aura  paru ,  je  m'occuperai  de  la  publi* 
catiou  d'une  Traduction  complète  des  (Euvres  d'Euclide.  Elle  sera  sous 
presse  avant  la  fin  de  l'année.  CetteTraduction  renfermera  deux  volumes 
in*4^.  ;  les  figures  seront  dans  le  texte  comme  dans  ma  Tmductiou 
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d'Archiméde.  Pendant  qu'on  imprimera  Euclide ,  je  m'occuperai  de 
la  Traduction  d'Apollonius. 

M.  Th^venot ,  homme  très-versé  dans  les  langues  anciennes  ,  et 
très-bon  Géomètre ,  qui  s'est  occupé  par  goût  de  rArilhmédque  trans- 
cendante y  a  bien  voulu ,  à  mon  invitation ,  se  charger  de  la  Traduc* 
tion  de  Diophante ,  qui  sera  accompagnée  d'un  Commentaire.  De  cette 
manière  y  le  public  jouira  enfin  des  Traductions  des  quatre  grands 
Qéomètres  de  l'antiquité. 


.  •  » 
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AVIS  AU  LECTEUR. 

jLes  dénominations  suivantes  sont  fréquemment  employées  par 
Archimède  : 

Soit  la  proportion  géométrique  a  :  b,i:  cid,  on  aura  : 

Par  permutation  .«««.rr..  a  i  c  ::  b  :  d.   .. 

Par  inversion.  .•«••<  4  4  «  #  •  b:a  ::  -d  :  Cy  ou-d  i  c  ::  b  :  a* 

Par  addition  ...•.•.•  é .  éi  a  +  b  :  b:i  c +'d:  d. 

Par  soustraction ••;:••;•.  a^^b  vb'iiC'-^did. 

Par  conversion* .  ...•..*.  /.  a  :  a  —  6  ::  c  :  c^-^d^ 

Soient  les  deux  proportions  géométriques  : 

a  :i  v^  Cl  d.  

'    b  :f::  d  :  g.  

On  a  par  raison  d'égalité  : 

a  :  f  ::  c  :  g. 

Soient  les  deux  proportions  géométriques  : 

a-:  b::c  :  d. 
b  :f  ::  g  :  c. 

On  aura  par  raison  '  d'égalité  dans  la*  proportion  troublée  : 

a.fy.g.d. 
Soient  les  deux  raisons  géopiétriques  inégales  : 

a  :  b  y^  c  :  d^  on  a  : 

Par  permutation •    a  :  c>  b  :  d. 

Par  inversion •••••    b  :  a  <Cc  :  d. 

Par  addition a  +  b  :  ô>  c  +  d  :  d. 

Par  soustraction •  •  • .   a  — i  :  i  >  c  —  rf  :  rf. 

Par  conversion a: a  —  5<c:c  —  rf. 

Il  en  seroit  de  même  si  l'on  avoit  : 

a  :  b  <i  c  :  d* 
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Les  lettres  grecques  ayant  été  employées  dans  les  figures ,  je 
les  place  ici  avec  leurs  noms  et  leurs  valeurs ,  en  faveur  de  ceux 
qui  ne  sayent  pas  cette  langue. 


A  «   ... 

B  e 


•  • 


UUmt  IK>Mf.  UOU  TÂLBlUfl. 

«   alpbfi ,.  •   A. 

•  béta  • •••  B« 


r  y    gamma G. 


Â  <r 


delta !>• 

£  g     epsilon %*«^%^%..  E  f^ref» 

z,  t   ..•••••••  zêta»*»  ••  «  1 1  *  «  •  •   ^« 


"H  n    r******* 


e  0   ,...•-.•.  thêta*  .......••  TH. 

I    i    .., iota !• 

K  K   cappa K. 

A  X lambda L.  - 

mu M. 

, N. 

xi,,...i*«...  •••  Xi 
omicron  .......  O  bref. 


Mfc 

N  r  nu 
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RAPPORT 

Fait  à  V Institut  national^  Classe  des  Scieîwes  pkyaiquss  et 
matliéniatiques  ,  par  MM.  Lagmnge  et  Delambre ,  sur  la 
traduction  des  Œur&Es  j/Archimève. 


Xj  a  Classe ,  en  approuvant  la  traduction  d'EucUde ,  avoit  invite  l'Au- 
teur  (M,  Peyrard)  à  terminer  celle  des  (BEuvees d'Archimede  ,  qu'il 
avoit  dès-lors  entreprise.  Ce  travail  est  achevé.  Nous  l'avons  comparé 
avec  le  texte  original ,  et  ce  sont  les  résultats  de  cet  examen  que  nous 
allons  soumettre  au  jugement  de  la  Classe. 

Archiméde  a  conservé  la  réputation  de  l'un  des  génies  les  plus  éton- 
nans ,  et  de  l'une  des  têtes  les  plus  fortes  qui  se  soit  jamais  appliquée 
aux  Mathématiques.  Aucun  Géomètre  ancien  né  s'est  fait  connoître 
par  des  découverte^  plus  nombreuses  et  plus  importantes  ;  mais  ,  mal** 
gré  tant  de  renommée^  il  compte  aujourd'hui  peu  de  lecteurs.  La 
principale  raison  en  est  ^  sans  doute ,  l'invention  des  nouveaux  calculs* 

« 

Malgré  l'avantage  àes  nouvelles  méthodes ,  malgré  leur  certitude 
nui  n'est  plus  contestée  par  les  admirateurs  même  les  plus  outrés  des 
Anciens ,  il  n'est  pas  de  Géomètre  qui  ne  doive  être  curieux  de  voir 
par  quelle  adresse  et  quelle  profondeur  de  méditation  ^  la  Géométrie 
jélémentaii*e  a  pu  s'élever  jusqu'à  des  vérités  si  difficiles  ;  comment  ^ 
par  exemple ,  Arehimède  a  pu  trouver  et  démontrer ,  de  deux  ma- 
nières absolument  indépendantes  l'une  de  l'autre ,  la  Quadrature  de  la 
Parabole  \  comment  il  a  su  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  sec- 
teur parabolique  quelconque,  et  la  position  que  doit  prendre ,  en 
vertu  de  la  gravité ,  un  parabololde  abandonné  à  lui-même  dans  un 
liquide  spécifiquement  plus  pesant»  Ses  Traités  des  Spirales ,   des 
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CoQoîdes  et  des  Sphéroïdes ,  de  la  Sphère  et  du  Cylindre ,  brillent 
par-tout  de  ce  même  génie  d'invention  y  qui  crée  des  ressources  pro« 
portionnées  aux  difficultés ,  et  parvient  ainsi  à  les  surmonter  heureu«« 
sèment.  L'Arénaire  même ,  quoiqu'il  ait  en  apparence  un  but  pins  fri«« 
vole ,  n'est  pas  moins  recommandable  ,  soit  par  des  etpériences  faites 
avec  autant  d'adresse  que  de  sagacité ,  pour  mesurer  le  diamètre  du 
soleil  j  soit  par  des  efforts  très-ingénieux  pour  suppléer  à  l'imperfec- 
tion  de  l'arithmétiqne  des  Grecs  y  qui  n'avoient  ni  figures ,  ni  noms 
pour  exprimer  les  nombres  au-dessus  de  cent  millions. 

Le  système  qu'il  imagine  pour  écrire  et  dénommer  un  nombre  quel- 
conque y  porte  sur  un  principe  bien  peu  différent  de  Fidée  fondamen"- 
tale  qui  fait  le  mérite  et  la  simplicité  de  notre  arithmétique  arabe  y  oU 
plutôt  indienne. 

On  a  même  cru  trouver  dans  ce  système  la  première  idée  des  loga^ 
rithmes  ;  mais  il  nous  semble  que  c'est  outrer  les  choses.  On  voit  à 
la  vérité  dans  l'Arénaire  deux  progressions,  Tune  arithmétique  et 
l'autre  géométrique  y  dont  la  première  sert  à  trouver  un  terme  quel* 
conque  de  la  seconde.  Mais  c'est  une  pure  spéculation  destinée  à  mon- 
trer comment  on  pourroit  donner  une  extension  indéfinie  à  l'arithmé* 
tique  de  ce  temps  y  et  jamais  Archimède  n'a  songé  à  rendre  son  idée 
utile  dans  les  calculs  ordinaires^  à  changer  la  multiplication  en  une 
addition  y  et  encore  moins  la  division  en  une  soustraction.  On  ne  lui 
voit  réellement  exécuter  aucun  calcul.  II  se  contente  d'indiquer  de 
quel  ordre  doit  être  le  produit  de  deux  termes  quelconques  de  sa  pro^- 
gression  géométrique  y  dont  la  raison  est  dix  ;  et  pour  plus  de  facilité 
dans  ses  opérations  y  on  lui  voit  constamment  ajouter  au  résultat  du 
calcul  y  ce  qui  lui  manque  pour  être  un  multiple  d'une  puissance  par^ 
faite  de  dix.  Mais  en  réduisant  à  sa  juste  valeur  le  mérite  de  son  in- 
vention y  il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'elle  est  extrêmement  curieuse  ; 
et  c'est  à  son  Arénaire ,  ainsi  qu'à  sa  Mesure  du  Cercle ,  et  au  soin 
qu'a  pris  son  Commentateur  Eutocius  de  développer  tous  ses  calculs  ^ 
que  nous  sommes  redevables  de  tout  ce  que  nous  savons  de  plus  prév- 
ois sur  l'arithmétique  des  Grecs  y  et  si  vous  y  ajoutez  le  fragment 
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d* Apollonius,  conservé  par  Pappus  et  publié  par  Wallis,  et  sur-tout 
les  calculs  astronomiques  de  Thëon  ,  dans  son  Commentaire  sur  TAl-* 
mageste  de  Ptolémée ,  vous  aurez  de  quoi  recomposer  un  Traité  com- 
plet d'arithmétique  grecque ,  en  y  comprenant  \^  formation  des  puis- 
sances et  Textractioa  de  la  racine  quarréç» 

Voilà  bien  des  motifs  pour  qu*au  moins  une  fois  e^  sa  vie  tout 
Géomètre  se  croie  obligé  de  lire  Archiméde  tout  entier.  Mais  les 
bonnes  éditions  sont  rares  ou  incomplètes  :  le  texte  grec  y  est  singu- 
lièrement altéré ,  et  les  fautes  d'impression  ne  sont  pas  rares  ;  même 
dans  la  belle  édition  d'Oxford  ;  il  est  vrai  qu'elles  sont  de  nature  à 
être  facilement  apperçues  et  corrigées.  Le  style  des  Traducteurs; 
Conmiendin  et  Torelli  exceptés ,  est  souvent  barbare ,  et  quelques-uns 
ont  montré  qu'ils  entendoient  médiocrement  le  grec  et  la  géométrie. 

Le  style  d' Archiméde  lui*-méme  est  beaucoup  meilleur  ^  il  est  plus 
doux ,  plus  agréable  que  celui  d'aucun  Géomètre  grec.  L'harmonie 
naturelle  des  grands  mots  qu'il  est  forcé  d'employer ,  distrait  souvent 
le  Lecteur  de  l'attention  qu'il  doit  au  fonds  (Jes,  idées.  Malgré  le  dia- 
lecte dorique  qui  domine  plus  ou  moins  dans  presque  tous  ses  ouvra- 
ges ,  il  est ,  grammaticalement  parlant  ,  toujours  clair  et  facile  à 
comprendre.  Archiméde  suit  assez  généralement  Tordre  naturel ,  et 
ne  se  permet  d'inversions  que  celles  qu'il  n'a  p^  éviter  ,  parce  qu'elle» 
sont  dans  le  génie  de  sa  langue  ;  mais  ce  génie  n'est  pas  précisément 
celui  qui  convient  aux  mathématiques.  La  multitude  d'articles  dont 
cette  langue  est  embarrassée ,  beaucoup  plus  que  la  nôtre  y  la  place  ou 
se  mettent  ces  articles  qui  s'entrelacent  et  se  trouvent  souvent  assez 
loin  des  mots  auxquels  ils  appartiennent  y  toute  cette  construction 
nuit  essentiellement  à  la  clarté ,  sur-tout  dans  les  propositions  longues 
et  compliquées  ;  et  le  Traduct<eur  français  petit  facilement  obtenir  à 
cet  égard  un  avantage  marqué  sur  son  original. 

On  s'attendroU  à  retrouver  chez  les  Géomètres  anciens  une  foule  de 
termes  grecs  dont  nous  faisons  un  usage  continuel.  Quoique  le  mot 
parabole ,  par  exemple  y  soit  bien  grec  y  et  qu^il  se  trouve  même  dans 
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le  titre  de  run  des  Traités  d'Archiméde  ,  on  ne  le  rencontre  pourtant 
jamais  dans  le  tette.  Par-tout  on  j  voit  cette  courbe  désignée  par  les 
mots  de  section  du  cône  rectangle.  L'ellipse  y  est  nommée  section  du 
cône  ohliquangle ,  et  Fbyperbole  section  du  cône  obtusangle.  Le  para« 
mètre ,  nommé  ôpSict  par  jipollonius ,  et  latus  rectum  par  les  Modernes^ 
est  désigné  dans  Archimède  par  l'expression  longue  et  vague  de  ligne 
qui s^ étend jusqu  à  Fûjcefles  mots  d* ordonnée  et  d! abscisse  sont  suppléés 
par  de  longues  périphrases.  Quoiqu'Archimède  établisse  en  un  endroit 
la  distinction  entre  l'axe  et  les  diamètres  de  la  parabole  ^  cependant  il 
donne  toujours  à  Taxe  le  nom  de  diamètre  ,  et  celui-ci  est  désigné  par 
les  termes  de  ligne  parallèle  au  diamètre.  Enfin  ,  croiroit-on  que  les 
Grecs  n'ont  jamais  eu  de  mot  pour  exprimer  le  rayon  d'un  cercle ,  et 
qu'ils  l'appeloient  lig;ne  qui  part  du  centre?  Tonies  ces  expressions ,  qui 
reviennent  à  chaque  instant ,  donnent  à  l'énoncé  des  propositions  et  à 
tous  les  raisonnemens  dont  se  compose  la  démonstration  ,  une  Ion-* 
gueur  très-incommode  ;  et  je  serois  peu  surpris  que  le  Géomètre  qui 
entend  le  mieux  le  grec  ,  préférât  cependant  la  traduction  pour  suivre 
facilement  une  démonstration  pénible  et  obscure ,  telle  qu'il  s'en  ren- 
contre plus  d'une  dans  Arcbimède.  Chaque  membre  de  phrase  est  clair 
et  très-intelligible  h  le  considérer  seul  ;  mais  le  tout  est  si  long ,  qu'on  a 
souvent  oublié  le  commencement ,  quand  on  arrive  à  l'endroit  où  le  sens 
est  Complet.  Ces  inconvéniens  se  retrouvent  presque  tous,  avec  beaucoup 
d'autres ,  dans  les  traductions  latines  ;  mais  la  majeure  partie  a  disparu 
tout  naturellement  dans  la  tt^aduction  de  M.  Peyrard  y  qui  s'est  permis 
d'écrire  ,  rayon  ^  tangente  ,  parabole  et  paramètre.  Cependant  il  a  con- 
servé assez  souvent  section  du  cône  rectangle  ^  et  peut-être  a-t-il  eu 
tort  (*).  Il  auroit  pu  s'autoriser  de  l'exemple  d'Apollonius;  mais  il  a 
voulu  sans  doute  respecter  son  original ,  toutes  les  fois  qu'il  a  eru  le 
pouvoir  sans  nuire  à  la  clarté.  Il  a  voulu  tenir  la  promesse  qu'il  a  faite  ^ 
dans  son  Prospectus ,  de  donner  une  traduction  littérale  ;  et  la  sienne 
nous  a  paru  telle  en  effet. 


C^)  M.  Delambre  a  raison;   j'ai  remplacé  cette  expression  par  celle  de 
parabole. 
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Archîméde  etoît  fort  exact  à  démontret*  toutes  les  propositions  dont 
il  faisoit  usage  j  à  moins  qu'elles  ne  fussent  déjà  démontrées  dans  ses 
Traités  antérieurs ,  ou  dans  ceux  d'autres  Auteurs  alors  fort  répandus  : 
Inais  une  partie  de  ces  ouvrages  est  perdue  ;  de  là  quelques  lacunes 
que  M.  Peyrard  a  remplies  dans  ses  notes.  Quelquefois  aussi  il  y 
démontre  algébriquement  des  lemmes  qui ,  traités  à  la  manière  des  Aù^ 
ciens  y  sont  trop  obscurs  et  trop  pénibles.  Souvent  il  a  puisé  dans  les 
Commentaires  d'Eutocius  ;  et  il  auroit  pu  lui  faire  bien  d'autres  em- 
prunts y  sHl  n'avoit  craint  de  trop  grossir  le  volume.  Quelquefois  aussi 
Eutocius  y  eti  suivant  de  trop  prés  la  marche  d'Archiméde ,  n'est  guère 
moins  obscur  que  lui  ;  et  c'est  ce  qu'on  remarque  principalement  à  la 
proposition  9  du  Livre  2  des  Corps  flottans.  La  démonstration  d'Ar-« 
cfaimède  a  trois  énormes  colonnes  in-folio ,  et  n'est  rien  moins  que 
lumineuse.  Eutocius  commence  sa  note  en  disant ,  que  le  théorème 
est  fort  peu  clair  ,  et  il  promet  de  l'expliquer  de  son  mieux.  Il  y  em- 
ploie quatre  colonnes  du  même  format  et  d'un  caractère  plus  serré , 
sans  réussir  davantage  ;  au  lieu  que  quatfe  lignes  d'algèbre  suffisent  à 
M.  Peyrard  pour  mettre  la  vérité  du  théorème  dans  le  plus  grand  jour. 
Il  est  peu  croyable  qu'Archiméde  ait  pu  arriver  par  une  voie  si  longue 
à  la  proposition  qu'il  vouloit  établir  ;  et  il  est  beaucoup  plus  probable 
qu'il  en  aura  reconnu  la  vérité  par  quelqu' autre  moyen ,  et  que ,  bien 
sûr  de  celte  vérité  ,  il  aura  pris  ce  long  détour  pour  la  démontrer ,  en 
ne  supposant  que  des  propositions  avouées  et  reçues  des  Géomètres  de 
son  temps. 

Telle  est  l'idée  que  nous  pouvons  donner  ici  du  travail  de  M.  Peyrard  ^ 
sa  traduction  est  fidèle  et  complète  ;  et  quand  il  n'auroit  rien  ajouté  de 
lui-même  ,  ce  seroit  déjà  un  service  important  rendu  aux  Géomètres. 
On  prendra,  dans  la  traduction  française  ,  une  connoissance  du  génie  et 
des  méthodes  d'Archiméde  ,  aussi  juste  et  aussi  exacte  que  si  on  le 
lisoit  dans  l'original.  Le  Traducteur  a  tenu  toutes  ses  promesses ,  et 
rempli  toutes  les  conditions  qu'il  s'étoit  imposées  dans  son  Prospectus. 
On  doit  donc  des  éloges  à  M.  Peyrard ,  et  désirer  que  le  succès  de 
cette  nouvelle  traduction  lui  inspire  le  courage  d'entreprendre  celle 
d'Apollonius  ,  bien  moins  difficile ,  au  reste  y  que  l'ouvrage  qu'il  vient 
d'achever* 
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Cette  autre  entreprise  seroit  d'autant  plus  utile  y  que  rédltioa 
d'Oxford ,  la  seule  qui  soit  complète  ,  est  aujourd'hui  d'un  prix  et 
d^une  rareté  qui  la  tiennent  au-dessus  des  moyens  d'un  grand  nombre 
de  Géomèlres. 


Fait  au  Palais  des  Sciences  et  Arts,  le  22  Septembre  1806, 

Signés,  léJL  Granck,  I>^LAmBKJi,  Rapporteurs. 


Classe  approuve  le  Rapport,  et  en  adopte  les  Conclusions. 
Certifié  conforme  à  V original  ^  à  Paris  ,  le2/^  Septembre  l8o6* 

Ijç  Seçrétqire  perpétuel  ;  Signé  ,  DelamPRE» 
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DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CYLINDRE. 


LIVRE  PREMIER. 


A 


RCHIMàDE   A   DOSITHÉE^    SaLUT^ 


Je  t^avois  déjà  envoyé^  avec  leurs  démonstrations^  les  théo-* 
rémes  que  mes  réflexions  m'avoient  £Edt  découvrir  ;  le  suivant 
étoit  au  nombre  de  ces  théorèmes  : 

Tout  segment  compris  entre  une  droite  et  la  section  du 
cdne  rectangle  ^  est  ég^I  à  quatre  fois  lé  tiers  d'un  triangle  qui 
a  la  même  base  et  la  même  hauteur  que  le  segment  (et). 

J'ai  terminé  aujourd'hui  les  démonstrations  de  plusieurs 
théorèmes  qui  se  sont  présentés  ;  et  parmi  ces  théprén^es , .  on 
distingue  ceux  qui  suivent 

lia  sur&ce  de  la  sphère  est  quadruple  d'un  de  ses  grands 
cercles. 

La  surface  d'un  segment  sphérique  est  égalç.à  un  cercle  ayanjt 
un  rayon  égal  à  la  droite  menée  du  sommet  du  segment  à  la 
circonférence  du  cercle  qui  est  la  base  du  segment 

1 


il  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CYLINDRE. 

Un  cylindre  qui  a  une  base  égale  à  un  grand  cercle  de  la 
sphère,  et  une  hauteur  égale  au  diamètre  de  cette  même 
sphère  ^  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  la  sphère. 

La  surface  du  cylindre  est  aussi  égale  à  trois  fois  la  moitié 

a 

de  la  surface  de  la  sphère. 

Quoique  ces  propriétés  existassent  essentiellement  dans  les 
figures  dont  nous  venons  de  parler^  elles  n'avoient  point  été 
remarquées  par  ceux  qui  ont  cultivé  la  géométrie  avant  nous  ; 
cependant  il  sera  facile  de  connoitre  la  vérité  de  nos  théorèmes^ 
à  43€ux  qui  liront  attentivement  les  démonstrations  que  nous 
en  avons  données  (  ^).  Il  en  a  été  de  même  de  plusieurs  choses 
qu'Eudoxe  a  considérées  dans  les  solides ,  et  qui  ont  été 
admises  y  comme  les  théorèmes  suivans  : 

Une  pyramide  est  le  tiers  d'un  prisme  qui  a  la  même  base 
et  la  même  hauteur  que  la  pyramide. 

Un  cône  est  le  tiers  d'un  cylindre  qui  a  la  même  base  et  la 
même  hauteur  que  le  cône. 

Ces  propriétés  existoient  essentiellement  dans  ces  figures ,  et 
quoiqu'avant  Eudoxe^  il  eût  paru  plusieurs  géomètres  qui 
n'étoient  point  à  mépriser^  cependant  ces  propriétés  leur  étoient 
inconnues  y  et  ne  furent  découvertes  par  aucun  d'eux. 

Au  reste ,  il  sera  permis ,  à  ceux  qui  le  pourront ,  d'examî- 

■  4  * 

ner  ce^qifé  je  viens  de  dire.  Il  eût  été  à  désirer  que  mes  décou- 
vertes  eussent  été  publiées  du  vivant  de  Conon  ;  car  je  pense 
qu'il  étoit  très-capable  d'en  prendre  connoissance  et  d'en  porter 
un  juste  jugement,  Quoi  qu'il  en  soit  ^  ayant  pensé  qu'il  étoit  bon 
de  le^  faire  connoitre  à  ceux  qui  cultivent  les  mathématiques , 
je  te  les  envoie  app^iy ées  de  leurs  démonstrations  :  les  personnes 
versées  dans  cette  science  pourront  les  examiner  à  loisir. 
Porte^toi  bien. 
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On  expose  d'abord  les  propositions  qui  sont  nécessaires 
pour  démontrer  les  théorèmes  dont  ou  vient  de  parler. 

AXIOMES  ET  DÉFINITIONS. 

» 

1.  Iii  peut  y  avoir  dans  un  plan^  certaines  lignes  courbes 
terminées  qui  soient  toutes  du  même  côté  des  droites  qui 
joignent  leurs  extrémités  y  ou  qui  du  moins  n'aient  aucune  de 
leurs  parties  de  Fautre  côté  de  ces  mêmes  droites  (a)* 

2.  Une  ligne  concave  du  même  côté  est  celle  dans  laquelle, 
ayant  pris  deux  points  quelconques^  les  droites  qui  joignent 
ces  points  tombent  tout  entières  du  même  côté  de  la  ligne 
concave^  ou  bien  quelques-unes  tombent  du  même  côté  de 
la  ligne  concave  j  et  quelques  autres  sur  cette  ligne ,  tandis 
qu'aucune  de  ces  droites  ne  tombe  de  diiSërens  côtés  (f  )• 

3.  Il  peut  y  avoir  également  des  surfaces  terminées  qui, 
ayant  leurs  extrémités  dans  un  plan  sans  être  dans  ce  plan , 
sont  toutes  placées  du  même  côté  du  plan  dans  lequel  dUes 
ontleurs  extrémités,  ou  qui  du  moins  n'ont  aucune  de  leurs 
parties  de  l'autre  côté  de  ce  même  plan.  -t 

4.  Une  surface  concave  du  même  côté  est  celle  dans  laquelle , 
ayant  pris  deux  points  quelconques ,  les  droites  qui*  joignent 
ces  points  tombent  du  même  côté  de  la  surfbce  concave,  ou 
bien  quelques-unes  de  ces  droites  tombent  du  même 'côté  de  la 
surface  concave,  et  quelques  autres  dans  cette  surface ,  tftiidis 
qu'aucune  de  ces  droites  ne  tombé  de  di£fôrens  côtésw-       :       ^    * 

5.  J'appelle  secteur  solide  une  figure  terminée  par  la  sfur*' 
face  d'un  cône  qui  coUpe  la  sphère  et  qui  a  Mtx  somuïét^a^L 
centre,  et  par  la  surface  de  la  sphère  qui  est  comprise  d^âs  le 

6.  J'appelle  rhombe  solide,  une  figure  solide  composée  de 
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deux  cônes  qui  ont  la  même  base  ^  et  dont  les  sommets  sont  de 
dififérens  côtés  du  plan  dans  lequel  se  trouve  la  base,  de  manière 
que  les  axes  ne  forment  qu'une  seule  et  même  droite. 
Je  prends  pour  principes  les  propositions  suivantes. 

PRINCIPES. 

1.  La  ligne  droite  est  la  plus  courte  de  tontes  celles  qui  ont 
les  mêmes  extrémités  (  «  }. 

s.  Deux  lignes  qui  sont  dans  un  plan  et  qui  ont  les  mêmes 
extrémités  sont  inégales ,  lorsqu'elles  sont  Tune  et  l'autre  con- 
caves du  même  côté  et  que  l'une  est  comprise  toute  entière  par 
l'autre ,  et  par  la  droite  qui  a  les  mêmes  extrémités  que  cette 
autre ,  ou  bien  lorsque  l'une  n'est  comprise  qu'en  partie  et  que 
le  rest0  est  commun ,  la  ligne  comprise  est  la  plus  courte  (6). 

3.  Pareillement  lorsque  des  sur&ces  ont  les  mêmes  limites 
dans  un  plan  ^  la  surface  plane  est  la  plus  petite. 

4»  Deux  sur&ces  qui  ont  les  mêmes  limites  dans  un  plan 
0ont  inégales^  lorsqu'elles  sont  l'une  et  l'autre  concaves  du 
même  côté ,  et  que  l'une  est  comprise  toute  entière  par  l'autre 
et  par  le  plan  qui  a  les  mêmes  limites  que  cette  autre  ;  ou  bien 
lorsque  l'une  n'est  comprise  qu'en  partie ,  et  que  le  reste  est 
commun;  la  surface  comprise  est  la  plus  petite. 

5.  Etant  données  deux  lignes  inégales,  ou  deux  surfaces 
inégales ,  ou  bien  deux  solides  inégaux ,  si  l'excès  de  l'une  de 
ces  quantités  sur  l'autre  est  ajouté  à  lui-même  un  certain 
nombre  de  fois ,  cet  ea;cès  ainsi  ajouté  à  lui-même  pourra  sur- 
|>asser  l'une  ou  l'autre  des  quantités  que  l'on  compare  entre 
elles  (>). 

Ces  choses  étant  supposées  ^  je  procède  ainsi  qu'il  suit 
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PROPOSITION   L 


Si  nn  polygone  est  inscrit  dans  un  cercle,  il  est  évident  que 
le  contour  du  polygone  inscrit  est  plus  petit  que  la  circonlé7 
rence  de  ce  cercle. 

Car  chaque  côté  du  polygone  est  plus  petit  que  ^'arc  de  la 
circonférence  qu'il  soutend  (  Princ,  /  ). 


PROPOSITION    IL 


f      1 


Si  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle  ^  le  contour  du 
polygone  circonscrit  est  plus  prand  que  la  circonférence  de .  ce 
cercle. 

Qu'un  polygone  sôit  circonscrit  à  un  cercle  :  je  dis  que  le 
contour  de  ce  polygone  est  plus  grand  que  la  circonférraice  de 
ce  cercle. 

Car  la  somme  des  droites  bâ  ^  aa  est  plus  grande  que  Tare  ba  ; 
parce  que  ces  droites)  comprennent  un 
arc  qui  a  les  mêmes  extrémités  que  ces 
droites  {Piinc.  ^).  Semblablement  la 
somme  des  droites  ùi  yVh  est  plus  grande 
que  Tare  ù3ï  y  la  somme  des  droites  ak  ^  Ke . 
plus  grande  que  Tare  Ae;  la  somme  des 
droites  zh  ^  He  plus  grande  que  Tare  ze  ^ 
et  enfin  la  somme  des  droites  A£  ^  £Z  plus  grande  que  Farc  AZ« 
Donc  le  contour  entier  du  polygone  est  plus  grand  que  la 
circonférence.         v 
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menons  les  droites  HNn ,  Hro ,  il  est  évident  que  la  droite  no 

sera  le   côté   d'un  polygone  circonscrit  au   cercle^   équila^ 

tère  et  semblable  au  polygone  inscrit   dont  le  côté  est  Nf. 

Puisque  Tangle  nhf  6st   moindre  que  le 

double  de  l'angle  akm  ^  et  qUe  Tan^  nhf 

est    double  de   Tangle   THF  ^   Vangle    THF 

seta  plus  petit  que  Tangle  akm.  Mais  les 

angles  plaoéfi  aujc  pomts  a  y  t.  spnt  droits  ; 

donc  la  raison  d^  la  droite  .mk  k  Ifi;  droite 

AK  est  plus  grande  que  la  raison  de  la  drçit^ 

FH  à  1^  droite  ht  (a).  Mais  la  droite  th,  est 

égale  à  la  droite  HSii  4onc  la  raisqn.de  Wf 

k  HT  9  c'est-à-dire  1^  raisoiii  deiio  ài^r  9st 

moindre  que  la  raison  dfi  mk  à  ka.  ^faiç  la 

raison  de  km'  à  k/v.  est  moindre;  que  la 

raison  de  a  à  b  ^  et  la  droite  no  ^t  le  côté  du  polygone  çir« 

conscrit ,  tandis  que  la  droite  fn  est  le  côté  du  polygone 

inscrit  • (£).  Ce  qu'il  f^loit  trouver* 


PROPOSITION    V. 


Deux  quantités  ioégides  et  un  seeteur  étant  donnés^  il  est 
possible  de  circonscirire  un  polygone  à  ce  secteur,  et  de  lui  en 
inscrire  un  autffe,  de  manière  qu6  la  r^son  du  côté  du  poly- 
gone circonscrit  au  côté  du  polygone  inscrit  soit  moindre  que 
la  raison  de  la  plus  grande  quantité  à  la  plus  petite. 

Soient  By  Z  d^^x  qu^mtités  inégale^;  que  la  quantité  £  soi}: 
la  plus  grande  ^  que  abf  spit  un  cercle  quelconque  ayant  pour 
centre  le  point  A; 'au  point  A  ppnMruisons  le  secteur  AAB.  Il 
faut  circonscrii^e  un  polygone  au  secteur  abA,  et  lui  en  inscrira 
:un  autre^  de  m^ière  que  celui^i .  ayant   tous   ses  côtés. 
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excepté  BA^  AA^  égaux  entre  eux^  les  conditions  de  ce  qui  est 
proposé  soient  remplies.  ^ 

Cherchons  deux  droites  inégales  H ,  GK  ^  de  manière  que  R 
étant  la  plus  grande^  la  raison  de  H  à  dx  soit  moindre  que  la 
raison  de  la  plus  grande  quantité  à  la  plus  petite;  ce  qui  peut 
se  faire  (3).  Ayant  mené  du  point  K  sur  la  droite  ex  la  perpen^ 
diculaire  ka  ,  conduisons  une  droite  e A  égale 
à  la  droite  h;  ce  qui  peut  se  faire ^  puisque 
la  droite  h  est  plus  grande  que  la  droite  eK. 
Si  nous  partageons  l'angle  kùb  en  deux  par- 
ties égales ,  sa  moitié  en  deux  parties  égales , 
et  ainsi  de  suite ,  il  restera  enfin  un  angle 
plus  petit  que  le  double  de  Tangle  ask.  Que 
Tangle  restant  soit  aam  ;  la  droite  am  sera  le 
côté  d'un  polygone  inscrit  dans  le  secteur.  Si 
Tangle  aam  est  partagé  en  deux  parties  égales 
par  la  droite  AN  ^  et  si  par  le  point  N  on  con- 
duit la  droite  HNO  tangente  au  secteur^  cette 
droite  sera  le  côté  d'un  polygone  circonscrit  au  secteur  ejt 
semblable  au  polygone  inscrit  ;  et  par  la  même  raison  que  dans 
la  proposition  ^précédente ,  la  raison  de  se  à  am  sera  moindre 
que  la  raison  de  la  quantité  £  à  la  quantité  Z. 


PROPOSITION   VL 


Un  cercle  et  deux  quantités  inégales  étant  donnés^  cir-* 
conscrire  à  ce  cercle  un  polygone  et  lui  en  inscrire  un  autre, 
de  manière  que  la  raison  du  polygone  circonscrit  au  polygone 
inscrit  soit  moindre  que  la  raison  de  la  plus  grande  quantité  à 
la  plus  petite. 

Soient  le  cercle  a,  et  les  deux  quantités  inégales  B,  Z;  que 
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la  plus  grande  soit  £.  Il  faut  circonscrire  un  polygone  à  ce 
cercle  ^  et  lui  en  inscrire  un  autre ,  de  manière  que  les  condi*- 
Idons  de  ce  qui  est  proposé  soient  remplies. 

Je  prends  deux  droites  inégales  r ,  Â ,  de  manière  que  r  étant 
la  plus  grande^  la  raison  de  r  à  il  soit  moindre  que  la  raison 
de  £  à  z  (3).  Prenons  use  droite  H  moyenne  proportionnelle 
entre  r  et  A;  la  droite  r  sera  plus  grande  que  la  droite  K. 
Circonscrivons  un  polygone  au  cercle  A  y  et 
iosôrivons-Iui  Un  autre  polygone ,  ainsi  que 
nous  l'avons  enseigné  (4) ,  de  manière  que  la 
radson  du  côté  du  polygone  circonscrit  au  côté 
du  polygone  inscrit  soit  moindre  que  la  rai- 
son de  r  à  H.  n  est  évident  que  la  raison 
doublée  du  côté  du  polygone  circonscrit  au 
côté  du  pc^gone  inscrit  sera  moindre  que 
la  raison  doublée  de  r  à  H.  Mais  la  raison 
du  )»olygone  jcirconscrit  au  polygone  inscrit 
est  doublée  de  la  raison  du  côté  du  premier 
au  côté  du  second^  à  cause  que  ces  polygones  sont  semblables; 
et  la  Taison  de  la  droite  r  à  la  droite  A  est  doublée  de  la  raison 
de  f  à  H;  donc  la  raison  du  polygone  circonscrit  au  polygone 
inscrit  est  moindre  que  la  raison  de  r  à  A  ;  donc  la  raison  du 
polygone  circonscrit  au  polygone  inscrit  est  encore  moindre 
que  la  raison  de  £  à  t. 

Nous  démontrerons  semblablement  que  deux  quantités  iné- 
gales et  on  secteur  de  cercle  étant  donnés^  on  peut  circon- 
scrire au  secteur  et  lui  inscrire  un  polygone ,  de  manière  que 
la  raison  du  polygone  circonscrit  au  polygone  inscrit  soit 
moindre  que  la  raison  de  la  plus  grande  quantité  à  la  plus 
petite. 

i  un  cercle  ou  un  secteur  et  une  surface  quelconque  sont 
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donnés  ^  il  est  évident  que  si  Ton  inscrit  à  ce  cercle  on  à  ce 
secteur  et  ensuite  aux  segmens  restons  des  polygones  équila* 
tères ,  il  restera  enfin  des  segmens  de  cercles  ou  de  secteurs 
qui  seront  moindres  que  la  sur&ce  donnée.  Ces  choses  sont 
démontrées  dans  les  Siemens  (a). 

V 

PROPOSITION   Vil 


Il  &ut  démontrer  qu'étant  donnés  un  cercle  y  ou  un  secteur 
et  une  surface  ^  on  peut  circonscrire  à  ce  cercle  ou  à  ce  secteur 
un  polygone ,  die  manière  que  la  somme  des  segmens  du  poly- 
gone  circonscrit  soit  ntoindre  que  la  surface  donnée?-  H  me  sera 
perhiis  de  transporter  au  secteur  ce  que  f  aurai  dit  du  cercle. 

Soient  donnés  le  cercle  A  et  une  sur&œ  quelconque  b  :  je  dis 
qu'on  peut  circonscrire  à  ce  cercle  un'polygone,  de  âianiéré 
que  la  somme  des  segmens  placés  entre  ce  cercle  et  ce  poly^ 
gone  soit  moindre  que  la  surface  B. 

Puisqu'on  a  deux  quantités  inégales^  dont  la  plus  grande 
est  composée  de  la  surface  B  et  du  cercle  A^ 
et  dont  la  plus  petite  est  ce  même  cercle ,  on 
pourra  circonscrire  au  cercle  A  un  polygone 
et  lui  en  inscrire  un  autre ,  de  manière  que 
la  raison  du  polygone  circonscrit  au  polygone 
inscrit  soit  moindre  que  la  raison  de  la  ^ns 
grande  des  quantités  dont  nous  vencms  de 
parler  à  la  pluis  petite  ;  et  le  polygone  cirooh-    V  J 

scrit  sera  tel  que  la  somme  des  segmens  placés      \-^^— ^^-r 
autour  du  cercle  sera  moindre  que  la  surfece  donnée  b. 

En  effet ,  puisque  la  raison  du  polygone  circonscrit  au  poly^ 
gone  inscrit'  est  moindre  que  la  raison  de  la  somme  de  1» 

É 

surface  b  et  du  cercle  A  à  ce  même  cercle ,  et  que  le  cercle  est 
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plus  grand  que  le  polygone  inscrit  ^  la  raison  du  polygone  cir* 
conscrit  au  cercle  A  sera  encore  moindre  que  la  raison  de  la 
somme  de  la  surface  B  et  du  cercle  A  à  ce  même  cercle.  Donc , 
par  soustraction  y  la  raison  de  la  somme  des  segmens  restans  du 
polygone  circonscrit  au  cercle  A  est  moindre 
que  la  raison  de  la  surface  b  au  cercle  a.  Donc 
la  somme  des  segmens  du  polj'^gone  circon- 
scrit est  moindre  que  la  surface  b  (a).  Cela  peut 
se  démontrer  encore  de  la  manière  suivante. 
Puisque  la  raison  du  polygone  circonscrit 
au  cercle  A  est  moindre  que  la  raison  de  la 
somme  de  la  surface  b  et  du  cercle  A  à  ce 
même  cercle ,  il  s'ensuit  que  le  pol^'-gone  cir- 
conscrit est  moindre  que  la  somme  de  la  surface  b  et  du  cercle 
A.  Donc  la  somme  des  segmens  placés  autour  du  cercle  est 
moindre  que  la  surface  b.  Nous  ferons  les  mêmes  raisonne* 
mens  par  rapport  au  secteur. 

PROPOSITION   VIII. 

i 

! 

Si  dans  ui^  cône  droit  on  inscrit  ime  pyramide  ayant  une 
base  équilatère  ^  la  surface  de  cette  pyramide  ^  la  base  exceptée  ^ 
est  égale  à  un  triangle  ayant  une  base  égale  au  contour  de  la 
base  de  la  pyramide^  et  une  hauteur  égale  à  la  perpendicu- 
laire  méiiée  du  sommet  sur.  un  des  côtés  de  la  base. 

Soit  le  cône ,  droit  dont  la  base  est  le  cercle 
ABP.  InscrÎYCns-lui  une  pyramide  ayant  pour 
base  le  triangle  équilatéral  ABr.  Je  dis  que  la 
surface  de  cette  pyramide,  la  base  exceptée, 
^t  égale  au  triangle  dont  nous  ayons  parlé. 

Car  puisque  le  cône  est  droit,  et  que  la  base 
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de  la  pyramide  est  équilatère,  les  haoïteurs  des  triangles  qui 
compreDnent  la  pyramide  sont  égales  entre  elles.  Mais  ces 
.  triangles  ont  pour  base  les  droites  ab,  bt,ta.,  et  pour  hauteur 
la  droite  dont  nous  venons  de  parler  ;  donc  la  somme  de  ces 
triangles,  c'est-à-dire  la  surface  de  la  pyramide,  le  triangle 
Asr  excepté ,  est  égale  à  un  triangle  ayant  pour  base  une  droite 
égale  à  la  somme  des  droites  ab  ,  Bf ,  ta  ,  et  pour  hauteur  une 
droite  égale  à  celle  dont  nous  venons  de  parler. 

AUTRE   DÉMONSTRATION    PLUS    CLAIRB. 


Soit  le  càne  droit  dont  la  base  est  le  cercle  ABr ,  et  dont  le 
sommet  est  le  point  a.  Inscrirons  dans  ce  cône  une  pyramidje 
ayant  pour  base  le  triangle  équilatéral  abf;  et  menons  les 
droites  aa  ,  Ar,  ab. 

Je  dis  que  la  somme  des  triangles  Àab  ,  aat,  baf  est  égale  à  un 
triangle  dont  la  base  est  égale  au 
contour  du  triangle  abf  ,  et  dont 
la  perpendiculaire  menée  dusom- 
met  sur  la  base«st  égale  à  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  a 
sur  la  droite  sr. 

Menons  les  perpendiculaires 
AK,  AA,  AM;  ces  droites  seroot 
égales' entre  elles.  Supposons  on 
triangle  ezh  ayant  une  base  égale 
au  contour  du  triangle  ABr,  et 
une  hauteur  He  égale  à  la  droite  AA.  Puisque  la  surface  com- 
prise sousles.droites.BF,  AK  est  double  du  triangle  ABr(a),*  que 
la  surface  comprise  sous  les  droites  ab  ,  aa  est  double  du  triaugle 
aba  f  et  que  la  surface  comprise  sous  les  droites  Ar ,  AM  est 
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double  du  triangle  A^r  ,  la  surface  comprise  sous  le  contoot 
du  triangle  abt,  c'est-àr-dire  sous  la  droite  EZ ,  et  sous  la  droite 
La  ,  c'est-à-dire  sous  la  droite  He ,  est  double  de  la  somme 
des  triangles  aab  ,  BAr,  aat.  Mais  la  surface  comprise  sous  les 
droites  £Z ,  He  est  double  du  triangle  ezh  j  donc  le  triangle  EZH 
est  égal  de  la  somme  des  triangles  kùa,  bat,  aat. 

PROPOSITION   IX 


Si  une  pyramide  est  circonscrite  à  un  cône  droit ,  la  sur- 
face de  cette  pyramide ,  la  base  exceptée,  sera  égale  à  un 
triangle  ayant  une  base  égale  au  contour  de  la  base  de  la  pyra- 
mide et  une  hauteur  égale  an  câté  du  cdce. 

Soit  un  cône  ayant  pour  bgse  le  cercle  abf.  Circonscriyons 
k  ce  cône  une  pyramide,  de  ma- 
nière que  sa  base,  c'est-à-dire  le 
polygone  aez  soit  circonscrit  an 
cercle  abî.  Je  dis  que  la  surfiu» 
de  la  pyramide,  la  base  excep- 
tée, est  égale  au  triangle  dtmt 
nous  venons  de  parler. 

En  effet,  puisque  l'axe  du  cône 
est  perpendiculaire  sur  la  base, 
c'est-à-dire  sur  la  cercle  abt,  et 
que  les  droites  menées  du  centre 
aux  points  de  contact  sont  per- 
pendiculaires sur  les  tagentes ,  les 
droites  menées  du  sommet  du 
cône  atix  points  de  contact,  seront  perpendiculaires  sur  les 
droites  ae  ,  ze  ,  za.  Donc  les  perpendiculaires  ha  ,  hb  ,  ht  ,  dont 
nous  venons  de  parler,  sont  égales  mtre  elles;  car  ces  perpen-* 
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âioulàires  sont  les  côtés  du  cône.  Supposons  un  triangle  »ka  , 
i^ant  une  base  eK  égale  au  contour  du  triangle  aez  y  et  une 
hauteur  am  égale  à  ha.  Puisque  la  soriace  comprise  sbus  les 
droites  AE ,  AH  est  double  du  triante  eah  ;.  que  la  surface  com- 
prise sous  les  droites  àz  ,  hb  est  double  du  tiiangle  dZH ,  et 
qu'enfin  la  sur£ice  comprise  sous  les  droites  EZ ,  nt  est  double 
du  triangle  EHz;  la  surface  comprise  sous  les  droites  es,  ah, 
c'est-à*dire  ma  ,  egt  double  de  la  somme  des  triangles  £ah  ,  z.Ui , 
EHZ,  Miais  la  surface  comprise  sous  ok  ,  am  est  double  du  triangle 
AKO;  donc  la  surface  de  la  pyramide,  la  base  exceptée,  est 
égaJe  à  un  triangle  ayant  une  base  égale  au  contour  du  triangle 
â£Z ,  et  une  hauteur  égale  au  côté  du  cône. 

PROPOSITION    X. 

Si  Ton  mène  une  corde  dans  le  cercle  qui  est  la  base  d'un 
cône  droit ,  et  si  l'on  joint ,  par  des  droites,  les  extrémités  de 
cette  cor^e  et  le  sommet  du  cône,  le  triangle  terminé  par  o^te 
ccK'de  et  les  droites  qni  joignent  les  extrémités  de  cette  corde  et 
le  sommet  du  cône,  sera  plus  petit  que  la  sar&ce  du  cône 
comprise  entre  les  droites  qui  joignent  les  extrémités  dé  cette 
corde  et  le  sommet  du  cône. 

Que  le  cercle  ABr  soit  la  base  d'nn  cône  droit ,  dont  le  point 
A  est  le  sommet.  Menons  la  corde  at  ,  et  joi- 
gnons les  points  a,  r  avec  l^point  ù.  par  les 
droites  aa  ,  âr.  Je  dis  que  le  triangle  aat  est 
plus  petit  que  la  surface  du  cône  comprise 
entre  les  droites  AA ,  Ar. 

Partageons  l'arc  ABr  en  deux  parties  égales 
au  point  B ,  et  menons  les  droites  ab  ,  rB,  as. 
La  sonuae  des  triangles  aba,  srA  sera  certai-* 
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nement  plus   grande   que  le  triangle  AAr.  Que  la  surface  e 
soit  Texcès  de  la  somme  des  deux  premiers  triangles  sur   le 
triangle  aaf.  La  surface  e  sera  ou  plus  petite  que  la  somme  des 
sègmens  AB^  sr^    ou   elle   n'est   pas    plus    petite.   Supposons 
d'abord  qu'elle  ne  soit  pas  plus  petite.  Puisque  Ton  a  deux 
surfaces  9  dont  Tune  est  celle  du  cône  com- 
prise entre  a  A  ^  ab  ,  avec  le  segment  A£B  y  et 
dont  l'autre  est  le  triangle  aab  ,  et  que  ces 
deux  surfaces  ont  pour  limite  le  contour  du 
triangle  aab^  la  première  qui  comprend  la 
seconde  sera  plus  grande  que  la  seconde  qui  est 
comprise  par  la  première.  {Princ.  4.  )  Donc  la 
surface  du  cône  comprise  entre  aa^  ab^  avec 
le  segment  aeb  y  est  plus  grande  que  le  triangle  ab A.  Semblable- 
ment  la  sur&ce  du  cône  comprise  entre  ba  ^  Ar,  avec  le  segment 
rzB  y  est  plus  grande  que  le  triangle  baf.  Donc  la  surface  totale 
du  cône  comprise  entre  AA  ^  Ar  ^  avec  la  surface  e  ^  est  plus 
grande  que  la  somme  des  triangles  dont  nous  venons  de  parlen 
Mais  la  sommé  des  triangles  dont  nous  venons  de  parler^  est 
égale  au  triangle  AAr  réuni  à  la  surface  e;  donc  si  l'on  retranche 
la  sur&ce  commune  e  ^  la  surface  restante  du  cône  qui  est  com-* 
prise  entre  AA,  Ar,  sera  plus  grande  que  le  triangle  AAr. 

Que  la  surface  e  soit  moindre  que  la  somme  des  segmens 
AB  y  BF.  Si  l'on  partage  les  arcs  ab  ^  Br  en  deux  parties  égales^  et 
leurs  moitiés  en  deux  parties  égales ,  et  ainsi  de  suite^  il  restera 
enfin  des  segmens  dont  la  somme  sera  moindre  que  la  surface 
e.  Que  les  segmens  restans  soient  ceux  qui  sont  appuyés  sur 
les  droites  A£^  eb^  bz  ^  zr;  et  menons  les  droites  A£  y  az.  Par  la 
même  raison ,  la  surface  du  oône  comprise  entre  aa  ,  ae  ^  avec 
le  segment  appuyé  sur  AE^sera  plus  grande  que  le  triangle  aae; 
et  la  surface  comprise  entre  £A  ^  4B  ^  avec  le  segment  appuyé 


^0* 
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sur  £B  y  est  aussi  plus  grande  que  le  triangle  eAb.  Donc  la  sur- 
fiice  du  cône  comprise  entre  aa^  àb  ^  avec  les  segmens  A£^  eb^ 
est  plus  grande  que  la  somme  des  triangles  \ùb,  £BA;  et 
puisque  la  somme  des  triangles  aea  ^  aeb  est  plus  grande  que 
le  triangle  ab A ,  ce  qui  est  démontré  y  la  surface  du  cône  com- 
prise entre  aa^  ab,  avec  les  segmens  appuyés  sur  ae^  eb 
sera  encore  plus  grande  que  le  triangle  aab.  Par  la  même 
raison^  la  surface  comprise  entre  ba^  Ar^  avec  les  segmens 
appuyés  sur  bz  ^  zr  ^  sera  plus  grande  que  le  triangle  bat. 
Donc  la  sur&ce  "(otale  comprise  entre  aa  ^  AT  ^  avec  les  seg- 
mens  dont  :noùs  venons  de  parler^  est  plus  grande  que  la 
somme  des  triangles  ab  A  y  ABr.  Mais  la  somme  de  ces  triangles 
est  égale  au  triangle  AAr  réuni  à  la  surfisuse  e^  et  les  segmens 
dpnt  nous  venons  de  .  parler  sont  .moindres  que  la  surface  e  ; 

< 

donc  la  surface  restante  comprise  ^itre  AA,  Ar  est  plus  grand# 
que  le  triangle  aat. 

« 

PROPOSITION   XL 

Si  Fon  mène  des-tangentes  au  cercle  qui  est  la  base  d^un 
cône  droit;  si  ces  tangentes  sont  dans  le  même  plan  que  ce 
cercle  et  se  rencontrent  mutuellement;  et  ai^  des  points  de 
contact  et  du  point  où  ces  droites  se  rencontrent ,  on  mène 
des  droites  au  sommet  du  cône ,  la  somme  des  triangles  ter*- 
miné  par  ces  tangentes  et  par  les  droites  qui  joignent  leurs 
extrémités  et  le  sommet  du  cône ,  sera  plus  grande  que  la  sur- 
face du  cône  comprise  entre  les  droites  qui  joignent  les  points 
de  contact  et  le  sommet  du  cône. 

Soit  un  cône  ayant  pour  base  le  cercle  ABr^  et  pour  som^ 
met  le  point  £  :  menons  les  4roites  aa^  at  ,  tangentes  au  cercle 
ABF;  que  ces  tangentes  soient  dans  le  même  plan  que  ce  cercle» 
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et  du  point  e,  qui  est  le  sommet  du  cône^  menons  aux  points 
A^  4^  r  les  droites  £A  ^  ea  ^  £r.  Je  dis  que  la  somme  des  triangles 
AùE,  ùET,  est  plus  grande  que  la  surfitce  du  cône  comprise 
entre  les  droites  ae^  r£  et  Tare  ABr. 

.  Menons  une  droite  hbz  tangente  au  cercle  et  parallèle  à  la 
4roite  Af.  L'arc  ABr  sera  certainement  partagé  en  deux  parties 
égales  au  point  b.  Des  points  h  ,  z  menons  au  point  £  les  droites 


H£ ,  ZE.  Puisque  la  somme  des  droites 

HA  9  AZ  est  plus  grande  que  la  droite 

HZ ,  si  Ton  ajoute  de  part  ou  d'autre 

les  droites  ha^  zr  ^  la  somme  des  droites 

AA  ^  Ar  sera  plus  grande  que  la  somme 

.des  droites  ah^  hz  ^  zr.  Mais  les  droites 

A£^  £B^  £r^  qui  sont  les  côtés  d'un  x 

cône  droit ,  sont  égales  entre  elles  et 

ces  droites  sont  perpendiculaires  sur 

les  tangentes  du  cercle  ABr^  ainsi  que 

cela  est  démontré  dans  tm  lenmie; 

donc  la  somme  des  sur£su;es  comprises 

sous    ces    perpendiculaires   et   sous  les  bases    des    triangles 

AEA ,  A£r  y  est  plus  grande  que  la  somme  des  surfaces  corn* 

prises  sous  ces  mêmes  perpendiculaires  et  sous  les  bases  des 

triangles  ah£  ,  H£Z  ^   Z£r  ;  parce  que  la  somme  des  bases  ah  ^ 

HZ ,  ZT  est  plus  petite  que  la  somme  des  bases  r A  ^  AA  ^  tandis 

que  les  hauteurs  sont  égales^  puisqu'il  est  évident   que  la 

droite  menée  du  sonunet  du  cône  droit  au  point  de  contact 

de  la  base  est  perpendiculaire  sur  la  tangente.  Que  la  sur- 

&ce  e  soit  l'excès  de  la  somme  des  triangles  A£A ,  Ar£  sur  la 

somme  des  triangles  A£H^  hez  ,  ZEr.  La  surface  e  sera  ou  plus 

petite  que  la  somme  des  segmens  ahb  ,  Bzr  placés  autour  de 

Tare  ABr  ;^  ou  cette  surface  ne  sera  pas  plus  petite. 
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Supposons  d'abord  que  la  surface  e  ne  soit  pas  plus  petite. 
Puisque  l'on  a  deux  surfaces  composées  ^  dont  Fune  est  la  sur>- 
face  de  la*  pyramide ,  qui  a  pour  base  le  trapèze  HArz  et  pour 
sommet  le  point  £  ^  et  dont  l'autre  est  la  siu*face  du  cône  com- 
prise entre  A£ ,  £r  avec  le  segment  Asr ,  et  que  ces  deux  surfaces 
ont  pour  limite  le  contour  du  triangle  aef  ;  il  est  évident  quA 
la  surfilée  de  la  pyramide^  le  triangle  A£r  excepté^  est  plus 
grande  que:  la  surface  du  cône  comprise  entre  ae^  £r^  réunie 
au  segment  abf  {Princ.  4).  Donc  si  Ton  retranche  le  serment 
commun  Air  9.  la  somme  des  triangles  ahb^  H£Z>  Z£r  restans, 
avec  la  somme  des  segmens  ahb  y  BZr  placés  autotur  du  cercle, 
sera  plus  grande  que  la  surface  du  cône  comprise  entre  les 
droites  A£ ,  ef.  Mais  la  surface  e  n'est  pas  plus  petite  que  la 
somme  des  j^gmens  ahb^  Bzr  placés  autour  du  cercle;  donc  la 
somme  des  triangles  ahe  y  hez  y  Z£r  y  avec  la  surface  e ,  est  plus 
grande  que  la  surface  du  cône  comprise  entre  A£  y  £r.  Mais  la 
somme  des  triangles  ahe,  hez,  zet,  avec  la  surfiu)e  e  ,est  égale 
à  la  somme  des  triangles  aea  y  aef;  donc  la  Sommé  des  triangles 
AEA ,  AEF  est  plus  grande  que  la  sur&oe  du  cône  dont  nous 
venons  de  parler. 

Supposons  en  second  lieu  que  la  sùrfiu^e  e  soit  plus  petite 
que  la  somme  des  segment  placés  autour  du  cercle.  Si  l'on 
circonscrit  continuellement  des  polygones  aux  segmens,  en 
partageant  les  arcs  ep  deux  parties  égales ,  et  en  menant  des 
tangentes ,  il  restera  enfin  certains  segmens  dont  la  sonmie  sera 
plus  petite  que  la  surfiu)e  e.  Que  les  segmens  restans  soient. 
AMK,  KNB,  B0A,  AGI,  et  quc  la  sommc  de  ces  segmens  soit  plus 
petite  que  la  surfisu^e  e.  Menons  des  droites  au  point  £.  Il  est 
encore  évident  que  la  somme  des  triangles  ahe  ,  hez  ,  zef  sera 
plus  grande  que  la  somme  des  triangles  aem,  men,  N£H,X£0, 
oef;  car  la  somme  des  bases  des  premiers  triangles  est  plus 
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grande  que  la  somme  des  bases  des  seconds^  et  que  les  hau- 
teurs sont  égales  de'  part  et  d'autre.  Mais  la  surfiu^e  de  la 
pyramide  qui  a  pour  base  le  polygone  AMNKor ,  et  pour  som- 
met le  point  £^  le  triangle  A£r  excepté^  est  plus  grande  que  la 
.6urfiice  du  cône  comprise  entre  A£  ^  £r  ^ 
réunie  au  segment  ABr;  donc  si  on 
retranche  de  part  et  d'autre  le  seg- 
ment ABr ,  la  somme  des  triangles  res- 
tans  A£M^  M£N^  Nfijr^  KEO^  0£r,  avec 
les  segmens  restans  amk^  kkb^  bka^ 
Aor^  placés  autour  du  cercle  ^  sera  plus  j^ 
grande  que  la  surface  du  cône  com- 
prise entre  ab^  et.  Mais  la  snrfiu^e  e 
est  plus  grande  que  la  somme  des  seg- 
mens restans  dont  nous  Tenons  de 
parler  et  qui  sont  placés  autour  du 
cercle  :  et  Ton  a  démontré  que  la  somme  des  triangles  aeh  ,  hbz  y 
ZET  est  plus  grande  que  la  somme  des  triangles  A£M^  mbk  ,  nje?^ 
«EO,  0£r  ;  donc  à  plus  forte  raison  la  somme  des  triantes  aeh^ 
H£Z ,  lET  avec  la  surface  e  y  c'est-à-dire  ^  la  somme  des  triangles 
AA£^  ^£r  est  plus  grande  que  la  sur&ce  du  cône  comprise 
entre  ae  ^  bf. 


PROPOSITION   XIL- 


La  surface  d'un  cylindre  droit ,  comprise  entre  deux  droites 
placées  dans  sa  surface ,  est  plus  grande  que  le  parallélogramme 
terminé  par  ces  deux  droites  et  par  celles  qui  joignent  leurs 
extrémités. 

Soit  le  cylindre  droit  dont  une  des  bases  est  le  cercle  ab  ^  et 
dont  la  base  opposée  est  le  cercle  ta.  Menons  1^  droites  Ar ,  b A. 
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Je  dis  qne  la  surface  du  cylindre  comprise  entre  les  droites 
Ar^  BA  est  plus  grande  que  lé  parallélogramme  apab. 
Partageons  les  aros  Ab  ^  ta  en  deux  parties 

égales  aux  points  E  ^  z  ;  et.  menons  les  droites 

<  ^^ 

AE^  EB  ^  TZ  ^  ZA.  Fuisque  la  somme  des  droites  f" 
AE^  EB  est  ^lub  grande  que  la  droite  ab  ^  et 
que  les  paràllél<^grammes  construits  sur  ces 
droites  ont  la  lîféme  hauteur ,  la  sommé'  des 
parallélogràn^mes^ont  les  bases  sont  les  droites 
A£^  £B  sera  plus  grande  que  le  parallélogramme 
ABAT;  car  leur  hauteur  est  ia  ménie  que  celle  du  cylindre. 
Que  Texcés  de  là  60mmc  des  parallélogrammes  dont  les  bases 
sont  A£^  £B  sur  le  parallélogramme  abat  soit  la  sur&ce  il 
Xia  sur&ce  h  sera  ou  ^us  petite  que  la  somme  des  /segmens 
.plans  AE  9  EB  ^  rz  ^  za  ^  ou  elle  ne  séra.piis  phis  petite.  Supposons 
d'abord  qu'elle  ne  soit  pas  plqs  petite.  Puisque  la: sur&de  dk 
cylindre  qui  est  comprise  entre  le^  droites  af^  bA  ^  ayec  les  se^ 
Àens  AEB^  rzA^  a  pour  limita  le. plan  du.  parallélogramme 
ABAr;  que  la  surface  qui  est  composée  des  parallélogrammes 
dont  les  bases  sont  ae  ^  eb  et  dont  la  hauteur  est  la  même  que 
celle  du  cylindre  >  arec  les  triangles  aeb  ,  rzA ,  a  aussi  pour 
limite  le  plan  du  parallélogramme  ABAr;  que  Tune  de  ces  sur^ 
faces  icomprend  Fatitre  9  et  que  ces  deux  surfaces  sont  concaires 
du  môme  câté^  la  sur&ee  cylindrique  coinprise  entre  les 
droites  af^  ba^  .avec  les  segmens  plans^  aeb^  rzA^  sera  plus 
grande  que  la  sur&ce  qui  est  CMa'posée  non*seulement  des 
parallélogrammes  dont  les  basés  sont  ab  ^  eb^  et  dont  la  hauteur 
est  la  même  que  celle  du  cylindre  ^  mais  encore  des  triangles 
AEB ,  fzA.  (  Ptino.  4.)  Donc  sr  Fou  retranche  les  triangles  aeb  ^ 
rzA  y  la  surface  cylindrique  restante  qui  est  comprise  entre  les 
droites  Aï* ^  ba^  arec  les  segmens  plans  ae^  eb,  rz^  za^  sera  plus 
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grande  qae  la  s^^urfiice  composée  des  parallélogrammes  dont  les 
bases  sont  les  droites  ab  ^  £B  ^  et  dont  la  hauteur  est  la  même 
que  celle  du  cylindre.  Mais  la  somme  des  pa- 
rîjlélogrammes  dont  les  bases  sont  iiE  ^  £B  ^  et 
dont  la  hauteur  est  la  même  que  celle  du 
cylindre^  est  égale  au  parallélogramme  atùb 
réuni  à  la  sur&ce  H;  donc  la  surfieu^  cy- 
lindrique restante  qtii  est  comprise  entre  les 
droites  At^  bA  est  plus  grande  que  le  paral< 
lélogramme  afab. 

Supposons  en  seccmd  lieu  que  la  surfiu»  n  soit  plus  petite 
que  la  somme  des  segmens plans  A£^  jeb^  tz,  tù.  Si  Ton  partage 
en  deux  parties  égales  chacun  des  arcs  A£ ,  £B  ^  rz  ^  ZÀ  aux  points 
.e^K^A^Mjsi  Ton  mène  les  droites  Ae,  es  »  £K  ^  kb  ^  rA  >  AZ  ^ 
ZM^  UA}  si  Ton  refranche  les  triangles  abe,  bkb^  iaz^  zua, 
dont  la  somme  n'est  pas  plus  petite  que  la  moitié  de  la  somme 
des  segmens  plans  ab^  £B  ,  n,  tA,  et  si  Ton  continue  de  fidre 
la  même  chose  ^  il  restera  enfin  certains  segmens  dont  la 
^somme  sera  moindre  que  la  uu&oe  h.  Que  les  s^mens  restans 
soient  Ae^  eB^  bk^  kb ^  fa^  az  ,  zm^  m^  Nous  démontrerons  de 
la  même  manière  que  la  sommé  des  parallélogrammes  dont  les 
bases  sont  Ae^  sb^  bk^  xb>  et  dont  la  hauteur  est  la  même 
que  celle  du  cylindre  ^  sera  plu9  grande  que  la  somme  des  parai*»- 
lélogrammes  dont  les  bases  sont  les  droites  ab  >  BB  ^  et  dont  la 
hauteur  est  la  même  que  celle  du  cylindre.  Mais  la  surface  du 
cylindre  comprise  entre  les  droites  Af  ^  BA,  avec  les  segmens 
plans  ABB ,  rzA  ^  et  la  surface  qui  est  composée  des  parallélo-» 
grammes  dont  les  bases  sont  Ae  ^  eB  ^  bk^  o  ^  et  dont  la  hauteur 
est  la  même  que  celle  du  cylindre  ^  arec  les  figures  rectilignes 
AëBKB  ^  TAZMA ,  out  pour  limite  le  plan  du  parallélogramme 
ATÙB  ;  donp  si  Ton  retranche  les  figures  reotilignes  A9BK9  ,  r  azma> 
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la  sarface  cylindrique  restante  qiii  est  comprise  entre  les 
droites  ai,  Bù^y  avec  les  segmens plans  Ae^  e£  ^  £k^  kb ,  ta,  az"^ 
ZM^  MA,  sera  plus  grande  que  la  surface  composée  des  parallé^ 
logrammes  dont  les  basés  sontjes  droites  Ae^  aE^  £K^  kb^  et 
dont  la  hauteur  est  la  même  que  celle  du  cylindre.  Mais  la 
somme  des  parallélogrammes  dont  les  bases  sont  Ae ,  se  ,  ek, 
KB ,  et  dont  là  hauteur  est  la  même  que  celle  du  cylindre ,  est 
plus  grande  que  la  somme  des  parallélogrammes  dont  les  bases 
sont  A£^  £B  et  dont  la  hauteur  est  la  même  que  celle  du 
cylindre;  donc  la  sur&ce  cylindrique  comprise  entre  les 
droites  Ar  ^  BA  ^  avec  les  segmens  plans  Ae  ^  e£  ^  ek  ^  kb  ^  fa  ^  az  ^ 
ZM ,  MA ,  est  plus  grande  que  la  somme  des  parallélogrammes 
dont  les  bases  sont  les  droites  ae  ,  eb  ^  et  dont  la  hauteur  est  la 
même  que  celle  du  cylindre.  Mais  la  somme  des  parallélo- 
grammes dont  les  bases  sont  les  droites  ae  ^  eb  ^  et  dont  la  hau-* 
teur  est  la  même  que  celle  du  cylindre ,  est  égale  au  parallé-^ 
logramnie  ArAB  réuni  à  la  sur&ce  h  ;  donc  la  surfiu>e  cylin- 
drique comprise  entre  les  droites  Ar^  ba^  arec  les  segmens 
plans  AB,  BE,  BK,  KB  9  FA  ^  AZ,  ZM  ^  MA  ^  est  plus  grande  que  le 
parallélogranmie  atab  réuni  à  la  surface  h.  Mais  la  somme  des 
segm^is.  Ae^  be,  ek^  kb^  fa,  az ^  zm^  mA'^  est  {dus petite  que  la 
surfiice  H  ;  donc  la  surfitce  cylindrique  restante  comprise  entre 
les  droites  ai  ,  ba  est  plus  grande  que  le  paiieillélogrammé  afab.' 

PROPOSITION   XIIL 

Si  par  les  extrémités  de  deux  droites  qui  sont  dans  la  sur- 
face d'un  cylindre  droit  quelconque ,  on  mène  des  tangentes 
aux  cercles  qui  sont  les  bases  du  cylindre ,  si  ces  droites 
sont  dans  le  plan  de  ces  cercles  et  si  elles  se  rencontrent ,  la 
somme  des  parallélograuuies  cominris  sous  les  tangentes  et 


N. 
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sous  les  côtés   du  cylindre^  sera  plus  grande  que  la  sux^ 
face  cylindrique  comprise  entre  lç9  di'oiies  qui  sont  dans  sa 

sor&ce. 

Que  le  cercle  ABf  soit  la  base  d'un  cylindre  droit  quel* 
conque  ^  et  que  dans  la  sur&œ  de  ce  cylindre  soient  deux 
droites  ayant  pour  extrémités  les  points 
A^  r;  par  les  points  a^  r  menons  au  cercle 
MT  des  tangentes  qui  soient  dans  le  même 
plan  que  lui  et  qui  se  coupent  niutuelle- 
ment  au  point  h*  Imaginons  que  dans  l'autre 
base  du  cylindre ,  et  par  les  extrémités  des 
droites  qui  sont  dans  sa  surfiice  on  ait  mené 
des  droites  tangentes  au  cercle.  Il  faut  démontrer  que  la  somme 
des  parallélogrammes  compris  sous  les  tangentes  et  sous  les 
c6tés  du  cylindre  est  plus  grande  que  la  surfiu>e  du  cylindre 
construite  sur  l'arc  ABr. 

Menons  au  cercle  abt  la  tangente  ez ;  et  des  points  b,  z 
menons  au  plan  de  la  base  supérieure  des  droites  parallèles 
k  Taxe  du  cylindre.  La  somme  des  parallélogrammes  com* 
pris  sous  les  djxHtes  ah  ^  ht  et  sous  les  côtés  du  cylindre  est 
plus  grande  que  la  somme  des  parallélogrammes  compris  sous 
les  droites  A£  ^  £t^  zr ,  et  sous  les  côtés  du  cylindre.  Car  puisque 
)a  somme  des  droites  £H  ,  HZ  est  plus  grande  que  la  droite  bz  , 
si  on  ajoute  de  part  et  d'autre  les  droites  ab^  zr^  la  somme  des 
droites  ha  ^  ht  sera  plus  grande  que  la  somme  des  droites  ab  , 
fz  y  zr.  Que  l'excès  de  la  somme  des  parallélogrammes  compris 
sous  les  droites  ha  ,  m,  et  sous  les  côtés  du  cylindre  sur  la  somme 
des  parallélogrammes  compris  sous  les  droites  ab  ^  £Z  >  zr  et  sous 
les  côtés  du  cylindre,  soit  la  surfiuse  k.  La  moitié  de  la  surface  X 
sera  ou  plus  grande  que  la  somme  des  figures  comprises  entre  les 
droites  ab^  ez,  zr,  et  les  arcs  ab,  sr;  on  elle  ne  sera  pas  plus 


grande.  SupposoInt^d^i^Qrdq^u-eUesoîlpliû^^  Pimqû^le 

contour  du  parallélogramme  con$trtiit'  sur  là  droite  ,Ar  e^t  Aa 
limite  de  la  surface  qui  est  composée  des  parallélogrammes 
cétisb^ts  siH*  liMiiroitesrAË^  Èz^y  11^,  du  trapèze  ÀBS^r.et4e  l^ni 
qui  lui  6st  opposé  dans  l'atitre  .li>age  du  cylindre  >i  «et  qUe^le 
:(iopUmr  du  paraUélogramime  construit  sur  Ar  est  aus^i  la  limite 
de  la  surface  qui  estooihposéë  delarsurface  jdu  cylindre  censtruil]^ 
aur  Tare  ajbi,  dtt  ^egwent  ABr^et^d^  cç^ui  qui  lui  .e9to{>poeé;  les 
jitu*faoesdontnou3  iireinopsde  ps^l^ropt  la  p^nu^  liipjte^  ^ans  nft 

du  même  côté,  et  Kune^l^e  c€^  stLpf^qeEsestooiiipl^aa  p«g:  V^cqtpç^ 
le rëste;étant comniun ;, doJO^Q  U  sUïlf^Qft qui estçompîiee §s^  la 
plus  petita  (Préna  4.)  Hqùq  âion  i^^tranejljLe  le^s  pwtiigg  cpjpf 
'luctnes,  c'estrà^-fdijre ,  le  sQgjnpnt  a%t  ptepiiai  qui  lui  ^estopp^iEsé, 
laisurfEM^e.du  cylindre .  <H»ptrtiite  sujfiFa^c'ABr  mraj.  fij^&  petifi^ 
que  la  surface  eoxnposéendn-^eUlQinc^t ides  ;pftralJi^loig|:axn)pef 
construits  sur  les.  droites  Afi ,  £2;>  1  er.,.  m^ib  >eDcore  di^§egptusns 
A£B,  Bzr  et  de  ceux  qui  leur  sdnt  ppppffjéj.  Mais;te^^ff9.pe 
'Composée  d^  j^arfUlélogravuinte  doxit  noto  i^nan$  4^.  parler , 
avec  leS'Sç^qc^n^  dQAt>nQiA9  venons  au^i  4^.  p^rlçr^,  est  p\\i$ 
petite  que  la  surface  composée  d^jptLr4l|élpgvàtnmç&  GOB$t?iiiijli$ 
sur  les  droites  ah, Hi;  cai*  la  somme  des  paralfélogrammes  con- 
struits sur  les  drpites  A£,  eX,  zt,  a?$tek>la  stitffaôe  K ,  qui  est  plus 
grande  que  la  somme  des  segmens  A£B  ,  BZr,  est  égale  à  la  somme 
des  paraUâogramnieaconÉîlruiits  sut.Aif;,,Ht  ;  Awç^l^t  ^iHnn^ges 
parallélogrammes  compris  0qus  la  droite  ah,  me  t  soUs  les  côtés 
du  cylindre,  est  plus  grande  que  la  surface  du  cylindre  cpQ$ti;uite 
sur  Tare  ABr,  •       /    , 

Si  la  surface  k  n'étoit  pa^  plus  grande  que  la  sQtmfie  des'seg^ 
mens  A£B,  Btr,  on  menéroit  des  tangentes  au  cercle,  de  nianière. 
que  là  somme  des  segm^  restons  placés  autoui'  du  ciiércle  fû| 
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moindre  qvte  la  moitié  de  la  Burhce  k  (7)  ;  et  Ton  démontraoit 
le  mte  comme  on  Ta  fiât  plus  haut 

Ces  clioses  étant  démontrées ,  les  propositions  soivantes  àé^ 
coulent  nécessairement  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut 

La  surface  d^ime  pyramide  inscrite  dans  un  côae  droit  ^  la 
'base  exceptée ,  est  plus  petite  que  la  surface  du  cône. 

Car  chacun  des  triangles  qui  renferment  la  pyramide  est 
moindre  que  la  surface  du  c6ne  comprise  entre  les  côtés  du 
triangle.  Donc  la  surface  totale  de  la  pyramide ,  la  base  ex- 
i^eptée ,  est  moindre  que  la  sur&ce  du  cône. 

La  surfitce  de  la  pyramide  circonscrite  &  un  cône  droite  la 
"base  exceptée ,  est  plus  grande  que  la  surface  du  cône. 
'    Si  un  prisme  est  inscrit  dans  un  cylindre  droit  y  la  sur&ce 
du  prisme  ^  qui  est  composée  de  parallélogrammes ,  est  plus 
petite  que  la  surface  du  cylindre^  la  base  exceptée. 

Car  chaque  parallélogramme  du  prisme  est  moindre  que  la 
surfa(ie  du  cylindre  construite  sur  ce  parallélogramme^ 
'    Si  im  prisme  est  circonscrit  à  «m  cylindre  droite  la  surface 
du  prisme  composée  de  parallél<^rttmmes  est  plus  grande  que 
la  surface  du  cylindre^  la  base  exceptée. 

m-  9 

PROPOSITION   XIV. 

■ 

La  surfitoe  d'un  cylindre  droit  quelconque^  la  base  exceptée  > 
est  égale  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel 
entre  le  côté  du  cylindre  et  le  diamètre  de  sa  base. 

Que  le  cercle  A  soit  la  base  d'un  cylindre  droit  quelconque  ; 
que  la  droite  rd  soit  égale  au  diamètre  du  cercle  a  ^  et  la  droite 
BZ  égale  au  côté  du  cylindre;  que  la  droite  H  soit  moyenne 
proporti<Hinelle  entre  Ar^  EZ;  et  supposons  un  cercle  1  dont  le 
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rayon  soit  ^al  à  la  droïte  H-  D  feut  démontrer  que  le  owcle  * 
est  égal  à  la  surface  du  eyliodre,  la  ba«Q  exceptée. 

Car  si  oe  cercle  n'est  pas  égal  à  la  surface  du  cylindre  »  il  est 
plus  grand  ou.  plii^  petit  Supposons ,  si  cela  est  poisible ,  qu'il 


soit  plus  petit  Puisque  Ton  a  deux  quantités  inhales ,  la  srir- 
fàce  du  cylindre  et  le  cercle  b,  on  pourra  inscrire  dam  le 
cercle  b  un  polygone  équilatére  H;  lai  eu  circonscrire  un  atttie  ^ 
de  manière  que  la  raison  du  polygone  circonscrit  au  polygone 
inscrit  soit  moindre  que  la  raison  de  la  surfine  du  cylindre  an 
cercle  B  (6).  apposons  que  Ton  ait  circonscrit  au  cercle  a  un 
polygone  semblable  à  celui  qui  est  circonscrit  au  cercles;  et 
imaginons  que  le  polygone  circonscrit  au  cercle  A  soit  la  base 
d'un  prisme  circonscrit  à  ce  cylindre;  que  la  droite  ka  soit 
égale  au  ;contour  du  polygone  circonscrit  au  cercle  A;  qao 
la  droite.  az>  soit  ^ide  à  cette  m^me  droite  CA ,  et  que  la  droite 
rr  xntla  moitié  delà  droite  ta.  Le  -triangle  kat  sera  égal  au 
polygone  oirconectit  kxi  œrcle  A;  parce  que  la  base  de  oe 
triàngla  est  égale  au  contour  de  ce  polygone,  et  que  sa  hau-  . 
teurost  égale  au  rayon  du  cercle  A;  et  le  parallélogramme  ea' 
sera  égal  i.  la«ur£icè  du  {ninne  feiroodscrit  au  cylindre;  parce 
que  ce  paraHélograinnie  est't^einpris  sous  le  cAté  du  cylindre  et 
sous  iMe  droite  égale  M  ooiitbut  de  la  base  du  prismei  Faisons  ' 
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la  droite  EP  égalé  à  la  droite  £z.  Le  triangle  zpa  sera  égal  au 
parallélogramme  ea,  et  par  conséquent  à  la  surface  du  prisme. 
Mais  les  polygones  circonsdrits  aax  cercles  a  ^  b  sont  sembla- 
bles; donc  ces.pblygones  sont  entr^  eux  comme  les  qnarrés  des 


rayons  des  cercles  a  ,  b.  Donc  le  -triangle  kta  est  au,  polygone 
circonBcrit  au  cercle  a  cpmme  le  quairé  de  tA  est  au  quùrédé 
H  ;  car  les  droites  ta  j  H  sont  égales  aux  rayons  des  cercles  a  ,  b. 
Mais  le  quarré  de  ta  est  au  quarré  de  h  comme  la  droite  ta  est  k 
la  .droite  PZ;  -car  la  droite  h  est  moyenne  proportionnelle  entra 
TA,  /PZ ,  .attendu  qu'elle  est  moyenne  proportionnelle  entre 
TA,  EZ.  Mais  pourquoi. la  droite;- h >.e9k-elle  moyenne  prapOT>- 
tionnelle  entre  ta  ,  pk  (te)?  Le  Yoioi  :  Puisque  la  droiteib^T  est 
égale  À.  la  droite  Tr ,  et  que  la  droite  P£  est  aussi  égale  à  la  droite 
E^^iJadroitcrA-est-double  de  la  droite  ta,  ctlaiâroite  >pl  double 
âePS.  Donc  la  droite  AT  est  à  l'ailroiteiArr  bgikme  U  droite  pr 
ed  à  la  droite  zi.  Dçmc  la  sArfaoe  Comjpriaeitbibilesidrc^tesrA^ 
£%  est  égal^  à.la  si^faoe  oomprisei«oÙBJe&drsitesTA/ia.  JV&is> 
.le  qqarré' construit  sur  la  flroiteH  est  égal  àla  surface  soiiijimse 
^us  TA,,  EZ;.  donc  le  qilarffé  construit  àla  i^oite  Ujest  Ap5si.égal  à 
l#«,urfape.CQmpriie.sou9TA,  ;P2.  :pQitc.  T^cat  À'IttjcoiiiméiHeitià' 
PZ.  Pûnç  ie,  qflal:ré  c^^istruîtwr-lA  droite  TA  est  ^14  narré  «on*-' 
&^rui.t  iSfir  la  droite»  cpvcmçl^.droite'râ.estàla  droite-^H^coc 
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Ibrsqile  trois  droites  sont  proportionnelles  entre  elfes ,  la  pre^ 
mière  est  à  la  troisième  comme  la  figure  construite  sur  la  pre- 
mière- droite  est  a  la  figure  semblable  construite  de  la  même 
manière  sur  la  seconde.  Mais  le  triangle,  KTA  est  au  triangle  PAZ 
comme  la  droite  TA  est  à  la  droite  pz ,  parce  que  les  droites 
KA,  AZ  sont  égales  entre  elles;  donc  le  triangle  KTA  est  au 
polygone  circonscrit  au  cercle  B  comme  le  triangle  KTA  est  au 
triangle  pza.  Donc  le  triangle  zap  est  égal  au  polygone  circon- 
scrit au  cercle  b.  Donc  la  surface  du  prisme  qui  est  circonscrit 
au  cylindre  est  aussi  égale  au  polygone  qui  est  circonscrit  au 
cercle  B.  Mais  la  raison  du  polygone  qui  est  circonscrit  au  cercle 
B  au  polygone  qui  est  inscrit  dans  ce  même  cercle^  est  moindre 
que  la  raison  de  la  surface  du  cylindre  A  au  cercle  b  ;  donc  la 
raison  de  la  surface  du  prisme  qui  est  circonscrit  à  ce  cylindre 

à. 

au  polygone  qui  est  inscrit  dans  Ip  cercle  b  ,  est  encore  moindre 
que  la  raison  de  la  surface  du  cylindre  au  cercle  B  ^  et  par 
permutation.  «  •  •  •  •  (^)^  ce  qui  est  impossible;  caria  surface  du 
prisme  circonsprit  au  cylindre  est, .  plus  grande  que  la  siurface 
du  cylindre,  ainsi  que  cela  a  été  démontré  (i5);  et  le  polygone 
inscrit  dans  le  cercle  B  est  moindre  que  le  cercle  b  (1).  Donc  le 
cercle  b  n'est  pas  plus  petit  que  la  surface  du  cylindre. 

Supposons  en  second  lieu  ^  si  cela  est  possible ,  que  le  cercle 
B  sçit  plu^  grand  que  la. surface  du  cylindre.  Imaginons  qu^on 
ait  inscrit  dans  le  cercle  B  un  polygone,  et  qu'on  lui  en  ait 
circonscrit  vp,  autre ,  de  manière  que  la  raison  du  polygone 
circonscrit  ^  polygQue  inscrit  soit  moindx-e  que  la  raison  du 
cercle  B  à  la  surface  du  cylindre  (6).  Inscrivons  dans  le  cercle  A 
un  polygone  seml^lable  à  celui  qui  est  inscrit  dans  le  cercle  B; 
quje  le  polygone  inscrit  .dans  le  cercle.  A  soit  la  base  d'un 
prisme^  que.  la  droite  KA  soit  égale  au  contour,  du  polygone 
ÛjLScrit  dims;  ce  cercle,  et  qu^  Ifi  droite  za  soit  égale  à  cette 
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droite.  Le  triante  ktà  sera  plus  grancl  que  le  polygone  inamt 
dans  le  cercle  A;  parce  que  ce  triangle  a  une  base  égale  au 
contour  de  ce  polygone,  et  une  hauteur  plus  grande  qœ  la 
perpendiculaire  menée  du  centre  sur  un  des  c6tés  du  polygone; 


et  le  parallélogramme  ëa  sera  égal  à  la  surface  du  prisme 
inscrit;  qui  est  composée  de  parallélogrammes;  parce  que 
cette  sur&ce  est  comprise  sous  le  o6té  du  cylindre ,  et  sous  une 
droite  égale  au  contour  du  polygone  qui  est  la  base  du  prisme; 
donc  le  triangle  paz  est  aussi  ^al  à  la  surface  de  ce  prisme. 
Mais  les  polygones  inscrits  dans  les  cercles  A ,  B  sont  semblables; 
donc  ces  polygones  sont  entre  eux  comme  les  quarrés  des  rayons 
de  ces  cercles.  Mais  les  triangles  ktA  ,  zpa  sont  aussi  entre  eux 
comme  les  quarrés  des  rayons  des  cercles  A,  B  (^)  ;  donc  le  poly- 
gone inscrit  dans  le  cercle  A  est  au  polygone  inscrit  dans  le 
cercle  B  comme  le  triangle  KTA  est  au  triangle  azp.  Mais  le 
polygone  inscrit  dans  le  cercle  A  est  plus.petit  que  le  triangle 
-  KTA;  donc  le  polygone  inscrit  dans  le  cercle  B  est  plus  petit  que 
le  triangle  zpa.  Donc  le  pol^one  inscrit  dans  le  cercle  b  est 
aussi  plus  petit  que  la  sur&ce  du  prisme  inscrit  dans  le 
cylindre,  ce  qui  est  impossible;  car  la  raison  du  polygone  qui 
est  circonscrit  au  cercle  b  an  polygone  qui  lui  est  inscrit,  est 
moindre  que  la  raison  du  cercle  b  à  la  surface  du  cylindre  ;  dono 
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par  pcormutation (cT).  Mais  le  polygone  circonscrit  an  cercle 

É  est  plus  grand  que  ce  même  cercle  b  (2);  donc  le  polygone  in*- 
scrit  dans  le  cercle  B  est  plus  grand  que  la  surface  du  cylindre , 
et  par  conséquent  plus  grand  que  la  surface  du  prisme.  Donc 
le  cercle  b  n^est  pas  plus  grand  que  la  surface  du  cylindre. 
Mais  on  a  démontré  qu'il  n'est  pas  plus  petit;  donc  il  lui  est 
égal. 

PROPOSITION    XV. 


La  surface  d'un  oône  droit  quelconque,  la  base  exceptée , 
est  égale  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel 
entre  le  côté  du  cône  et  le  rayon  du  cercle  qui  est  la  base 
du  cône. 

Soit  le  cône  droit  dont  le  cercle  A  est  la  base;  que  Ja  droite  r 
soit  le  rayon  de  la  base;  que  la  droite  i^  soit  égale  au  côté 
du  cône  ;  que  la  droite  £  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
Ty  A,  et  enfin  que  le  cercle  b  ait  pour  rayon  une  droite  égale  i 
la  droite  £•  Je  dis  que  le  cercle  B  est  égal  à  la  surface  du  cône , 
la  base  exceptée. 

C^  si  le'  oerde  B  n'est  pas  égal  à  la  surface  du  cône,  la  base 
exceptée,^ il  est  ou  plus  grand  ou  plus  petit 
Supposons  d'abord  qu'il  soit  plus  petit  Fuis* 
qu'on  a  deux  quantités  inégales,  la  surface 
du  cône  et  le  cercle  B ,  et  que  la  crurâbCe  du 
cône  est  la  plus  grande ,  on  peut  inscrire  dans 
le  cercle  b  un  polygone  équilatère  ^  et  lui  cir- 
conscrire un  polygone  semblable  au  premier , 
dp  manière  que  la  raiœn  du  polygone  cir- 
conscrit au  polygone  inscrit  soit  moindre  que 
la  raison  de  la  surface  du  cône  au  cerde  b  (6)»  Iknaginons  que 
Toqt  ait  circonscrit  au  cerck  a  ua  polys^wc  semblable  au  p6}y-» 
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gone  circonscrit  au  cercle  B;  et  supposons  que  le  polygone  cir- 
conscrit au  cercle  A  soit  la  base  d'une  pyramide  qui  ait  le 
même  sommet  que  le  cône.  Puisque  les  polygones  circonscrits 
aux  cercles  A^  B  sont  semblables^  ils  sont  entre  eux  commti 
les  quarrés  des  rayons  de  ces  cercles  ;  c'est-à-dire ,  comme  les 
quarrés  des  droites  r^  £^  ou  comme  les  droites  r,  A.  Mais  le 
polygone  circonscrit  au  cercle  A  est  à  la  surface  de  la  pyramide 
circonscrite  au  cône,  comme  la  droite  r  est  à  la  droite  A.  En 
effet,  la  droite  r  est  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
du  cercle  slur  un  des  côtés  du  polygone;  la  drçite  ù  est  égale  au 
icôté  du  cône;  et  le  contour  du  polygone  est  la  hauteur  com«- 
mune  de  deux  rectangles  dont  les  moitiés  sont  le  polygone 
circonscrit  au  cercle  A,  et  la  sur&ce  de  la  pyramide  circon- 
scrite au  cône.  Donc  le  polygone  circonscrit  au  cercle  a  est  au 
^lygone  circonscrit  au  cercle  b  ,  comme  le  polygone  circonscrit 
au  cercle  A  est  à  la  surface  de  la  pyramide  ciix^onscrite  au  cône^ 
Donc  la  sur&ce  delà  pyramide  .est  égale  au  polygone  circonscrit  au 
cercle  b.  Donc  puisque  la  raison  du  polygone  qui  est  circonscrit 
au  cercle  B  au  polygone  inscrit  est  moindre  que  la  raison  de  la 
surface  du  cône  au  cerole  B  j  fat  raison  dé  la  surface  de  la  pyramide 
qui  eslrcirconscrite  au  cône  ^u  polygone  inscrit 
dans  le  cercle  b  ,  sera  moindre  que  la  raison  de 
\/BL  surface  du  cône  au  cercle  b  («e).  Ce  qui  est 
impossible;  car  la  surface  de  la  pyramide  est 
plus  grande  que  la  surfece  du  cône ,  ainsi  que 
nous  l'avons  démontré  (i3);  et  le  polygone 
^sciit  dans  le  cercle  b  est  au  contraire  plus 
petit  que  le  cercle  b.  Donc  le  cercle  b  n'est 
pas  plus  petit  que  la  surface  du  cône. 

Je  dis  à  présent  que  le  cercle  b  n'est  pas  plus  grand  que  la 
surfisuce  du  cône.  Car  supposons^  si  cela  est  possible^  que  oa 
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cercle  soit  plus  grand.  Supposons  de  nouveau  qu'on  ait  inscrit 
dans  le  cercle  B  un  polygone ,  et  qu'on  lui  en  ait  circonscrit'  un 
autre;  de  manière  que  la  raison  du  polygone  circonscrit  au 
polygone  inscrit  soit  moindre  que  la  Maison  du  cercle  B  à  la 
surface  du  cône  (6).  Inscrivons  dans  le  cercle  A  un  polygone 
semblable'  à  celui  qui  est  inscrit  dans  le  cercle  b  ;  et  concevons 
que  ce  polygone  soit  la  base  d'tme  pyramide  ^  qui  ait  le  même 
sommet  que  le  cône.  Puisque  les  polygones  inscrits  dans  les 
cercles  a^  B  sont  semblables^  ces  polygofne^  sont  entre  eux 
comme  les  quarrés  des  rayons  de  ces  cercles.  Donc  la  raison  dû 
polygone  inscrit  dans  le  cercle  A  au  polygone  inscrit  dans  le 
cercle  b  est  égale  à  la  raison  de  r  à  A.  Mais  la  raison  de  r  à  ri'  est 
plus  grande  que  la  raison  du  polygone  inscrit  dans  le  cercle  a  à 
la  siu*&ce  de  la  pyramide  inscrite  dans  le  cône  ;  car  la  raisoti 
du  rayon  du  cercle  A  au  côté  du  cône  est  plxis  grandir  qlie  la 
raison  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  -  sur  le  côté  du 
polygone  à  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  du  cône  sur 
le  côté  du  même  polygone  (€)!  Donc  là  raison  du  pdlygdnd 
inscrit  dans  le  cercle  a  au  polygone  inscrit  dans  le  cercle  B  est 
plus  grande  que  la  raison  du  premier  polygone  à  la  surface  de 
la  pyramide.  Donc  la  surfitce  de  la  pyramide  est  plus  grande 
que  le  polygone  inscrit  dans  le  cercle  b.  Mais  la  raison  du 
polygone  qui  est  ciroonscrit  au  cercle  b  au  polygone  iqui  lui  est 
inscrit^  est  moindre  que  Ja  raison' du  cerclé  b  à  la  sur&ce  dû 
cône;  donc  la  raison,  du  polygone  qui  est    circonscrit  àii 
cercle  B.à  la  surface  de  la  pyramide  inscrite  dans  le  cône;  est 
encore  moindre  que  la  raison  du  cercle  b   à  la  surface  du 
cône (y).  Ce  qui  est  impossible  ;  car  le  polygone  circon- 
scrit est  plus  grand  que  le  cercle  b  (ai) ,  tandis  que  la  sur&ce 
de   la  pyramide  inscrite  dans  )e  cône  est  plus  petite  que  la 
surface  du  cône  (i3).  Donc  le  cercle  B  n'est  pas  plus  grand 
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que  la  surface  du  cône.  Mais  on  a  démontré  qu'il  n'est  pas 

plus  petit  :  donc  il  lui  est  égal. 

» 

PROPOSITION    XVt 


La  surface  d'un  cône  droit  quelconque  est  à  sa  base  comme 
Je  côté  du  cône  est  au  rayon  de  sa  basa 

Soit  un  cône  droit  qui  ait  pour  base  le  cercle  a.  Que  la 
droite  b  soit  ^ale  au  rayon  du  cercle  A ,  et  la  -droite  r  égale  an 
côté  de  ce  cône.  Il  faut  démontrer  que  la  sur- 
face  du  cône  est  au  cercle  a  comme  r  est  à  fi. 

Prenons  une  droite  E  moyenne  prc^rtion* 
nelle  entre  b  ,  r  ;  et  supposons  un  cercle  À  qui 
ait  im  r^on  égal  à  la  droite  E.  Le  cercle  ^  sera 
égal  à  la  sur&co  du  cône ,  ainsi  que  cela  a  été 
démontré  dans  le  théorème  précédait  Mais  on 
a  démontré  aussi  que  le  cercle  ù.  est  au  cercle 
A  comme  M  droite  r  ^  à  la  droite  Jk  ;  cor 
ces  deux  r«ispm  aont  ég/alea  chacune  à  la  raison  du  quarré  de 
)a  droite  £.  au  quarré  de  la  droite  B;  parce  que  les  cercles  sont 
.entre  eux  comme  les  quarrés  décrits  sur  leurs  diamètre^,  et 
par  conséquent  comme  les  quarrés  décrits  sur  leurs  rayons ,  à 
cause  que  ce  q^ui  convient  aux  diamètres  convient  aussi  à  leurs 
moitiés;  or,  les  ra7<wis  dei  cercles  a  ,  a  sont  égaux  aux  droites 
?  *  E».«M../«).  H  est  donc  évident  ane  la  surfiùje  «î»»  r  An«  *>«*  k  la 


«irf^c©  du  cercle  a  comme  k  droite  r  est  à  la  droite  b. 
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Soit  le  paxallélogramme  bah  et  que  bh  soit  sa  diagonale.  Que 
le  côté  BA  soit  coupé  en  deux  parties  d'une  manièi^  quelconque 
aupoinlA.  Fax  le  point  A  menons  la  di^oi  te.  Ae  parallèle  au  câté 
AH^  et  par  le  point  z  la  droite  ka^  parallèle  au  côté  ba.  Je 
dis  que  la  surface  comprise  sous  ba^  ah 
est  égale  à  la  surface  comprise  sous  BA , 
AZ  ^  et  à  la  si^rface  comprise  sous  aa  et 
sous  une  droite  composée  de. AZ^  ah  (jsf). 

En  effet,  la  siirface  comprise  sous  ba,  .  .  * 
AH  est  la  sur&ce  totale  bh.  Mais  la  surface 
comprise  sous  les  droites  ba,  az  est  la  surface  bz  ;  la  surface  com- 

*  '  *  • 

prise  sous^AA,.  et  sous  une  droite  composée  rde  AZ>  AH,  est  le 
gnomon  mnh,  parce  que  la  surface  comprise  sous  les  droites  AA, 
AH  est  égale  à  la.  surface  kh,  le  complément  xe  étant  ég^  au 
complément  Aa  ,  et  enfin  la  surface  comprise  sous  AA  >  AZ  est 
égale  à  la  surface  AA.  Donc  la  surface  totale  bh,  c'est-à-dire 
celle  qui  est  comprise  sous  les  droites  BA  ,  ah  est  égale  à  la  sur-<» 
face  comprise  sous  les  droites  BA.,  AZ ,  et  au  gnomon  mkh,  qui 
est  égal  à  la  surface  comprise  squj$  aa  et  sous  une  droite  com- 

« 

posée  de  ah  ,  AZ. 

PROPOSITION   XVIL 


Si  un  cône  droit  est  eoupé  par  tin  plan  parallèle  à  la  base^ 
la  surface  comprise  entre  les  plans  parallèles  est  égale  à  un 
cercle  dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  la  partie 
du  côté  du  cône  comprise  entre  les  plans  parallèles  et  entre  une 
drbite  égaie  à  la  somme  des  rayons  des  cercles  qui  sont  dans  les 
plans  parallèles. 


S6 


DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CYLINDRE. 


Soit  un  cdne  dont  le  triangle  qui  passe  par  Faxe  soit  égal  au 
triangle  Asr.  Coupons  ce  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base  ; 
que  ce  plan  produise  la  section  A£  ^  et  que  la  droite  bh  soit 
Taxe  de  ce  cône.  Supposons  un  cercle  dont  le  rayon  soit  moyen 
Jjrojportionnel  entre  la  droite 
AA  et  entre  la  somme  des  droites 
iiz  y  HA  ;  et  que  ce  cercle  soit  e. 
Je  dis  que  ce  cercle  est  égal  à  la 
surface  du  cône  comprise  entre 

ÙL,  AT. 

Supposons  les  deux  cercles 
A^  k;  que  le  quarré  construit  sur  le  rayon  du  cercle  K  soit 
égal  à  la  surface  comprise  sous  les  droites  BA ,  AI ,  et  que  le 
quarré  construit  sur  le  rayon  du  cercle  A ,  soit  égal  à  la  surface 
comprise  sous  les  droites  ba^  ah.  Le  cercle  a  sera  égal  à  la  surface 
du  cône  ABr ,  et  le  cercle  k  égal  à  la  surface  du  cône  A£B  (i  5). 

En  effej;^  la  surface  comprise  sous  ba^  ah  est  égale  à  la  surfoce 
comprise  sous  b  A ,  az^  et  à  la  surface  comprise  sous  aa  et  sous  une 
droite  composée  AZ  ^  ah^  à  cause  que  la  droite  AZ  est  parallèle  à  la 
droite  ah  (16^  lemme).  Mai^  la  surface  comprise  sous  ab^  ah  est 
égale  au  quarré  construit  sur  le  rayon  du  cercle  a  ;  la  surface  com- 
iporise  sous  ba  ^  AZ  est  égale  au  quarré  construit  sur  le  rayon  du 
cercle  K  ;  et  la  surface  comprise  sous  aa  et  une  droite  compo- 
sée de  AZ^  AH  ^  est  égale  au  quarré  construit  sur  le  rayon  du 
cercle  e.  Donc  le  quarré  construit  sur  le  rayon  du  cercle  a  est 
égal  à  la  somme  des  quarrés  construits  sur  les  rayons  des  cercles 
K  ^  e.  Donc  le  cercle  a  est  égal  aux  cercles  k  ^  e.  Mais  le  cercle 
A  est  égal  à  la  surface  du  cône  baf  ,  et  le  cercle  k  égal  à  la 
surface  du  cône  abe  ;  donc  la  surface  restante  comprise  entre 
les  plans  parallèles  A£  ^  af  est  égale  à  la  sur&ce  du  cercle  e. 
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LEMMES. 

1.  Les  cônes  ij^ui  ont  des  hauteurs  égales  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  ^  et  ceux  qui  ont  des  bases  égales  sont  entr^ 
eux  comme  leurs  hauteurs» 

s.  Si  un  cyluidre  est  coupé  par  tm  plan  parallèle  à  sa  base , 
les  deux  cylindres  seront  entre  eux  comme  leurs  axes. 

9.  Lorsque  des  cônes  et  des  cylindres  ont  les  mêmes  bases , 
les  cônes  sont  eux  comme  les  cylindres  (a)» 

4*  Les  bases  des  cônes  égaux  sont  réciproquement  propor* 
tîonnelles  aux  hauteurs  de  ces  cônes  ;  et  les  cônes  dont  les  bases 
sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs  hauteurs  sont 
égaux  entre  eux. 

5.  Les*  cônes  dont  les  diamètres  des  bases  et  dont  les  hau- 
leurs  ^  c'est-*à-dire  les  axes  sont  proportionnels^  sont  entre  eux 
en  raison  triplée  des  diamètres  de  leurs  bases. 

Toutes  ces  choses  ont  été  démontrées  |iar  ceux  qui  ont 
existé  avant  nous  (€). 

PROPOSITION    XVIIL 

Si  Ton  a  deux  côned  di^oits  >  si  la  surface  de  Vtm  est  égale  à 
la  base  de  Tautre^  et  si  la  perpendiculaire  menée  du  centre  da 
la  base  du  premier  sur  son  côté ,  est  égale  à  la  hauteur  du 
second ,  ces  deux  cônes  sont  égaux. 

Soient  les  deux  cônes  droits  ABr ,  ùEt  ;  que  la  base  du  cône 
ABr  soit  égale  à  la  snr&ce  du  cône  âez  ;  que  la  hauteur  ah  soit 
égale  à  la  perpendiculaire  xe ,  menée  du  centre  e  sur  im  côté 
du  cône  >  savoir  sur  ^  Je  dis  que  ces  dejfx  cônes  sont  égatix» 
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Puisque  la  base  du  cône  abf  est  égale  à  la  surface  du  cane 
A£Z  y  et  que  les  choses  qui  sont  égales  entre  elles  ont  la  même 
raison  avec  ime  troisième  y  la  base  du  cône  bai  est  à  la  base 
flu  cône  A£Z  comme  la  surâu^e  du  cône  A£Z  est  à  la  base  du 
cône  ^£Z.  Mais  la  surface  du  cône  Ai-z  est  à  sa  bas«  commue 
A0  est  à  OK  ;  car  on  a  démontré  que  la  sur- 
îace  dHm  cône  droit  quelconque  est  à  sa  base 
comme  le  côté  du  cône  est  au  rayon  de  la 
base,  c'est-à-dire  comme  A£  est  à  £8  (  16); 
et  la  droite  £A  est  à  la  droite  £3  comme  la 
droite  Ae  est  à  la  droite  ex  y  parce  que  les 
triangles  A£e  y  AKe  sont  équiangles;  et  de  plus 
la  droite  eK  est  égale  à  la  droite  ah.  Donc  la  base  du  cône^ 
BAr  est  à  la  base  du  cône  A£Z  comme  la  hauteur  du  cône  A£Z 
est  à  la  hauteur  du  cône  Asr.  Donc  les  bases  des  cônes  ABf, 
AÊz  sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs  hauteurs. 
Donc  le  cône  baî  est  égal  au  cône  A£Z  (17,  lemm.  4  )• 

PROPOSITION    XIX. 

1 

Un  rhombe  quelconque  composé  de  deux  cônes  droits  est 
égal  à  un  cône  qui  a  une  base  égale  à  la  surface  de  Tun  des 
cônes  qui  composent  le  rhombe,  et  une  hauteur  égale  à  la 
perpendiculaire  menée  du  sommet  de  Tautre  cône  sur  le  côté 
du  premier  cône. 

Soit  un  rhombe  ABrA  composé  de  deux  cônes  droits,  dont  la 
base  est  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  Br ,  et  dont  la  hau- 
teur est  la  droite  aa.  Supposons  un  autre  cône  Hes ,  qui  ait  une 
base  égale  à  la  stuface  du  cône  ABr ,  et  une  hauteur  égale  à  la 
perpendiculaire  menée  du  point  a  sur  le  côté  ab  ou  sur  ce 
côté  prolongé.  Que  cette  perpendiculaire  soit  AZ ,  et  que  la  hau-> 
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teur  du  cône  ohk  soit  la  droite  0a  égale  à  la  droite  AZ.  Je  dis 
que  le  rhombe  ABrA  est  égal  au  cône  HeK. 

Supposons  un  autre  cône  mn£  ^  dont  la  base  soit  égale  à 
celle  du  cône  abf  et  dont  la  hauteur  soit  égale  à  aa.  Que  la 


A  H  A  IC  M       0~^^ 

hauteur  de  ce  cône  soit  no.  Puisque  NO  est  égal  à  AA  ^  la  droite 
NO  est  à  la  droite  A£  comme  AA  est  à  A£.  Mais  AA  est  à  AE 
comme  le  rhombe  abta  est  au  cône  BrA(a);  et  no  est  à  ae 
comme  le  cône  mnh  est  au  cône  BfA;  parce  que  ces  deux 
cônes  ont  des  bases  égales.  Donc  It  cône  mnh  est  au  cône  bfA 
comme  le  rhombe  abfa  est  au  cône  BtAi  Donc  le  cône  mns 
est  égal  au  rhombe  ABr A.  Mais  la  surface  du  cÔhe  ÀBr  est  égale 
à  la  base  du  cône  HeK  ;  donc  la  surface  du  cône  kvt  est  à  sa 
base  comme  la  base  du  cône  HeK  est  à  lat  base  du  oône  MNK, 

r 

parce  que  la  base  du  cône  A'Br  est  égale  à  la  base  du  cône  MNtf. 
Mais  la  surface  du  cône  abf  est  à  sa  base  comme  ab  est  à  BE  (16), 
c'est-^-dire  comme  A  A  est  k  AZ;  caries  triang!es  abe^  aaZ  sont 
semblables.  Donc  la  base  du  cône  HOK  est  à  la  base  du  cône 
MN0  comme  a  A  est  à  A2.  Mais  la  droite  aâ  est  égale  à  la  droite 
NO ,  par  supposition  y  et  la  droite  AZ  est  aussi  égale  à  la  droite 
éA  ;  donc  la  base  du  cône  HeK  est  à  la  base  du  cône  mnh  comme 
la  hauteur  No  est  à  la  hauteur  éA.  Donc  les  bases  des  cônes 
HeK,  MNS  sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs  hau- 
teurs. Donc  ces  cônes  sont  égaux  (17,  iemm.  4).  Mais  on  a 
démontré  que  le  cône  MNK  est  égal  au  rhombe  ABFA.  Donc  le 
cône  HeK  est  aussi  égal  au  rhombe  abfa«. 
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PROPOSITION    XX 


Si  un  cône  droit  est  coupé  par  un  plan  parallèle  à  la  base, 
et  si  sur  le  cercle  qui  est  produit  par  cette  section ,  on  con- 
çoit un  cône  ayant  son  sommet  au  centre  de  la  base  ;  si  Ton 
retranche  du  cône  total  le  rhombe  produit  par  cette  construc- 
tion, le  reste  sera  égal  à  un  cône  ayant  une  base  égale  à  la 
surface  du  cône  comprise  entre  les  plans  parallèles ,  et  une 
hauteiu*  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  la  base 
wr  un  côté  du  cône, 

$pit  |e  cône  droit  abf  ;  coupons  ce  cône  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  base;  que  ce  plan  produise  la  section  ùB  ;  que  le  cçntre 
diB  la  base  soit  le  poiixt  z ,  et  que  le 
cçrcle  décrit  autour  du  diamètre  A£ 
soit  la  base  d'un  cône  ayant  son 
sommet  au  point  7.  I^e  rhpmbe 
^^  serfi  comppsé  de  deux  cône^s 
droits.  Supposons  un  cône  ksa  dont 
la  base  soit,  égale  à  la  surfiice  com- 
prise entre  les  plans  ae  ,  af^  et  dont 
la  hautçur  soit  égale  à  la  perpendi- 
culaire ZH  menée  du  point  z  sur  le  côté  ab.  Je  dis  que  si  Ton 
retranche  le  rbombe  baze  du  cône  abf^  le  rester  sera  ^al  wa, 
cône  SKAv 

Soient  les  deux  cônes  mkjet^  om>;  que  la  base  du  cône  mn? 
soit  égale  à  la  surfiice  du  cône  abf^  et  que  sa  hauteur  sent  égale 
à  la  droite  zh.  Le  cône  mn0  sera  égal  au  cône  abf  ;  car  lorsque 
Vpn  a  deux  cônes  droits  ^  si  la  snr&ce  de  Tun  est  égale  à  la  base 
de  Vautre^  et  si  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  la  base 
du  premier  sur  son  côté,  est  égale  à  la  hauteur  du  second, ces 
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deux  cônes  sont  égaux  (i  8)«  Que  la  base  du  cône  onp  soit  égale 
à  la  surËice  du  cône  abe  ^  et  sa  hauteur  égale  à  la  droite  ZH  ;  le 
cône  onp  sera  égal  au  rhombe  baze  y  ainsi  que  cela  a  été  dé- 
montré plus  haut  (19).  Puisque  la  surface  du  cône  ABr  est  com- 
posée de  la  surface  du  cône  bae  ,  et  de  la  surface  comprise  entre 
ÙB,  AT;  que  la  surface  du  cône  ÂBr  est  égale  à  la  base  du  cône 
MNK  ;  que  la  surface  du  cône  abe  est  égale  à  la  base  du  cône 
onp^  et  qu'enfin  la  surface  comprise  entre  AE^  AT  est  égale  à 
la  base  du  cône  gka  ,  la  base  du  cône  mnh  sera  égale  aux  bases 
des  cônes  eKA^  onp.  Mais  ces  cônes  ont  la  même  hauteur; 
donc  le  cône  mns  est  égal  aux  cônes  eKA  ^  onp.  Mais  le  cône 
MNH  est  égal  au  cône  abf  ,  et  le  cône  nop  est  égal  au  rhombe 
baez  ;  donc  ce  qui  reste  du  cône  abf^  après  en  avoir  ôté  le 
rhombe  baez^  est  égal  au  cône  oka. 

PROPOSITION    XXL 

Si  un  des  cônes  d^un  rhombe  composé  de  cônes  droits  est 
coupé  par  un  plan  parallèle  à  la  base  ;  si  le  cercle  produit  par 
cette  section  est  la  base  d'un  cône  qui  a  le  même  sommet  que 
Tautre  cône  du  rhombe;  et  si  du  rhombe  totale  on  retranche 
le  rhombe  produit  par  cette  construction  y  ce  qui  restera  du 
rhombe  total  sera  égal  à  un  cône  qui  aura  une  base  égale  à  la 
surface  comprise  entre  les  plans  parallèles  ^  et  une  hauteur 
égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  du  second  cône 
sur  le  côté  du  premier. 

Que  ABr  A  soit  un  rhombe  composé  de  deux  cônes  droits; 
coupons  un  de  ces  cônes  par  un  plan  parallèle  à  la  base ,  et  que 
ce  plan  produise  la  section  EZ  ;  que  le  cercle  produit  par  cette 
section  soit  la  base  d^un  cône  qui  ait  son  sommet  au  point  A  , 
cette  construction  pîroduira  le  rhombe  ebza.  Retranchons,  cte 
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rhombe  du  rhombe  total  ;  et  supposons  un  cône  exA,  qui  ait 
une  base  égale  à  la  surface  comprise  entre  af  ^  £Z  ^  et  une  hau- 
teur égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur  la  droite 
BA^  ou  sur  son  prolongement  Je  dis  que  le  reste  dont  nous 
avons  parlé  est  égal  au  cône  eKA. 

Soient  les  deux  cônes  mnjbt  ^  om>.  Que  la  base  du  cône  mnx 
soit  égale  à  la  surface  du  cône  ABr  y  et  que  sa  hauteur  soit  égale 
à  la  droite  ah:  diaprés  ce  que  nous  ayons  démontré  (19)^  le 
cône  MN9  est  égal  au  rhombe 
ABFA.  Que  la  base  du  cône  on? 
soit  égale  à  la  surface  du  cône 
£BZ^  et  sa  hauteur  égale  à  la 
droite  AH;  le  c^e  onp  sera  aussi 
égal  au  rhombe  ebia  (19).  Mais 
puisque  la  surface  du  cône  abf 
est  composée  de  la  sur&ce  du 
cône  £BZ  y  et  de  la  surface  com* 
prise  entre  EZ  y  af  ;  que  la  surface  du  cône  ABr  est  égale  à  la 
base  du  cône  mns;  que  la  surface  du  cône  IBZ  sera  égale  à  la 
base  du  cône  onp  y  et  qu'enfin  la  surface  comprise  entre  £Z  y  kv 
est  égale  à  la  base  du  cône  ex  A  y  la  base  du  cône  mnv  est  égale 
à  la  somme  des  bases  des  cônes  onp  y  ska.  Mais  ces  cônes  ont  la 
même  hauteur  ;  donc  le  cône  MNa;  est  égal  à  la  somme  des 
cônes  «CA  y  onp»  Mais  le  cône  mnk  est  égal  au  rhombe  abfa^  et 
le  cône  onp  égal  au  rhombe  bbza;  donc  le  cône  restant  exA 
est  égal  à  ce  qui  reste  du  rhombe  abfa. 

PROPOSITION    XXIL 


i  Ton  inscrit  dans  un  cercle  un  polygone  équilatère  et  d'un 
HLombre  pair  de  côtés  ;  et  si  l'on  joint  les  côtés  de  ce  polygone  par 
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des  droites  parallèles  à  une  des  droites  qui  soutendent  deux  côtés 
de  ce  même  polygone^  la  somme  des  droites  qui  joignent  les  côtéA 
du  polygone  est  au  diamètre  du  cercle^  comme  la  droite  qui 
soutend  la  moitié  des  côtés  du  polygone  inscrit  moins  un  est 
à  un  côté  de  ce  polygone. 

Soit  le  cercle  abfa  ;  inscrivon&-lui  le  polygone  AEZBHer MK  Aak 
et  menons  les  droites  ek,  za^  ba^  kh^ 
SM.  n  est  évident  que  ces  droites  seront 
parallèles  à  une  de  celles  qui  soutén-- 
dent  deux  côtés  de  ce  polygone.  Je  dis 
que  la  somme .  des  droites  dont  nous 
avons  parlé  est  au  diamètre  du  cercle 
comme  la  droite  r£  est  à  la  droite  £A. 

Menons  les  droites  zk  ^  ab  ^  HA  ^  eK. 
La  droite  2K  sera  parallèle  à  la  droite  £  A  ;  la  droite  B  a  pctrallèle 
à  la  droite  ZK  ;  la  droite  AH  parallèle  à  la  droite  bA;  la  droite  ôK 
parallèle  à  AH;  et  enfin  la  droite  îM  parallèle  à  eK.  Puisque  les 
deux  droites  £  a  ^  KZ  sont  parallèles  ^  et  qtte  Ton  a  mené  les  deux 
droites  £K^  A0>  la  droite  ES  est  à  la  droite  SA  comme  la  droite 
K0  est  à  la  droite  ffe.  Par  la  même  raison  ^  la  droite  ks  est  à  la 
droite  HO  comme  la  droite  zit  est  à  Ta  droite  no  ;  la  droite  zn  est 
à  la  droite  no  comme  la  droite  An  est  à  la  droite  np;  la  droite  Ait 
est  à  la  droite  np  comme  la  droite  B£  est  à  la  droite  tp  ;  la  droitô 
bx  est  ^la,  droite  x?  comme  la  droite  AS  est  à  la  droite  tr;  la  droite 
AS  e3t  à  la  droite  tt  comme  la  drc^te  ht  est  à  la  droite  rr  ;  la 
droite  HT  est  à  la  droite  yt  comme  la  droite  NT  est  à  la  droite 
r^;  la  droite  NT  est  à  la  droite  r<b  comme  la  droite  ex  est  à'  la 
droite  x«  ;  et  enfin  la  droite  ex  est  à  la  droite  x«  domine  Ik 

« 

droite  MX  est  à  la  droite  xr.  Donc  la  somme  de  toutes  les  droites 
£»y  «K ,  zn,  HA,  B2,  SA,  KT,  TN,  ex,  XM,  est  à  ïa  sommé  de 
toutes  Iw  droite»  a«,  so>  on,  np,  Ps,  st,  rr.  Y*,  «x,  xr, 
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comme  une  de  ces  premières  droites  est 
à  une  des  secondes.  Donc  la  somme  des 
droites  ek  ,  za  ,  ba,  hn,  en  est  au  dia- 
mètre Ar  comme  la  droite  £ff  est  à  la 
droite  SA.  Mais  la  droite  £K  est  à  la 
droite  ha  comme  la  droite  r£  est  à  la 
droite  £A  ;  donc  la  somme  des  droites 
£K  ^  ZA  ^  BA  ^  HN  ^  eM  est  au  diamètre  Ar 
comme  la  droite  r£  est  à  la  droite  ea. 


PROPOSITION    XXJIL 


Si  l^on  inscrit  dans  un  segment  de  cercle  un  polygone  d'un 
nombre  pair  de  côtés  ^  dont  tous  les  côtés ,  excepté  la  base , 
soient  égaux  entre  eux;  si  Ton  joint  les  côtés  du  polygone  par 
des  parallèles  à  la  base  du  segment^  la  somme  de  ces  parallèles^ 
avec  la  moitié  de  la  base  du  segment  y  est  à  la  hauteur  du  seg- 
ment^ comme  la  droite  menée  de  Textrémité  du  diamètre  à  Tex 
trémité  d'un  des  côtés  du  polygone  est  à  un  côté  du  polygone. 

Conduisons-  dans  le  cercle  ABr  une  droite  quelconque  AT. 
Dans  le  segment  ABr ,  et.  au-dessus  de 
AT  y  inscrivons  un  polygone  d'un  nom- 
bre pair  de  côtés ,  dont  tous  les  côtés , 
excepté .  la  base  Ar  y  soient  égaux  ;  et 
menons  les  droites  zh,  eq  parallèles 
à  la  base  du  segment  Je  dis  que  la 
somme  des  droites  zh  ^  £e  ^  ah  est  à  la 
droite  qs  comme  la  droite  AZ  est  au 

côté  Z(B.  *      '    I  '    '   '  -     '/ 

Menons  les  droites  H£  ^  Ae  ;  ces  droites  seront  pfurallèl^s  à  la 
droite  ZB.  Par  la  même  raison  que  dans  le  théorie  pr^c<^ 


:) 
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dent^  la  droite  Kl  est  à  la  droite  kb  comme  la  droite  hk  est  à  la 
droite  ka  y  comme  £m  est  à  ma  ^  comme  Me  est  à  mk  et  comme 
KA  est  à  KN.  Donc  la  somme  des  droites  zk  ^  kh  ^  £m  ^  Me  ^  as  est 
à  la  somme  des  droites  bk  ^  ka  ^  am  ^  mk  ^  nh  ^  comme  une  des 
premières  droites  est  à  une  des  secondes.  Donc,  la  somme  des 

* 

droites  in  y  £é  y  AS  est  à  la  droite  BH  comme  la  droite  zk  est  à 
la  droite  kb«  Mais  la  droite  zk  est  à  la  droite  kb  comme  la  droite, 
AZ  est  à  la  droite  zb.  Donc  la  somme  des  droites  ZH ,  £e  ^  as  est 
à  la  droite  bs  comme  la  droite  AZ  est  à  la  droite  zb. 


I  I 


PROPOSITION   XXIV. 


■ 

'    Que  abia  soit  un  grand  cercle  d^ime  sphère  ;  inscrivons.dans 

ce  cercle  un  polygone  équilatère.dont  le  nombre  des  côtés  «.soit 

divisible  par  quatre  (a).  Soient  AT ^BA  d^upc  diamètres  (^).  Si. la 

diamètre  ai  restant  immobile^  le  cercle  daifs  lequel  le  polygone 

est  inscrit  fait  une  réyolution^iil  e§t 

éyident  qtu^  sa  circonference.se  n^u-. 

Tra,  selon/  la.  surface .  de  la  •  sphère  ^  ;  et 

que  ja^f  (  ^mni6ts  des  anglçs^  ei^cepté 

ofjux<qttî  spnt  plapés  aux  points  a^i:> 

d^çirant  d^insjfi  .^urfacd,  dp  Ja,  sphêrq 

4w  ^iriGo^férencies^de  cfttcles  4oiit  les 

éMnJbpwdîôl^sÀ  la  droite' B4  ,^ignettt  kf'abgles  durf^lygQue, 
Les  côtés  du  polygone  décriront  les  sur&ces  de  certains  çôn^s^ 
savoir  :  les  côtés  AZ,  AN  décriront  la  surface  d'un  cône  dont  la 
base  est  le  cercle  qui  a .  pour  diamètre  la  droite  ZN  et  dont  le 
sommet ^st  le  point  A;  les  côtés  ZH,  mn  décriront  la  surface  d'un 
cône  dont  la  base  est  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  droite  mh^ 
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et  dont  le  sommet  est  le  point  où  les  droites  zh  ,  mh  prolon*- 
gées  se  rencontrent  avec  la  droite  af  ;  et  enfin  les  côtés  bh  ^  ma 
décriront  la  surface  du  cane  dont  la  base  est  le  cercle  qui  a 
pour  diamètre  la  droite  ba^  et  dont  le  sommet  est  le  point  où 
les  droites  bh^  àu  prolongées  se  ren- 
contrent arec  la  droite  Ar.  Pareillement 
dans  l'autre  demi-cercle ,  les  côtés  dé- 
criront aussi  des  surfiu^es  de  cônes  sem. 
blables  à  celles  dont  nous  venons  de 
parler.  De  cette  manière  il  sera  inscrit 
dans  la  sphère  une  certaine  figure  qui 
sera  comprise  par  les  sur&ces  dont  nous  ^ 

renons'de  parler^  et  dont  la  surfiu^e  sera  plus  petite  que  la  sur&oe 
de  la  sphère.  En  eS&t ,  la  sphère  étant  partagée  en  deux  parties^ 
par  im  plan  qui  est  mené  par  un  droite  b  A ,  et  perpendiculaire 
sur  le  cercle  abt A ,  la  surface  de  Fun  des  hémisphères  et  la  sur-* 
fyjce  de  la  figure  inscrite  ont  les  mêmes  limites  dans  un  seul 
plan ,  puisque  ces  deux  surfaces  ont  pour  limites  la  cireonfé^ 
rence  du  cercle  qui  est  décrite  autour  du  diamètre  ba  ^  et  qui 
est  pendiculaire  sur  le  cetcle  abt  A;  ces  deux  sur&ces  sont  vàn^^ 
cayes  du  même  côté,  et  l'une  de  ces  surfeces  est  comprise  par 
Tautre  et  par  uji  plan  qui  a  les  mêmes  limites  que  cette 
autre  (princ.  4).  Pareillement  k  surfiice  de  k  figure  qui  est 
inscrite  dans  Tautre  hémi^hère^  est  aussi  plut  petite  que  Ik, 
sur&ce  decet  hémisphère.  Donc  la  maigre  totale  dé^  la  figure 
inscrite  dans  la  s{diére  est  plus-  petite  que  k  «ùi^êo^  d»  k 
sphère. 
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PROPOSITION   XXV. 


La  sur&ce  de  la  figure  inscrite  dans  une  sphère  est  égale  àTzn- 
cercle  dont  le  quarré  du  rayon  est  égal  à  la  snrfiice  comprise 
sous  un  des  côtés  du  polygone,  et  sous  ime  droite  ^ale  à  la  somme 

t 

des  droites  qui  joignent  les  côtés  du  polygpne^  en  formant  des 
quadrilatères^  et  qui  sont  parallèles  à  une  droite  qui  sou- 
tend  deux  côtés  du  polygone. 

Que  ATBA  soit  un  grand  cercle  de  la  sphère.  Inscrivons  dans 
ce  cercle  un  polygone  équilatère  dont  le  nombre  des  côtés  soit 
divisible  par  qua^è/Concevons  qu'une  figure  ait  été  engendrée 


sio 


^ 


TÛ? 


dans  la  sphère  par  le  polygone  inscrit  Menons  les  droites  JBZ  ^  He , 
rA,  KA  ^  MN  ^  et  que  ces  droites  soient  parallèles  à  la  droite  qui 
soutend  deux  côtés  du  polygone.  Supposons  un  cercle  s  dont 
le  quarré  du  rayon  soit  égal  à  la  sur&ce  comprise  sous  la  droite 
A£^  et  sous  une  droite  égale  à  la  somme  des  droites  £2  y  He^tAy 
KA ,  MN.  Je  dis  que  ce  cercle  est  égal  à  la  surfiu^  de  la  figure 
inscrite  dans  la  spbère. 

Supposons  les  cercles  o^  n^  p^  z,  r,  r.  Que  le  quarré  du 
rayon  du  cercl^  o  soit  égal  à  la  surface  comprise  sous  £A  et  sous 
la  moitié  de  Et  ;  que  le  quarré  du  rayon  du  cercle  n  soit  égal  À 
la  surface  comprifie  sous  la  droite  jba,  et  sous  la  moitié  de  la 
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somme  des  droites  bz  y  ne  ;  que  le  quarré  du  rayon  du  cercle  p 
soit  égal  à  la  sui*&ce  comprise  sous  la  droite  £A  y  et  sous  la 
moitié  de  la  somme  des  droites  ho^  rA;  que  le  quarré  du 
rayon  du  cercle  x  soit  égal  à  la  surface  comprise  sous  la  droite 
AE^  et  sous  la  moitié  de  la  somme  des  droites  fa^  ka;  que  le 
quarré  du  rayon  du  cercle  T  soit  égal  à  la  sur&ce  comprise 
sous  la  droite  ae  ^  et  sous  la  moitié  de  la  somme  des  droites 
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T 

SIC 


K A  y  MN  y  et  qu^enfin  le  quarré  du  rayon  du  cercle  r  soit  égal  à 
la  surface  comprise  sous  la  droite  ae  y  et  sous  la  moitié  de  la 
droite  mn.  Mais  le  cercle  o  est  égal  à  la  surface  du  cône 
AEZ  (i5);  le  cercle  n  égal  à  la  surface  comprise  entre  ez^ 
ne  (17);  le  cercle  p  égal  à  la  surface  comprise  entre  He^  FA;  le 
cercle  %  égal  à  la  surface  comprise  entre  af  y  ka  ;  le  cercle  t  égal 
à  la  surface  comprise  entre  K  a  y  mn  y  et  enfin  le  cercle  r  égal  à 
la  siuface  du  cône  mbn.  Donc  la  somme  de  ces  cercles  est 
égale  à  la  surface  inscrite  dans  la  sphère.  Mais  il  est  évi- 
dent que  la  somme  des  quarrés  des  raypns  des  cercles  o ,  n ,  p , 
X,  T,  T  est  égale  à  la  surfiaice  comprise  sous  ae,  et  sous  la 
somme  des  demi-droites  EZ ,  wèy  FA ,  k  a  ,  mn  ,  prises  deux 
fois  y  c^est-rà-dire  U  somme  des  droites  totales  EZ  ^  ne ,  fa  ,  k  a  ^ 
MN.  Donc  la  somme  des  quarrés  des  rayons  des^ercles  o,  n,  p, 
iy  TyX  est  égale  à  la  siLr&ce  comprise  sous  ae,  et  sous  la 
somme  des  droites  £Z,  He,  rA^  ka,  mn.  Mais  le  quarré  du 
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rayon  du  cercle  z  est  égal  &  la  surfftce  comprise  sous  la  droite 
A£^  et  sous  une  droite  comi^osée'  de  toutes  les  droites  £Z,  H^, 
T^^KAf  MN.  Donc  le  quarré  du  rayon  du  cercle  k  est  égal  à  la 
somme  dès  quarrés  des  retydtiÉ  de  tous  les  cercles  Oy  Tt^P^t^T^ 
T.  Donc  le  cercle  x  est  égal  à  la  somme  des  ôercles  o'^  n^  9>  ^> 
T,  r  (a).  Mais  Ton  a  démobtré  que  ta.  Somme  dès  enrôles  o^  n^ 
P>  T,  Ty  rest  égale  à  la  surface  de  la  figure  dont  nous  àrotÂ 
parlé.  Donc  le  cercle  X  es^  aussi  égal  à  la  sur&ce  de  cette 
figure. I  i  !  •  .  '-':  '  :  '"'  I  • 


I 


A    I         ' 
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•  \ 


La  surface  d^une  figure  inscrite  dauft  xuie  sphère'  et  terminée 
par  des  surfaces  coniques^ ,  est  plus  petite  que  quatre  grandi 
cercles  de  la  sphère.  ^   r.  .  ..  ^., 

Soit  ABrA  lin  grand  cercle  d^une  sphère*  Insorivoès  dans 
ce  cercle  un  polygone  équiangle  et 
équilatère^  dont  le  nombre  vdes  0Ô-* 
tés  soit  divisible  par  quatre.  €kmc^ 
Vous  que  sur  ce  polygone  on  ait  cqn^ 
struit  une  figure  terminée-  pAr  des 
surfeces  coniques.  Je  dis  que  la  sur- 
£Ace  de  la  figure  insorite  est  {dUà  peu 
tite  que^quataregr^md»  cerclés  de  cèCtè^ 
sphèrèî''  -:  -   '1  '  ^  -''^     :  '-"     '  '  "  '••'      -  .'  '-    '*'-'■  ^ 

Menons  les  deux:^d)*4iites  Ër/'d^/soutebdant  èbàtoltkié  êlétûi 
côtés  du  polygone ,  et  les  droites  zk^ab^  ha  parallèles  aux  droites 
Bi^  eM.  Supposons  un  cercle  p  dont  le  quarré  du  rayon  soit  égal  à 
la  sur£su)e  comprise  sous  la  droite  ba,  et  sous  lUie  droite  égale  à  la 
somme  des  droites  ei^  zk,  ba,  ha^  om.  Diaprés  ce  qui  a  été  démon-i 
tré  (â5)^  ce  cercle  est  égal  à  la  surface  de  la  figure  dont  nou( 
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venons  de  parler.  Mais  Ton  a  démontré  qu'une  droite  égale  à  la 
somme  des  droites  bi>  zk^  BA^  ha^  sm,  est  au  diamètre  Ar  du 
cercle  abfa  comme  rs  est  à  ea  {2  si).  Donc  la  surface  comprise 
sous  une  droite  égale  à  la  somme  des  droites  dont  nous  venons 
de  parler ,  et  sous  la  droite  £A  y  c'est-à-dire  le  quarré  du  rayon 
du  cercle  p  ^  est  égal  à  la  surf€u;e  comprise  sous  les  droites  Ar  ^ 
r£.  Mais  la  surface  comprise  sous  Ar  ^  r£  est  plus  petite  que  le 
quarré  de  Ar;  donc  le  quarré  du  rayon 
du  cercle  P  est  plus  petit  que  le  quarré 
de  Ar.  Donc  le  rayon  du  cercle  P  est 
plus  petit  qiie  Ar.  Donc  le  diamètre  du 
cercle  p  est  plus  petit  que  le  double  du 
diamètre  du  cercle  abià.  Donc  deux 
diamètres  du  cercle  ABrA  sont  plus 
grands  que  le  diamètre  du  cercle  P.  ^ 

Donc  le  quadruple  du  quarré  ccoastruit  sur  le  diamètre  du 
cercle  abta,  c'est-à-dire  sur  Ar^  est  plus  grand  que  le  quarré 
construit  sur  le  rayon  du  cercle  p.  Mais  le  quadruple  du  quarré 
constniiit  sur  aï  est  a[u  quarré  construit  sur  I0  diamètre  du 
cercle  i?,  comme  le  qiijadruple  du  cercle  Abta  est  au  cercle  p. 
Donc  le  quadriiple  du  cerde  ABr  A  est  plus  grand  que  le  cerde 
p.  Donc  le  cercle  P  est  plus  petit  que  le  quadruple  d'un  grand 
cercle.  Mais  on  'a  démontré  que  le  cercle  p  est  égal  à  la  sxu:* 
face  de  la  figure  dont  nous  venons  de  parler  (2  5);  donc  la  sur- 
face de  la  figure  dont  nous  venons  de  parler  est  plus  petite  que 
le  quadruple  d'un  grand  cercle  de  la  sphère. 
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PROPOSITION   XXVIL 


*  Une  figure  inscrite  dans  la  sphère  et  terminée  par  des  sor^' 
ÎBLces  coniques  ^  est  égale  à  un  cône  qui  a  une  base  égale  à  la 
surface  de  la  figure  inscrite  dans  la  sphère^  et  une  hauteur 
égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  la  sphère  sur 
un  côté  du  polygone. 

Soit  une  sphère  ;  que  ABrÂ  soit  un  grand  cercle  de  cette  sphère^ 
et  que  le  reste  soit  comme  dans  le  théorème  précédent  Que  p 
soit  un  cône* droite  qui  ait  tme  base  égale  à  la  surface  de  la 
figure  inscrite  dans  cette  sphère ,  et  lue  hauteur  égale  à  la 


perpendiculaire  menée  du  centre  de  cette  sphère  sur  un  côté  du 
polygone.  Il  fiiut  démontrer  que  la  figure  inscrite  dans  cette 
q>hère  est  égale  au  cône  P. 

Sur  les  cercles  décrits  autour  des  diamètres  zh  y hm ^  eA^  sk^ 
construisons  des  cônes  qui  aient  leur  sommet  au  centre  de  la 
sphère.  On  aura  un  rhombe  solide  composé  du  cône  dont  la 
base  est  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  tu ,  et  dont  le  som« 
met  est  le  point  A;  et  du  cône  dont  la  base  est  le  môme  cercle 
et  dont  le  sommet  est  le  point  x.  Ce  rhombe  est  égal  à  un 
cône  qui  a  une  base  égale  à.  la  surface  du  cône  naz  ,  et  une 
hauteur  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  point  x  sur  ht 
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droite  AZ  (19).  Le  reste  du  rhombe  terminé  par  la  surface 
conique  placée  entre  les  plans  paraQ^es  conduits  par  les  droites 
ZN  ^  HM ,  et  entre  les  surfaces  des  cônes  ZKX ,  hmx  ^  est  égal  à  un 
eène  qiii  «  une  tiasD  égMe  à  là  suxface  ooniqua  compiBbe  entre 
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les  plans  parallèles  conduits  par  les  droites  ZH^  hm^  et  pour  hau-» 
teur  une  droite  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  j>oint  x  sur 
la  droite  ZH,  ainsi  que  cela  a  été  démontré  (ai).  De  plus  le  reste 
de  cône  terminé  par  la  surface  conique  comprise  entre  les 
plans  parallèles  menés  par  les  droites  hm^  ba^  entre  la  sur-^ 
face  du  cône  hmx  et  entre  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre 
BA^  est  égal  à  un  cône  qui  a  une  base  égale  à  la  surface 
conique  comprise  entre  les  plans  parallèles  menés  par  les  droites 
UM  /  BA  /  M  une  iMÛxtedr  «égale  'à^  la  perpén<tiGiilaire  menée  du 
-poveA  x  4Ui*  la  droite  bh  (jo).  Da^s  Tautre  hénû^Iière  y  cm  aura 
pareillement  un  rhombe  xKn  ^  et  autant  de  restes  de  cônes 
q«è  dati^  te*  premier  faéniiispiière  ;  et  ce  rïiombe  et  oes  restes  de 
^xï&k  seromt  égatuc^  cbaciin  à  chacun '^«ox  côims  dont  nous 
vWnlo»s  de  parler*  Il  est  donc  évident  que  la  fiif^e  totale 
insmte  dans  la  sphère  est  égale  à  la  somnM  de  tous  les  cônes 
è&rA  nous  venons  dé  parler.  Mais  la  somme  -de  ces  cônes  est 
dgale  au  cône  p  ^  parce  que  le  ôône  p  a  une  hauteur  égale  & 
la.  hauteur  d^  <diaciin  des  cônes'  dont  nous  TeDons  dé  parler  ^ 
0t  w»  base  égale  à  la  souunie   de  leurs  bases.  Il  est  donc 
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évident   qae  la  figure  inscrite  dans  la  sphère  est  égale  au 
cône  p* 

PROPOSITION   XXVIIL 


Une  figure  imcrite  dans  une  sphère  et  terminée  par  det 
iurfaces  coniques  ^  est  plus  petite  que  le  quadruple  d'un  o6no 
qui  a  une  base  égale  à  un  grand  cercte  de  cette  sphère^  et  une 
hauteur  égale  à  un  rayon  de  cette  même  sphère* 

En  ^et  y  que  P  soit  un  cân«  égal  à  la  figure  inscrite  ;  c^est* 
àr-dire  que  ce  cf^e  ait  une  base  égale  à  la-surfaoe  de  ]a  figure 
inscrite  et  une  hauteur  égale  à  la  droite  menée  du  centre  du 
cercle  sur  un  des  c^tés  du  polygone  inscrit»  Soit  aussi  un  c6no 
K  ^  qui  ait  une  base  égale  au  cercle 
ABrA  et  une  hauteur  égale  au  rayon 
du  cerc^  ÂBrA» 

Puisque  le  cône  P  a  une  basé  égale 

à  la  surface  de  la  jBgure  inscrite  dans 

la  sphère  et  une  hauteur  égale  à  la 

perpendiculaire  menée  du  point  x 

sur  le  côté  AZ^  et  puisqu^il  a  été 

démontré  que  la  surface  de  la  figure  inscrite  est  plus  petite 

que  le  quadruplé  d'ua  grand  cercle  d^iine  sphère  (fl6) ,  la  base 

du  oône  p  est  plus  petite  que  le  quadruplé  de  la  base  du  cône  9. 

Mjbm  la  hâatew:  du  cône  v  est  plus  petite  que  la  hauteur  du 

cône  H  ;  donc  f  puisque  le  cône  i^  a  une  base  plus  petite  que 

le  quadruple  de  la  Isise  dû  cône  &  y  et  une  hauteur  plus  petite 

que  celle  du  c^e  0^  il  «et  évident  que  le  cône  P  est  plus  petit 

que  Je  quadruple  du  cane  ».  Mais  le  cône  P  est  égal  à  la  figure 

inscrite  1(^7).;  donc  la  figure  inscrite  est  plus  petite  que  le  qua« 

druple  du  cène  4X. 
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PROPOSITION  XXIX. 


Que  ABTA  soît  un  grand  cercle  d'une  sphère.  Circonscrivons 
à  ce  cercle  un  polygone  é^piiangle  et  équilatère  ;  que  le  nombre 
des  côtés  de  ce  polygone  soit  divisible  par  quatre.  Circonscrivons 
un  cercle  au  polygone  circonscrit.  Le  centre  du  cercle  çirconw 
scrit  sera  le  même  que  le  centre  du  cercle  A3rA.  Si  le  diamètre 
EH  restant  immobile ,  le  plan  du  polygone  EZHe  et  le  cercle 
ABTA  font  une  révolution ,  il  est  évident  que  la  circonférence 
du  cercle  abfa  se  mouvra  selon  la  surface  de  la  sphère ,  et 
que  la  circonférence  du  cercle  EZHe  décrira  la  su^r&ce  d'unç 
autre  sphère  qui  aura  le  même  centre  que  la  plus  petite.  Les 
points  de  contact  des  côtés  du  polygone  décriront  dans  la  sip:*^ 
face  de  la  plus  petite  sphère  des  cercles 
perpendiculaires  sur  le  cercle  abiA; 
les  angles  du  polygone^  excepté  les 
angles  placés  aux  points  £ ,  h  ^  décri- 

m 

ront  des  circonférences  de  cercle  dans 
la  surface  de  la  plus  grande  sphère , 
dont  les  plans  seront  per|>endiculaires 
sur  le  cercle  e^hs  ;  et  les  côtés  du  polygone  décriront  des  sur- 
faces coniques  conuQe  dans  le  théorème  précédent  II  est  donc 
évident  qu'une  figure  terminée  par  des  surfaces  coniques  sera 
circonscrite  à  la  petite  sphère  et  inscrite  dans  la  grande.  Nous 
démontrerons  de  la  manière  suivante ,  que  la  surface  de  la 
figure  circonscrite  est  plus  grande  que  la  surface  de  la  sphère. 
Que  KA  soit  le  diamètre  d'un  des  cercles  de  la  petite  sphère , 
et  K  ^  A  le?  points  oiJl  deux  côtés  du  polygone  circonscrit  tou- 
chent le  cercle  abf^  La  sphère  étant  partagée  en  deux  parties 
par  ^n  plan  conduit  par  I9  droite  ka  et  perpendiculaire  s»r  le 
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cercle  abfà  ^  la  surface  de  la  figure  circonscrite  à  la  splière 
sera  aussi  partagée  en  deux  parties  par  le  même  plan.  Or  il 
est  évident  que  les  sur&ces  obtenues  de  cette  manière  ont  les 
mêmes  limites  dans  un  même  plaii  ^  car  la  limite  de  Fune 
et  de  l'autre  est  la  circonférence  du  cercle  qui  est  décrit 
autour  du  diamètre  kA  et  qui  ôst  perpendiculaire  sur  le  cercle 
ABrA;  et  de  plus  Tune  et  Fautre  de  ces  sur&ces  sont  concaves  du 
même  côté^  et  Tune  est  comprise  par  Tautre  et  par  un  plan  qui 
a  les  mêmes  limites  que  cette  autre  (princ.  4).  Donc  la  sur&ce  du 
segment  sphérique  qui  est  comprise  est  plus  petite  que  la  sur&ce 

« 

de  la  figure  circonscrite  à  ce  même  segment  Semblablement  ^  la 
surface  de  Tautre  segment  sphérique  est  aussi  plus  petite  que  la 
surface  de  la  figure  circonscrite  à  ce  même  segment  II  est  dont 
évident  que  la  sur&ce  totale  d'une  sphère  est  plus  petite  qu0 
la  su*fiice  de  la  figure  circonscrite  à  cette  sphère*     v 
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PROPOSITION    XXX. 

«  •  * 

I 

La  surface  d^une  figure  circonscrite  à  unb  sphère  est  ^gale  à 
un  cercle  dont  le  quarré  du  rayon  est  égal  à  la  sur&ce  com^ 
prise  sous  un  des  côtés  du  polygone  ^  et  sous  une  droite  égale 
à  la  somme  des  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone 
et  qui  sont  parallèles  à  une  de  celles  qui  soutendent  deux 
côtés  du  polygone^ 

En  effet ,  la  figure  circonscrite  à  la  petite  sphère  est  inscrite 
dans  la  grande.  Mais  on  a  démontré  que  la  surface  de  la  figure 
inscrite  dans  la  sphère  et  terminée  par  des  sur&ces  coniques 
est  égale'à  im  cercle  dont  le  quarré  du  riQ^on  est  égal  à  la  sur* 
foce  comprise  sous  un  des  côtés  du  polygone  et  sous  ime 
droite  égale  à  la  somme  des  droites  qui  joignent  les  angles  du 
polygone  et  qui  sont  parallèles  à  une  des  droites  qui  souten* 
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dent  deux  côtés  du  polygone  (a 5)*  Donc  ce  qui  a  été  proposé 
plus  haut  est  évident, 

PROPOSITION   XXXL 


La  sur&ce  de  la  figure  circonscrite  à  une  sphère  est  plu^ 
grande  que  le  quadruple  d'un  grand  cercle  de  cette  sphère. 

Soient  une  sphère  et  un  grand  cercle ,  et  que  le  roste  soit 
comme  dans  les  théorèmes  précédens.  Que  le  cercle  a  suit 
égal  à  la  surÊu^e  de  la  figure  proposée  qiui  est  circonscrite  à  la 
petite  aphère. 

Puisqu'on  a  inscrit  dans  le  cercle  ezhs  un  polygone  équi-- 
latère  dont  le  nombre  des  angles  est  pair^  la  somme  des 
parallèles  au  diamètre  ez ,  qui  joignent  les  angles  du  polygone 
est  à  ez  comme  Ke  est  à  Kz.  Donc  la  surface  comprise  sous 
un  côté  du  polygone  et  sous  une 
droite  égale  à  la  somme  des  droites 
qui  joignent  les  angles  du  polygone , 
est'  égale  à  la  surfiacae  comprise  sous 
ze  y  es.  Donc  le  quarré  du  rayon  du 
oncle  A  est  égal  à  la  sur  fiu^e  comprise 
«eus  ZB  3  OK  (^5).  Donc  le  rayon  du 
«ercle  a  est  plus  grand  que  bk.  Mais 
la  droite  sk  est  égale  au  diamètre  du  cercle  ABTA  (a)  y  puisque 
er  es*  douMe  de  xt  qui  ert  le  rayon  du  cercle  ABrA.  Il  est 
idono  évident  que  le  c<^rcle  a  ,  c'est^^^lire  la  surface  de  ÏA 
ligure  circcrnsorite  à  une  sphère  ^  est  plus  grand  que,  le  qua* 
druple  d^un  grand  eerole  de  cette  sphère. 
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PROPOSITION   XXXIL 

La  figure  circonscrite  à  la  petite  sphère  est  égale  à  un  cône 
qui  a  pour  base  un  cercle  égal  à  la  surface  de  cette  figure  ^  et 
pour  iiauteur  une  droite  égale  au  rayon  de  cette  sphère* 

En  effet ,  la  figure  circonscrite  à  la  petite  sphère  est  inscrite 
dans  la  plus  grande.  Or  on  a  démontré  qu'une  figure  inscrite 
et  terminée  par  des  surfaces  coniques  est  égale  à  un  cône  qui 
a  pour  base  un  cercle  égal  k  la  surface  de  cette  figure^  et  pour 
hauteur  une  droite  égale  h  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
de  la  sphère  sur  le  côté  du  polygone;  et  cette  perpendiculaire 
est  égale^au  rayon  de  la  petite  sphère  (27).   Donc  ce  qui  a 

été  posé  plus  haut  est  évident 

« 

PROPOSITION   XXXIIL 

n  suit  de-là  que  la  figure  circonscrite  à  la  petite  sphère  est 
plus  grande  que  le  quadruple  d^un  cône  qui  a  pour  base  un 
cercle  égal  à  un  grand  cercle  de  cette  sphère ,  et  pour  hauteur 
xme  droite  égale  au  rayon  de  cette  même  sphère. 

En  effet ,  puisque  cette  figure  est  égale  à  un  cône  qui  a  une 
base  égale  à  la  surface  de  cette  même""  figure ,  et  tme  hauteur 
égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  le  côté  du 
polygone,  c'est-à-dire  au  rayon  de  la  petite  sphère  (3â),'et 
que  la  surface  de  la  figure  circonscrite  à  une  sphère  est  plus 
grande  que  quatre  grands  cercles  (3.i) ,  la  figure  circonscrite  à 
la  petite  sphère  est  plus  grande  que  le  quadruple  d'un  cône 
qui  a  pour  base  un  grand  cercle  de  cette  sphère ,  et  pour  hau** 
teur  un  rayon  de  cette  même  sphère  ;  car  cette  figure  est  égale 
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à  un  cône  plus  grand  que  le  quadruple  du  cône  dont  nous 
venons  de  parler  y  puisque  le  premier  a  une  base  plus  grande 
que  le  quadruple  de  la  base  du  second  et  une  hauteur  égale. 

PROPOSITION    XXXIV. 


Si  Ton.  inscrit  une  figure  dans  une  sphère  ^  et  si  on  lui  en 
circonscrit  une  autre;  et  si  Ton  fait  faire  une  révolution 
aux  polygones  semblables  qui  ont  été  construits   plus  haut  j 

la  raison  de  la  surface  de   la  figure  circonscrite  à  la  surface 

« 

de  la  figure  inscrite  ^  sera  doublée  de  la  raison  du  côté 
du  polygone  qui  est  circonscrit  à  im  grand  cercle  à  un  des 
côtés  du  polygone  qui  est  inscrit  dans  ce  même  cercle  ;  et  la 
raison  de  la  figure  circonscrite  à .  la  figure  inscrite  sera  triplée 
de  la  raison  du  côté  du  polygone  circonscrit  au  côté  du  po- 
lygone inscrit 

Que  ABFA  soit  un  grand  cercle  d^une  sphère  ;  inscrivons  dans 
ce  cercle  im  polygone  équilatère  dont  le  nombre  des  côtés  soit 
divisible  par  quatre.  Circonscrivons  â  ce  même  cercle  un  autre 
polygone  semblable  au  premier; 
que  les  côtés  (lu  polygone  cir*^ 
conscrit  soient  tangents  aux  mi* 
Heux  des  arcs  soutendus  par  les 
côtés  du  polygonte  inscrit;  que  ^ 
les  droites  £H,  ez  soient  deux  dia- 
mètres du  cercle  qui  comprend 
le  polygone  circonscrit  ;  que  ces 
diamètres  se  coupent  à  angles  droits  et  soient  placés  de  la 
même'  manière  que  les  diamètres  Ar  ,  ba  ;  et  concevons  qu^on 
ait  joint  les  angles  opposés  du  polygone  par  des  droites  ;  ces 
droites  seront  parallèles  entre    elles  et  aux  droites  bz  ,  eA. 


iMlNl^le 
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Cela  posé  y  le  diamètre  eh  restant  immobile  ^  si  Ton  fait  Eure' 
une  révolution  aux  polygones  ^  les  côtés  de  ces  polygones 
circonscriront  une  figure  à  la  sphère  et  lui  en  inscriront  une 
autre.  Il  faut  démontrer  que  là  raison  de  la  surface  de  la 
figure  circonscrite  à  la  surface  de  la  figure  inscrite  est 
doublée  de  la  raison  de  £a  à  ak  ;  et  que  la  raison  de  la  figura 
circonscrite  à  la  figure  inscrite  est  triplée   de  la    raison   de 

EA  à  AK. 

Que  M  soit  un  cercle  égal  à  la  surface  de  la  figare  circonscrite 
à  la  sphère  ^  et  N  un  cercle  égal  à  la  surfiice  de  la  figure  inscrite^ 
Le  quarré  du  rayon  du  cercle  m  est  égal  à  la  surface  comprise 
sous  là  droite  ea  et  sous  une  droite  égale  à  la  somme  des 
droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  circonscrit  (3o)  ; 
et  le  quarré  du  rayon  du  cercle  N  est  égal  à  la  surface  com^ 
prise  sous  la  droite  ak  et  sous  une  droite  égale  à  la  somme 
des  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  inscrit  (â5). 
Mais  les  polygones  circonscrits  et  inscrits  sont  semblables  ;  il 
est  donc  évident  que  les  surfaces  comprises  sous  les  droites 
dont  nous  venons  de  parler  y  c'est-àrKlire  les  surfaces  com^ 
prises  sous  les  sommes  des  droites  qui  joignent  les  angles  des 
polygones  et  sous  les  côtés  de  ces  mêmes  polygcmes^  sont 
des  figures  semblables  entre  elles  {a).  Donc  ces  figures  sont  entre 
elles  comme  les  .quarrés  des  côtés  des  polygones.  Mais  les 
surfaces  qui  sont  comprises  sous  les  droites  dont  nous 
venons  de  parler^  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des 
rayons  des  cercles  m  ^  n.  Donc  les  diamètres  des  cercles  M  y  N 
sont  entre  eux  comme  les  côtés  des  polygones.  Mais  les  cer^ 
clés  M^  K  sont  entre  eux  en  raison  doublée  de  leurs  dia- 
mètres; et  ces  cercles  sont  égaux  aux  surfaces  des  figures 
circonscrites  ^et  inscrites.  Il  est  donc  évident  que  la  raison 
de  la  surface  de  la  figure  qui  est  circonscrite  à  la  sphère  à  la 
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snr&ce  de  la  figure  inscrite  est  doublée  de  la  raison  du  côté 
£A  au  côté  AK. 

Soient  maintenant  deux  cônes  o  ^  ss.  Que  le  cône  s  ait  une  base 
égale  au  cercle  M  ^  et  le  cône  o  une  base  égale  au  cercle  n  ; 
que  le  cône  ^  ait  une  hauteur  égale  au  rayon  de  la  sphère^ 
et  que  le  cône  o  ait  une  hauteur  égale  à  la  perpendiculaire 
menée  du  centre  de  la  sphère  sur  le  côté  AK.  D'après  ce  qui  a 
été  démontré^  le  cône  s  est  égal  à  la  figure  circonscrite (3 2) ^ 
et  le  cône  o  égal  à  la  figure  inscrite  (27).  Mais  les  polygones 
^ont  semblables  ;  donc  le  côté  £a  est  au  côté  AK  comme  le 
rayon  de  la  sphère  est  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
de  la  sphère  sur  le  côté  ak.  Donc  la  hauteur  du  cône  s  est 
à  la  hauteur  du  cône  o  comme  £a  est  à  ak.  Mais  le  diamètre  du 
cercle  m  est  au  diamètre  du  cercle  N  conune  £A  est  à  AK  ;  donc 
les  diamètres  des  bases  des  cônes 
z^o  sont  proportionnels  à  leurs  j^^ 
hauteurs  ;  donc  ces  cônes  sont 
5emblables.Donc  les  cônes  K^o  sont 
entre  eux  en  raison  triplée  des  ^^ 
.diamètres  des  cercles  m  ^  n.  Il  est 
donc  évident  que  la  raison  de. 
la  figure  circonscrite  à  la  figure 
inscrite  est  triplée  de  la  raison  du  côté  ea  au  côté  ak. 

PROPOSITION   XXXV. 


WIN 


ÏÏ0 


La  surface  d'une  sphère  quelconque  est  quadruple  d^un  de 
seB  grands  cercles. 

Soit  une  sphère  quelconque;  que  A  soit  un  cercle  quadruple 
d'un  des  grands  cercles  de  cette  sphère.  Je  dis  que  le  cercle  A 
est  égal  à  la  sur&ce  de  cette  sphère. 


LIVRE  PREMIER.  e.i 

I 

Cat  y  hi  le  cercle  à  n'est  pas  égal  à  la  surface  de  la  sphère^ 
il  est  ou  plus  grand  ou  plus  petit  Supposons  d'abord  que  la 
surface  de  la  sphère  soit  plus  grande 
que  le  cercle  A.  Puisqu'on  a  deux 
quantités  inégales  ^  la  surface  de  la 
sphère  et  le  çeixîle  A ,  on  peut  pren- 
dre deux  droites  inégales  de  ma- 
nière que  la  raison  de  la  plus  grande 
à  la  plus  petite  soit  moindre  que  la 

raison  de  la  surface  de  la  sphère  au  abat 

cercle  a  (3).  Prenons  les  droites  B,  r,  et  que  la  droite  A  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  les  droites  b  ,  r.  Concevons 
que  la  sphère  soit  coupée  par  un  plan  conduit  par  son  centre  > 
selon  le  cercle  £ZHe.  Inscrivons  un  polygone  dans  ce  cercle  ,  et 
circonscrivons-lui  en  un  autre  de  manière  que  le  polygone 
circonscrit  soit  semblable  au  polygone  inscrit;  et  que  la  raison 
du  côté  du  polygone  circonscrit  au  côté  du  polygone  inscrit 
soit  moindre  que  la  raison  de  la  droite  b  à  la  droite  A  (4).  U 
est  évident  que  la  raison  doublée  du  côté  du  premier  polygone 
au  côté  du  second  polygone  sera  encore  moindi*e  que  la  raison 
doublée  de  la  droite  B  à  la  droite  A.  Mais  la  raison  de  b  à  r 
est  doublée  de  la  raison  de  b  à  A  ^  et  la  raison  de  la  surface 
du  solide  circonscrit  à  la  sphère  à  la  surface  du  solide  inscrit 
est  doublée  de  la  raison  du  côté  du  polygone  circonscrit  au 
côté  du  polygone  inscrit  (3^).  Donc  la  raison  de  la  surface  de  la 
figure  qui  est  circonscrite  à  la  sphère  à  la  surface  de  la  figure 
inscrite  est  moindre  que  l£^  raison  de  la  surface  de  la  sphère 
au  cercle  a  {a)  ^  ce  qui  est  absurde*  En  effet  y  la  surface  de  la 
figure  circonscrite  est  plus  grande  que  la  surfiice  de  la  sphère , 
et  la  surface  de  la  figure  inscrite  est  au  contraire  plus  petite 
que  celle  du  cercle  a  ;  car  on  a  démontré  que  la  sor&ce  de  la 
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figure  inscrite  est  plus  petite  que  quatre  grands  cercles  d'une 
sphère  (26) ,  et  par  conséquent  plus  petite  que  le  cercle  A  qui 
est  égal  à  quatre  grands  cercles.  Doûc  la  surface  d'une  sphère 
n'est  pas  plus  grande  que  le  cercle  A. 

Je  dis  maintenant  que  la  surface  de  la  sphère  n'est  pas  plus 
plus  petite  que  le  cercle  A.  Supposons  ^  si  cela  est  possible , 
qu'elle  soit  plus  petite.  Cherchons  pareillement  deux  droites 
Bf  T ,  de  manière  que  la  raison  de  B  à  r  soit  moindre  que  la 
raison  du  cercle  a  à  la  surface  de  la  sphère  (3) ,  et  que  la  droite 
£k  soit  moyenne  proportionnelle  entre  b  ,  r.  Inscrivons  dans  le 
cercle  eshz  un  polygone  et  circonscriyons«-lui  un  autre  poly- 
gone ^  de  manière  que  la  raison  du  côté  du  polygone  circonscrit 
au  côté  du  polygone  inscrit  soit  moindre  que  la  laison  de 
B  à  A  (4).  La  raison  doublée  du  côté  du  polygone  circonscrit  à 
tm  côté  du  polygone  inscrit  sera  encore  moindre  que  la  raison 
doublée  de  B  à  i^  Donc  la  raison  de 
la  sur&ce  de  la  figure  circonscrite 
à  la  surface  de  la  figure  inscrite  est 
moindre  que  la  raison  du  cercle  A 
&  la  surface  de  la  sphère ,  ce  qui  est 
absurde.  En  e£fet  ^  la  sur&ce  de  la 
figure  circonscrite  est  plus  grande 
que  le  cercle  A  (3 1)  ^  tandis  que  la 
surface  de  la  figure  inscrite  est  plus  petite  que  la  sur&ce  de 
la  sphère.  Donc  la  surfecè  d'une  sphère  n'est  pas  plus  petite 
que  le  cercle  A.  Mais  nous  avons  démontré  qu'elle  n'est  pas 
plus  grande.  Donc  la  surface  d'une  sphère  est  égale  au  cercle  A , 
c'est-à-dire  à  quatre  grands  cercles. 


ABAT 
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PROPOSITION   XXXVL 


Une  sphère  quelconque  est  quadruple  d^un  cône  qui  a  une 
base  égale  à  un  grand  cercle  de  cette  sphère  et  une  hauteur 
égale  au  rayon  de  cette  même  sphère. 

Soit  une  sphère  quelconque  ;  et  que  abfA  soit  un  de  ses  grands 


lit 

cercles.  Que  cette  sphère  ne  soit  pas  le  quadruple  du  cône  dont^ 
nous  venons  de  parler  ;  et  supposons ,  si  cela  est  possible  y, 
qu'elle  soit  plus  gi^aaide  que  le  quadruple  de  ce  cône.  Soit  9  vn 
cône  qui  ait  une  base  quadruple  du  cercle  àbta  ^  et  une  hau- 
teur égale  au  rayon  de  la  sphère  ;  la  sphère  sera  plus  grande 
que  le  cône  ».  Nous  aurons  donc  deux  quantités  inégales  ,  la 
sphère  et  ce  cône.  Nous  pourrons  donc  prendre  deux  droites 
telles  que  la  raison  de  la  plus  grande  à  I4.  plus  petite  soit 
moindre  que  la  raison  de  la  sphère  au  cône  s  (3).  Que  ces 
droites  soient  K  ^  H.  Prenons  deux  autres  droites  ^  de  manière 
que  K  surpasse  i  de  la  même  quantité  que  i  surpasse  e  ^  et 
que  e  siupasse  H.  Concevons  que  Ton  ait  inscrit  dans  le  cercle 
ABFA  un  polygone  dont  le  nombre  des  côtés  soit  divisible  par 
quatre  ^  et  qu'on  ait  circonscrit  à  ce  même  cercle  un  polygone 
semblable  au  polygone  inscrit^  comme  dans  les  théorèmes 
précédens.  Que  la  raison  du  côté  du  polygone  circonscrit  au 
côté  du  polygone  inscrit  soit  moindre  que  la  raison  de  k  à  i  (4)  ; 
et  que   les  diamètres  Ar  ^  BA  se  coupent  entre  eux  à  angles 
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droits.  Si  le  diamètre  AT  restant  immobile  y  on  fait  £ure  tmé 
révolution  au  plan  des  polygones  ^  on  inscrira  une  figure  dans 
la  sphère  et  on  lui  en  circonscrira  une  autre  ;  et  la  raison  de  la 
figure  circonscrite  à  la  figure  inscrite  sera  triplée  de  la  raison 
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du  oâté  du  polygone  qxd  est  circonscrit  au  cercle  ABrA  au 
côté  du  polygone  qui  lui  est  inscrit.  Mais  la  raison  du  côté 
du  polygone  circonscrit  au  côté  du  polygone  inscrit  est  moindre 
que  la  raison  de  K  à  i  ;  donc  la  raison  de  la  figure  circonscrite 
à  la  figure  inscrite  est  moindre  que  la  raison  triplée  de  k  à  i. 
Mais  la  raison  de  k  à  h  est  plus  grande  que  la  raison  triplée  de 
K  à  I  ;  car  cela  suit  évidemment  des  lemmes  {ai).  Donc  la  raison 
de  la  figure  circonscrite  à  la  figure  inscrite  est  encore  moin- 
dre que  la  raison  de  k  à  H.  Mais  la  raison  de  k  à  h  est  moindre 
que  la  raison  de  la  sphère  au  cône  0  et  par  permuta- 
tion.  {€)  ce  qui  ne  peut  être.  En  effet ,  la  figure  cir- 
conscrite est  plus  grande  que  la  sphère^  et  la  figure  inscrite 
est  plus  petite  que  le  cône  K  ^  à  cause  que  le  cône  0  est  qua- 
druple d'un  cône  qui  a  une  base  égale  au  cercle  abi A ,  et  une 
hauteur  égale  au  rayon  de  la  sphère.  Mais  la  figure  inscrite  est 
moindre  que  le  quadruple  du  cône  dont  nous  venons  de 
parler  (  â8  ).  Donc  la  sphère  n-est  pas  plus  grande  que  le 
quadruple  du  cône  dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons^  si  cela  est  possible^  que  la  sphère  soit  plus  petite 
que  le  quadruple  du  cône  dont  nous  avons  parlé.  Prenons  les 
droites  k  ^  h  ^  de  manière  que  la  droite  k  étant  plus  grande  que 
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la  droite  h  ^  la  raison  de  k  à  h  soit  moindre  que  la  raison  du 
ctiae  0  à  la  sphère.  Soient  encore  les  deiuc  droites  e  ^  i  ^  comme 
dans  la  première  partie  du  théorème.  Concevons  que  Ton  ait 
inscrit  un  polygone  dans  le  cercle  abfa  et  qu'on  lui  en  ait  circon*- 
ficrit  un  autre  ^  de  manière  que  la  raison  du  côté  du  polygone 
circonscrit  au  côté  du  polygone  inscrit  soit  moindre  que  Ja 
raison  de  k  à  i  (4).  Que  le  reste  soit  construit  de  la  même  ma* 
nière  qu'on  Fa  fait  plus  haut.  La  raison  de  la  figure  solide 
circonscrite  à  la  figure  inscrite  sera  triplée  de  la  raison  du 
côté  du  polygone  circonscrit  au  cercle  abfa  au  côté  du  poly- 
gone inscrit  dans  ce  même  cercle.  Mais  la  raison  du  ,  côté  du 
premier  polygone  au  côté  du  second  polygone  est  moindre 
que  la  raison  de  k  à  i  ;  donc  la  raison  de  la  figure  circonscrite 
à  la  figure  inscrite  est  moindre  que-  la  raison  triplée  de  K  à  i; 
Mais  la  raison  de  k  à  h  est  plus  grande  que  la  raison  triplée  de 
K  à  I  ;  donc  la  raison  de  la  figure  circonscrite  à  la  figure 
inscrite  est  moindre  que  la  raison  de  k  à  h.  Mais  la  raison 
de  K  à  H  est  moindre  que  la  raison  du  cône  ff  à  la  sphère  (et) , 
ce  .qui  est  impossible.  Car  la  figure  inscrite  est  plus  petite  que 
la  sphère ,  tandis  que  la  figure  circonscrite  est  plus  grande 
que  le  cône  0  (33).  Donc  la  sphère  n^est  pas  plus  petite  que 
le  quadruple  du  eône  qui  a  une  base  égale  au  cercle  ABr^  ^  et 
tme  hauteur  égale  au  rayon  de  la  sphère.  Mais  on  a  démontré 
que  la  sphère  n'est  pas  plus  grande  ;  donc  la  sphère^est  qua- 
druple de  ce  çôneif 

'  PROPOSITION   XXXVll 

Ces  choses  étant  démontrées^  il  est  évident  que  tout  cylindre 
qui  a  une  base  égale  à  un  grand  cercle  d'une  sphère  *et  une 
hauteur  égale  an  diamètre  de  cette  sphère ,  est  égal  &  trcns  fois 
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la  moitié  de  cette  sphère ,  et  que  la  suir&çe  de  ce  cylindre  3  les 
bases  étant  comprises  y  est  aussi  égale  à  trois  foi^  la  moi|ié 
de  la  snrfaoe  de  cette  même  sphère. 

Car  le  cylindre  dont  nous  venons  de  parler  est  le  sextuplç 
d'un  cône  qui  a  la  même  base  que  ce  cylindre  et  une  hauteur 
égale  au  rayon  de  la  sphère*  Mais  la  sphère  est  le  quadruple  de 
ce  cône  ;  il  est  donc  évident  que  le  cylindre  est  égal  à  trois  fois 
la  moitié  de  la  sphère. 

.  Déplus^  puisque  ron  a  démontré  que  la  surface  d'un  cylindre^ 
les  baaes  exceptées  ^  est  égale  à  un  cercle  dont  le  rayon  est 
moyen  proportionnel  entre  le  côté  du  cylindre  et  le  diamètre 
de  sa  base  (x^)  ,  et  que  le  côté  du  cylindre  dont  nous  venons 
de  parler  est  égal  au  diamètre  de  sa  base  y  à  cause  que  ce 
cylindre  est  circonscrit  à  une  sphère  ;  il  est  évident  que  cette 
moyenne  proportionnelle  est  ^ale  au  diamètre  de  la  base. 
Mais  le  cercle  qui  a  un  rayon  égal  au  diamètre  de  la  base  du 
cylindre  est  le  quadruple  de  la  base  du  cylindre ,  c'est^-dire 
le  quadruple  d'un  grand  cercle  de  la  sphère;  doncla  surface 
du  cylindre  p  ses  baaes  exceptées ,  est  le  quadruple  d'un  grand 
cercle  de  la  sphère.  Dono  la  surâu^e  totale  du  cylindre ,  avec 
les  bases,  est  le  sextuple  d'un  grand  oerole.  Mais  la  surface  de  la 
sphère^ est  le  quadruple  d'un  grajad  cercle;  donc  la  surface 
totale  du  eylindce  est  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  la  sur* 
face  de  la  sphère. 

PROPOSITION   XXXVIIL 

La  surface  d'une  figure  inscrite  dans  un  segment  sphérique 
est  é^e  à  un  cercle  dont  le  quarré  du  rayon  .est  égal  à  la 
surface  comprise  sous  le  côté  du  polygoxïe  inscrit  dans  le  segment 
d'an 'grand  cercle,  et  sous  la  somme  des  droites  parallèles  à 
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la  base  du   segment,  réunie  avec  la  moitié  de  la  base  du 

segment* 

Soit  une  sphère ,  et  dans  cette  sphère  un  segment  qui  aiit 
pour  base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  ah.  Inscrivons 
dans  ce  segment  une  figure  terminée  par  des  surfieu^es  coniquei^ 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  Que 
AHO  soit  un  grand  cercle,  et 
ATEezAH  im  polygone  dont  les 
côtés ,  excepté  le  côté  AH ,  soient 
pairs  eh  nombre.  Prenons  un 
cercle  a  dont  le  quarré  du  rayon 
soit  égal  à  la  sur&ce  comprise 
sous  le  côté  Ar  et  sous  la  sdmme 
des  droites  ez,  ta  y  réunie  avec  la  moitié  de  la  base,  c^est^'à*» 
dire  ak.  Il  &ut  démontrer  que  le  cercle  A  est  égal  à  la  surfiu^e 
de  la  figure  inscrite. 

Prenons  un  cercle  m  dont  le  quarré  du  rayon  soit  égal  à  la 

sur&ce'  comprise  sou5  le  côté  £e  et  sous  la  moitié  de  £Z  ;  ce 

cercle   sera  égal  à  la  sur&ce  du   cône,  dont  la  base  est   le 

cercle  décrit  autour  du  diamètre  £Z ,  et  dont  le  sommet  est  le 

point  e  (i5).  Prenons  un  autre  cercle  k  dont  le  quarré  du 

rayon  soit  égal  à.  la  surface  comprise  sous  et  ,  et  sous  la  moitié 

de  la  somme  des  droites  fiZ,  rA  (17);  ce  cercle  seia  égal  à  la 

surface  du  cône  comprise  entre  les  plans  parallèles  conduits  par 

les  droites  £Z ,  rù.  Prenons  semblablement  un  autre  cercle  z 

dont  le  quarré  du  rayon  soit  égal  à  la  surfisuse  comprise  sous  AT 

et  sous  la  moitié  de  la  somme  des  droites  fù. ,  ah*  Ce  oerdm 

sera  aussi  égal  à  la  smiaoe  du  cône  comprise  entre  les  plans 

parallèles  conduits  par  les  droites  ah,  ta.  La  somme  de  ces  cercles 

sera  done  égale  à  la  surface  totale  de  la  figure  inscrite  dans  le 

segment  ;  et  la  somme  dej»  quarrés  de  leurs  rayons  sera  égale  à  la 
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surface  comprise  sous  un  côté  Ar 
et  sous  la  somme  des  droites  £Z  ^ 
T^,  réunie  avec  la  moitié  de  la 
base  AK.  Mais  le  quarré  du  rayon 
A'  étoit  aussi  égal  à  cette  surface  ; 
donc  le  cercle  a  est  égal  à  la 
somme  des  cercles  m  ,  K ,  ff. 
Donc  le  cercle  a  est  égal- à  la 
surÊice  de  la  figure  inscrite  dans 


mm 


PROPOSITION    XXXIX 


Qu^une  sphère  soit  coupée  par  im  plan  qui  ne  passe  pas  par 
ft6n  centre  ;  et  que  A£Z  soit  un  grand  cercle  de  cette  sphère , 
perp^idiculaire  sur  le  plan  qui  le  coupe.  Inscrivons  dans  le 
segment  abf  im  polygone  dont  les  côtés ,  excepté  la  base  àb  , 
soient  égaux  et  pairs  en  nombre.  Si  ^ 
comme  dans  les  théorèmes  précédons  y 
le  diamètre  1*2  restant  immobile^  on 
fait  faire  une  révolution  au  polygone^ 
les  angles  ^  >  £  ^  a  ^  b  décriront  les  ciiv 
conférences  des  cercles^  dont  les  dia« 
mètres  sont  i^£  ^  AB  ;  et  les  côtés  du  po  -• 
lygone  décriront  des  surfaces  coniques. 
De  cette  manière  il  sera  produit  une  figure  solide  terminée 
par  des  surfaces  coniques^  ayant  pour  base  le  cercle  décrit 
autour  du  diamètre  ab  et  pour  sommet  le  point  r.  Cette 
figure  y  ainsi  que  dans  les  théorèmes  précédens  y  aura  une  surface 
plus  petite  que  la  surface  du  segment  dans  lequel  cette  figuré 
est  comprise ,  parce  que  la  circonférence  du  cercle  décrit 
autour  du  diamètre  ab  est  la  limite  du  segmenl  et  de  la  figure 
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inêcnte;  que  chacune  de  ces  deux  sur&ces  est  concave  du 
même  côté ,  et  que  Time  est  comprise  par  Tautre  (  princ.  4  ). 

PROPOSITION    XL* 


La  suï&ce  de  la  figure  inscrite  dans  un  segment  de  ^hère 
est  plus  petite  qu'un  cercle  :  dont  le  rayon  est  égal  à  la  droite 
menée  du  sommet  du  segment  à  la  circonférence  du  cercle  qui 
est  la  base  du  segment 

Soit  une  sphère  ;  et  que  abze  soit  un  de  Ses  grands  cercles» 
Soit  dans  cette  sphère  ua  s^;ment  qui  ait  pour  base  le  cercle  dé- 
crit autour  du  diamètre  ab.  Inscrivons  dans  ce  segment  la  figure 
dont  nous  venons  déparier.  Dans  le  segment  du  cercle  décrivons 
ua  polygone^  et  faisons  le  reste  comme 
nous  Tavons  fait  plus  haut  Menons  le 
diamètre  de  la  sphère  Ae^  et  les  droites 
A£^  eA.  Soit  M  un  cercle  qui  ait  Un 
rayon  égal  à  la  droite  Àe.  Il  faut  dé-* 
montrer  que  le  cercle  m  est  plus  grand 
que  la  sur&ce  de  la  figure  inscrite. 


En  effets  nous  avons  démontré  que  ^ 


la  siu:face  de  la  figure  inscrite  est  égale  à  un  cercle  dont  le 
quarré  du  rayon  est  égal  à  la  surfiice  comprise  sous  £e  ^  et 
sous  la  somme  des  droites  £z^  ta,  ka  (38).  Nous  avons  encore 
démontré  que  là  surface  comprise  sous  £e  et  sous  la  somme 
des  droites  Èz,  ta,  tk  est  égale  à  la  surface  comprise  sous  les 
droites  ba^  Ke  (2  3).  Mais  la  surface  comprise  sous  £A^  k&,  est 
plus  petite  que  le  quarré  construit  sur  Ae^  parce  que  la  sur- 
face comprise  sous  Ae ,  0K  est  égale  au  quarré  construit  sur  Aé. 
ir  est  donc  évident  que  le  rayon  du  cercle  qui  est  égal  à  la 
8m*&ce  de  la  figure  inscrite  est  plus  petit  que  le  rayon  du 
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cercle  m  ;  d^où  il  suit  que  le  cercle  M  e$t  plus  grand  que  la  sur- 
face de  la  figure  inscrite. 

PROPOSITION    XLI. 


La  figure  inscrite  dans  un  segment  et  termiQée  par  des  sur* 
&ces  coniques  ^  avec  le  cône  qui  a  la  même  base  que  la  figure 
inscrite  y  et  qui  a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère^  est  égale 
à  im  cône  qui  a  ime  base  égale  à  la  smiace  de  la  figure  inscrite, 
et  une  hauteur  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
de  la  sphère  sur  le  côté  du  polygone. 

Soient  une  sphère  et  un  grand  cercle  de  cette  sphère.  Que  Asr 
soit  un  segment  plus  petit  que  le  demi-cercle.  Que  le  point  fi 


soit  le  centre.  Dans  le  segment  abf  inscrivons ,  comme  dans  les 
théorèmes  précédens  y  un  polygone  dont  les  côtés  y  excepté  le 
côté  Ar,  soient  égaux  entre  eux.  Si  be  restant  immobile, 
pu  £ût  fiûre  ime  révolution  à  la  sphère,  elle  engendrera 
tme  figure  terminée  par  des  sur&ces  coniques.  Que  le  cercle 
décrit  autour  des  diamètres  ai  soit  la  base  d^un  cône  qui  ait  son 
sommet  au  centre  de  la  sphère.  Prenons  lui  cône  k  ,  qui  ait  une 
base  égale  à  la  sur&ce  de  la  .figure  inscrite  et  une  hauteur  égale 
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à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  £  sur  un  des  côtés  du 
polygone.  Il  faut  démontrer  que  le  cône  k  est  égal  à  la  figure 
dont  nous  venons  de  parler  y  réunie  au  cône  A£r. 

Sur  les  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  droites  He  ^  za  > 
construisons  deux  cônes  qui  aient  leurs  sommets  au  point  fi. 
Le  rhombe  solide  hboe  est  égal  à  un  cône  qui  a  ime  base 
égale  à  la  surface  du  cône  HBe  y  et  une  hauteur  égale  à  la  per-^ 
pendiculaire  menée  du  point  £  sur  hb  (19)..  Le  reste  qui  est  ter* 
miné  par  la  surface  comprise  entre  les  plans  parallèles  conduits 
par  les  droites  He  ^  za^  et  par  les  surfaces  coniques  zea  ^  H£e^ 
est  égal  à  un  cône  qui  a  une  base  égale  à  la  surface  comprise 
entre  les  plans  parallèles  conduits  par  les  droites  ne  y  za  y  et  une 
hauteur  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  point  £  sur 
ZH  (20);  et  enfin  le  reste  qui  est  terminé  par  la  surface  cqm-^ 
prise  entre  les  plans  parallèles  conduits  par  les  droites  za  ^  af  ^ 
et  par  les  surfaces  coniques  A£r  y  zea  est  égal  à  un  cône  qui  a 
ime  base  égale  à  la  surface  compris  entre  les  plans  paraDèles 
conduits  par  les  droites  z a  ^  At ,  et  une  hauteur  égale  A  la  per^ 
pendiculaire  menée  du  point  £  sur  za.  Donc  la  somme  des  cônes 
dont  nous  Tenons  de  parler  est  égale  à  la  figure  inscrite^  réunie 
au  cône  A£r.  Mais  tous  ces  cônes  ont  une  hauteur  égale  à  la  p«- 
pendiculaire  menée  du  point  £  sur  un  des  côtés  du  polygone^  et 
la  somme  de  leurs  bases  est  égale  à  la  surface  de  la  figure  azhbo af; 
et  de  plus  le  cône  k  a  la  même  hauteur  >  et  sa  base  est  égale 
à  la  surface  de  la  figure  inscrite.  Donc  le  cône  K  est  égal  à  la 
somme  des  cônes  dont  nous  venons  de  parlôr.  Mais  nous  avons 
démontré  que  la  somme  des  cônes  dont  nous  Trions  de  parler 
est  égale  à  la  figure  inscrife^  réuttie  au  càùt  A£r.  I><mc  le  cône  K 
est  égal  à  la  figure  insorite^  réunie  au  cône  £Af. 

Il  suit  manifêsteoient  de  là  que  le  oôce  qui  a  pour  base  un 
cercle  dont  le  rayon  eit  égal  à  la  droite  menée  du  sommet 
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du  segment  à  la  circonférenoe  du  cercle  qui  est  la  base  du 
liegment  ^  et  ime  hauteur  égaie  au  rayon  de  la  sphère  y  est  plus 
grand  que  la  figure  inscrite  y  réunie  au  cône  A£r.  En  effet  y  le 
pdne  dont  nous  venons  de  parler  est  plus  grand  qu'un  cône 
égid  h  la  figure  inscrite^  réunie,  au  cône  qui  a  la  même  base 


que  le  segment  et  dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  sphère  ^ 
c'est-à-dire  plus  grand  qu'un  cône  qui  a  une  base  égale  à  la 
6ur&ce  de  la  figure  inscrite  et  une  hauteur  égale  à  la  per-r 
pendiculaire  meniée  du  centre  sur  le  côté  du  polygone;  car 
nous  ayons  démontré  que  la  base  du  premier  est  plus  grande 
que  la  base  du  second  (ôo)  ;  et  la  hauteur  du  premier  est  plus 
grande  ijue  la  hi^uteur  du  second» 

PROPOSITION   XLII. 


Soit  ime  sphère  ;  que  ABr  soit  un  de  ses  grands  cercles  ;  que 
la  droite  ab  coupe  un  segment  plus  petit  que  la  moitié  de  ce 
cercle;  qup  le  point  A  soit  I9  centre  du  cercle  ABr  ;  et  du  centre  A 
aux  points  A,  B  menons  les  droites  AA ,  A8*  Circonscï^ivons.  un 
polygone  au  secteur  produit  par  cette  construction ,  et  cir- 
/cpQSçrlvons  ^u^si   un  cercle  à  ce  pplygone-  Ce  cercle  aura 
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certainement  le  même  centre  que  le  cercle  ABr.  Si  le  diamètre 

£x:  restant  immobile  ^  nous  faisons  faire  une   révolution  au 

polygone ,  le  cercle  circonscrit  décrira  la  surface  d'une  sphère  j 

les  angles  du  polygone  décriront  des  cercles  dont  les  diamètres 

sont  des  droites  qui  étant  parallèles  à  ab  ^  joignent  les  angles 

du  polygone;  les  points  où  les  côtés 

du  polygone  toUcheht    le  plus   petit 

cercle^  décriront  dans  la  petite  sphère 

des  cercles  dont  les  diamètres    sdnt 

des  droites  qui  étant  parallèles  k  ab, 

joignent  les  points  de  ùontaot  ;  et  les 

côtés  du  polygone  décriront  dee  sur* 

faces  coniques.  De  cette  manière  on 

circonscrira  une  figure  terminée  par  des  surfaces!  conique^ 

dont  la  base  sera  le  cercle  décrit  autout  du  diaxnètre  m.  La 

surface  de  la  figure  dont  nous  venons  de  parler  est  plus  grande 

que  la  surface  du  petit  segment  sphérique  dont  la  base  est  le 

cercle  décrit  autour  du  diamètre  ab. 

En  eflfet ^  menons  les  tangentes  am,  in;  ces  tangentes  décri- 
ront une  surface  conique  ^  et  la  figure  produite  par  la  tévo** 
lution  du  polygone  amoianb  aura  une  surfiu)e  plus  grande 
que  la  surface  du  segment  sphérique  dont  la  baae  est  le  cetàle 
décrit  autour  du  diamètre  ab,  parce  que  ces  deux  siir&ces 
ont  pour  limite ,  dans  un  sâul  et  môme  plan ,  le  cercle  décrit 
autour  du  diamètre  ab  ,  et  que  le  segment  est  côlnprls  par  la 
figure.  Or  la  surface  conique  engendrée  par  les  droites  tu, 
HN  est  plus  grande  que  la  surface  conique  engendrée  par  ma  ^ 
NB  ;  parce  que  la  droite  ZM  est  plus  gr Ande  qud  la  droite 
MA  y  comme  étant  opposée  à  un  angle  droite  et  que  la  droite 
NH  est  aussi  plus  grande  que  la  droite  nb:  inais  lorsque  cela 
atTive ,   une    des  surfaces    engendrées   est  plus  grdnde  que 
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Tautre  (a) ,  ainsi  que  cela  a  été  démontré  dans  les  lemmes; 
Il  est  donc  évident  que  la  surface  circonscrite  est  plus  grande 
que  la  surface  du  segment  de  la  petite  sphère. 

PROPOSITION   XLIIL 

Il  suit  manifestement  du  théorème  qui  précède,  que  la  sur- 
face de  la  figure  circonscrite  à  un  secteur  sphérique  est  égale  à 
un  cercle  dont  le  quarré  du  rayon  est  égal  à  la  surface  com- 
prise sous  un  c6té  du  polygone  et  sous  la  somme  des  droites 
qui  joignent  les  angles  du  polygone,  réunie  avec  la  moitié  de 
la  base  du  polygone  dont  nous  venons  de  parler. 

Car  la  figure  qui  est  circonscrite  au  secteur  est  inscrite  dans 
le  segment  de  la  plus  grande  sphère.  Cela  est  évident  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (38), 

PROPOSITION    XLIV, 


La  surface  d'une  figure  circonscrite  à  un  segment  sphérique 
est  plus  grande,  que  le  cercle  dont  le.  rayon  est  égal  à  la  droite 
menée  du  sommet  du  8egn3:ent  à  la  circonférence  du  cercle  qui 
est  la  base  du  segment. 

Soit  une  sphère;  que  A^^r  soit  im 
de  ses  grands  cercles^  et  le  point  £ 
son  centre.  Circonscrivons  au:  secljeur 
AAB  un  polygone  azk  ^  et  à  ce  poly- 
gone un  cercle.  Que  cette  construc- 
tion  engendre  une  figure,  comme  plus 
haut  Soit  aussi  un  cercle  n  dont  le  q  uarré 
du  rayon  soit  égal  à  la  surface  comprise 
sous  uirdes  côtés  du  polygone ,  et  sous  la  somme  des  droites  qui 
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joi^ent  les  angles^  réunie  à  la  moitié  de  la  droite  K A.  Or,  la 
surface  dont  nous  venons  de  parler  est  égale  à  la  surface  com- 
prise sous  la  droite  Me ,  et  sous  la  droite  zh  ,  qui  est  la  hauteur 
du  segment  de  la  plus  grande  sphère,  ainsi  que  cela  a  été 
démontré  plus  haut  (fiS).  Donc  le  quarré  du  rayon  du  cercle 
N  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  'Me ,  HZ.  Mais  la  droite  HZ 
est  plus  grande  que  la  droite  .As  ^  qui  est  la  hauteur  du  petit 
segment  ;  car  si  l'on  mène  la  droite  KZ ,  cette  droite  sera  paral- 
lèle à  la  droite  AA.  Mais  la  droite  ab  est  aussi  parallèle  à  la 
droite  ka  ,  et  Iq.  droite  ze  est  commune  ;  donc  le  triangle  zkh  est 
semhlahle  au  triangle  aah.  Mais  la  droite  zk  est  plus  grande  que 
la  droite  AA  ;  donc  la  droite  zh  est  plus  grande  ^tie  la  droite 
AH*  De  plus ,  la  droite  Me  est  égale  au  diamètre  r A.  En  effet , 
joignons  les  points  b,  o;  puisque  la  droite  MO  est  égale  à  la 
droite  oz ,  et  la  droite  e£  égale  à  la  droite  £Z ,  la  droite  £0 
est  certainement  parallèle  à  la  droite  Me.  Donc  la  droite  Me 
est  double  de  la  droite  £0.  Mais  la  droite  rA  est  aussi  double  de  la 
droite  £e  ;  donc  la  droite  Me  est  égale  à  la  droite  r  A.  Mais 
la  surface  comprise  sous  les  droites  ta  ,  as  est  égale  au  quarré 
construit  sur  la  droite  a  A.  Donc  la  surface  de  la  figure  kza  est 
plus  grande  que  le  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  la  droite 
menée  du  sommet  du  segment  à  la  circonférence  du  cercle  qui 
est  la  base  du  segment ,  c'est-à-dire  à  la  circonférence  du  cercle 
décrit  autour  du  diamètre  ab  ;  car  le  cercle  N  est  égal  à  la  sur- 
face de  la  figure  circonscrite  au  secteur  (a). 

*    * 

PROPOSITION   XLV. 

La  figure  circonscrite  à  un  secteur,  avec  le  cône  qui  a 
pour  base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  ka,  et  pour 
sommet  le  centre  de  la  sphère ,  est  égale  à  un  cône  qui  a  une 


\ 
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\)afie  égale  à  la  surface  de  la  figure  circonscrite  ^  et  une  hau« 
t^ur  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  un  des 
côtés  du  polygone.  Il  est  évident  que  cette  perpendiculaire  est 
égale  au  rayon  de  la  sphère» 

Car  la  figwe  circonscrite  au  secteur  est  en  même  temps 
inscrite  dans  le  segment  de  la  grande  sphère  ^  qui  a  le  même 
centre  que  la  petite.  Donc  cela  est  évident  d'après  ce  qui  a 
été  dit  plitf  haut  (41). 

PROPOSITION   XLVI. 

U  s\ut  du  théorème  précédent^  que  la  figure  circonscrite^ 
skvço  1»  çôfiLQ^  e0t  plus  grande  qu'un  cône  qui  a  une  base  égale 
à  ufL  cercle  ^ya^t  uti  rayon  égal  à  la  droite  menée  du  sommet 
du  ^figwfinX  dç  Ifi  petite  sphère  à  ]a  côrconférence  du  cercle  qui 
^«t  1a  h^Pe  de  ce  (egment ,  et  une  hauteur  égale  au  rayon  de 

la  çph^^ 

Car  le  çâo?  qui  fier&  égal  k  la  figure  circonscrite  /  réunie  au 
cpQo  y  a^a^  çertsiinemeiit  xme  base  phis  grande  que  le  cercle 
dont  i»oujei  vfQOA^  ^  parler^  tandis  qu^il  aura  une  hauteur 
égftïe  *iw  r^ypn  de  1^  petite  q)hère. 

PROPOSITION    XLVII. 

•  ■ 

Soient  une  sphère  et  un  grand  cercle  de  cette  sphère^' 
que  le  segment  abf  soit  plus  petit  que  la  moitié  de  ce  grand 
cercle,  et  que  le  point  A  soit  le  centre  de  ce  cercle.  Inscri- 
vons dans  le  secteur  abf  un  polygone  équiangle;  circonscrivons 
à,  ce  même  secteur  un  polygone  ^mblahle  fiu  premier ,  et  que 
les  Q^téç  de  ce3  deux  polygope^  soient  ps^rallèles,  Cireonscri** 
vous  im  cercle  au  polygone  circonscrit  Si^  comme  dans  les 
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théorèmes  précédens ,  la  droite  ab   reatant  immobile ,  nous 

faisons  &ire  une  révolution  à  oes  cercles ,  les  c6tés  des  poly;- 

gones  engendreront  deux  iigurester* 

minées  par  des  sur&ces  coniques^ 

n  faut  démontrer  que  la  raison  de 

la  surface  de  la  figure  circonscrite  & 

la  surface  de  la  figure  inscrite  esfc 

doublée  de  la  raison  du  c6té  du 

polygone  circonscrit  au  côté  du  po^ 

lygone  inscrit;  et  que  la  raison  de  ces 

figures  réunies  au  cône  est  triplée 

de  la  raison  de  ces  mêmes  côtés. 

Soit  M  nn  cercle  dont  le  quarré  du  rayon  soit  égal  à  la  surf- 
face  comprise  eow  le  côté  du  polygone  circonscrit ,  et  sous  la 
somme  des  droites  qui  joignent  les  angles^  areo  la  moitié  de  la 
droite  £Z.  Le  cercle  M  sera  égal  à  la  surfiK^e  de  la  figure  cir^ 
conscrita  Soit  M  un  autre  cercle  dont  le  quarré  du  rayon  soit 
égal  à  la  surface  comprise  sous  le  côté  du  polygone  inscrit^  et 
sous  la  somme  des  droites  qui  joignant  les  angles^  avec  la  moitié 
de  la  droite  Ar.  Ce  cercle  sera  égal  à  la  earfàce  de  la  figure 
inscrites  Mais  les  surfiuses  dont  nous  venons  de  parler  sont 
entre  elles  comme  le  quarré  décrit  sur  bk  et  le  qfoarré  décrit 
sur  AA  (a).  Donc  le  polygone  circonscrit  est  au  polygone 
inscrit  comme  le  cercle  M  est  au  cercle  N.  D  Mt  donc  évident 
que  la  raison  de  la  surface  de  la  figure  circonscrite  à  la  sur- 
face de  là  figure  inscrite  est  doublée  de  la  raison  de  ek  à  aa  ^ 
c'est-à*»dire  qu'elle  est  égale  à  la  raison  du  polygone  circon- 
scrit au  polygone  inscrit 

A  présent  ^  soit  s  un  o^ne  qui  ait  une  base  égftle  au  cercle  m  y 
et  une  hauteur  égale  au  rayon  de  la  petite  sphère;  ce  cône  sera 
égal  à  la  figure  circonscrite,  réunie  au  cône  qui  a  pour  base  le 
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cercle  décrit  autour  du  diamètre  EZ  et  pour  sommet  le  point 
•  A  (^t>).  Soit  G  un  autre  cône  qui  ait  une  base  égale  au  cercle  n 
et  une  hauteur  égale  à  la  perpendiculaire  menée  du  point  ù, 
sur  A  A.  Ce  cône  sera  égal  à  la  figure  in- 
scrite^ réunie  au  cône  qui  a  pour  base 
le  cercle  décrit  autour  du  diamètre 
Ar,  et  pour  sommet  le  point  A, 
ainsi  que  cela  a  été  démontré  (41). 
Mais  la  droite  ek  est  au  rayon  de  la 
petite  sphère  comme  la  droite  aa 
est  à  la  perpendiculaire  menée  du 
centre  A  sur  aa;  et  il  est  démon* 
tré  que  ek  est  à  aa  comme  le  rayon  du  cercle  m  est  au  rayon 
du.  cercle  N  (é),  et  comme  le  diamètre  du  premier  cercle  est 
au  diamètre  du  second.  Donc  le  diamètre  du  cercle  qui  est 
la  base  du  cône  9  est  au  diamètre  du  cercle  qui  est  la  base 
du  cône  o ,  comme  la  hauteur  du  cône  s  est  à  la  hauteur  du 
cône  o.  Donc  ces  cônes  sont  semblables  ;  donc  la  raison  du  cône  s 
au  cône  o  est  triplée  de  la  raison  du  diamètre  de  la  base  du 
premier  au  diamètre  de  la  base  du  second.  Il  est  donc  évident 
que  la  raison  de  la  figure  circonscrite  ^  réunie  au  cône^  à  la  figure 
inscrite  >  réunie  au  cône ,  est  triplée  de  la  raison  ek  à  aa* 


PROPOSITION    XLVIH 


-^ 


lia  sur&ce  d'un  segment  sphérique  quelconque  plus  petit 
que  la  moitié  de  la  sphère ,  est  égale  à  un  cercle  qui  a  pour 
rayon  une  droite  menée  du  sommet  du  segment  à  la  circonfé-^ 
rence  du  cercle  qui  est  la  base  du  segment 

Soit  une  sphère  ;  que  ABr  soit  un  de  ses  grands  cercles.  Soit  un 
segment  plus  petit  que  la  moitié  de  cette  sphère ,  qui  ait  pour 
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base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  Ar,  et  perpendicu- 
laire sur  le  cercle  abi.  Prenons  un  cercle  z  dont  le  rayon  soit 
égal  à  la  droite  ab.  Il  faut  démontrer  que  la  surface  du  sog««. 
ment  abp  est  égale  à  la  surface  du  cercle  z. 

Que  la  surface  de  ce  segment  ne 
soit  point  égale  au  cercle  z  ;  et  sup^ 
posons  d'abord  qu'elle  soit  plus 
grande.  Prenons  le  centre  A;  du 
centre  A  menons  des  droites  aux 
points  A ,  r ,  et  prolongeons  ces 
droites.  Puisque  Ton  a  deux  quantités 

inégales^  savoir  la  surface  du  segment  et  le  cercle  Z,  inscri- 
vons dans  le  secteur  ABr  un  polygone  éqUilatère  et  équiangle; 
et  circonscriyons*lùi  un  polygone  .semblable^  de  manière  que 
la  raison  du  polygone  circonscrit  au  polygone  inscrit  soit 
moindre  que  la  raison  de  la  surface  du  segment  au  cercle  z  (6). 
'Ayant  fait  &ire  ^  comme  auparavant  ^   une  révolution   au 
cercle  abf^  on  aura  deux  figures  -  terminées  par  des  surfaces 
coniques  y  Tune  circonscrite  et  l'autre  inscrite  ;  et  la  surface  de 
la  figure  circonscrite  sera  à  la  surface  de  la  figure  inscrite 
comme  le  polygone  circonscrit  est  au  polygone  inscrit;  car. 
chacune  de  ces  raisons  est  doublée  de  la  raison  du  côté  du. 
polygone  circonscrit  au  polygone  inscrit  (47).  Mais  la  raisoa 
du  polygone  circonscrit  au  polygone  inscrit  est  moindre  que 
la  raison  de  la  surface  du  segment  dqnt  nous  venons  de  parler 
au  cercle. z  (a);  et  la  surface  de  la  figure  circonscrite  est  plus 
grande  que  la  surface  du  segment  ;  donc  la  surface  de  la  figure 
inscrite  est  plus  grande  que  le  cercle  z.  Ce  qui  ne  peut  être; 
car  on  a  démontré  que  la  surface  de  la  figure  dont  nous  venons 
de  parler  est  moindre  que  le  cercle  z  (40). 

Supposons  à  présent  que  le  cercle  z  soit  plus  grand  que  la 
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surface  du  segment  Circonscrivons  et  inscrivons  des  polyjgones 
semblable» ,  de  manière  que  la  rai- 
son du  polygone  circonscrit  au  po- 
lygone inscrit  soit  moindre  que  la 
raison  du  cercle  z  à  la  surface  du 
segment.......  {€).  Donc  la  surface  du 

segment  n'est  pas  plus  petite  que  le  - 

cercle  z.  Mais  on  a  démontré  qu'ellô  n'est  pas  plus  grande  ; 

donc  elle  lui  est  ég^e. 

PROPOSITION   XLIX 


Ù 


Si  le  segment  est  plus  grand  que  la  moitié  de  la  spb^re ,  sa 
surface  sera  encore  égale  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à 
la  droite  menée  du  sommet  du  segment  à  la  circonférence  du 
cercle  qui  est  la  base  du  segment. 

Soient  ime  sphère  et  un  de  ses  grands  cercles;  supposons  que 
le  cercle  ait  été  coupé  par  un 
plan  perpendiculaire  conduit  par 
la  droite  aa.  Que  le  segment  ba 
soit  plus  petit  que  lA  moitié  de  la 
sphère  ;  que  le  diamètre  Br  soit  per- 
pendiculaire sur  AA  ;  et  des  points 
6^  r  menons  au  point  a  les  droites 
BA  y  At.  Soit  im  cercle  £  qui  ait  tm 
rayon  égala  ab;  soit  aussi  un  cercle  Z  qui  ait  im  rayon  égal  à  Ar; 
et  soit  enfin  tm  cercle  h  qui  ait  un  rayon  égal  à  fb.  Le  cercle  h 
est  égal  à  la  somme  des  deux  cercles  ê  ,  t.  Mais  le  cercle  h  est  égal 
à  la  surface  totale  de  la  sphère ,  parce  que  chacime  de  ces  sur- 
faces est  quadruple  du  cercle  décrit  autour  du  diamètre  bf; 
et  le  cercle  b  est  égal  à  la  surface  du  segment  ab A ,  ainsi  que 
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cela  a  été  démontré  pour  un  segment  moindre  que  la  moitié 
de  la  sphère  (48);  donc  le  cercle  restant  z  est  égal  à  la  surface 
du  segment  ata;  et  ce  segment  est  plus  grand  que  la  moitié  de 
la  sphère. 

PROPOSITION   L. 

Un  secteur  quelconque  d'une  sphère  est  égal  à  un  cône 
qui  a  une  base  égale  à  la  surfiice  du  segment  sphérique  qui 
est  dans  le  secteur,  et  une  hauteur  égale  au  rayon  de  cette 
sphère. 

Soit  une  sphère  ;  que  abà  soit  un  de  ses  grands  cercles.  Que 
le  point  r  s<Ht  le  centre  de  ce  cercle. 
Soit  un  cdne  qui  ait  pour  base  un 
cercle  égal  à  la  surface  décrite  par 
Tare  ASA  et  pour  hauteur  une  droite 
égale  à  Br.  n  faut  démontrer  que  le 
secteur  AsrA  est  égal  au  cône  dont  a 
nous  venons  de  parler. 

Car  si  ce  secteur  n'est  pas  égal  à  ce  cône,  supposons  que  ce 
secteur  soit  plus  grand.  Que  le  cône  dont  nous  venons  de  parler 
soit  e.  Puisque  nous  avons  deux  quantités  inégales ,  le  secteur  et 
le  cône  e ,  cherchons  deux  droites  A ,  e  ,  dont  la  plus  grande  soit 
A;  que  la  raison  de  a  à  e  soit  moindre  que  la  raison  du  secteur 
à  ce  cône (5).  Prenons  ensuite  deux  droites  z,h,  de  manière  que 
l'excès  de  A  sur  z  soit  égal  à  l'excès  de  z  sur  h,  et  à  l'excès  de  h 
sur  E.  Bans  le  plan  du  cercle ,  circonscrivons  au  secteur  im  poly- 
gone équilatère  dont  le  nombre  des  angles  soit  pair ,  et  inscri- 
vons dans  ce  même  secteur  un  polygone  semblable  au  prenuer, 
de  manière  que  la  raison  du  côté  du  polygone  circonscrit  au 
côté  du  polygone'  inscrit  soit  moindre  que  la  raison  de  A 
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i  z  (6).  Ayant  lait  faire  nue  révolutiou  au  cercle  aià  f  comme 

daiK  les  théorèmes  précédens ,  on  aura  deux,  figures  terminées 

par  des  surfaces  coniques,  la  raison  de  la  figure  cit«onscrite> 

avec  le  cône  qui  a  son  sommet  au  point  r,  à  la  figure  inscrite, 

avec  ce  même  cône,  sera  triplée  de  la  raison  du  côté  du  polygone 

circonscrit  au  côté  du  poljgone  inscrit  (47).  Mais  la  raison  du 

côté  du  polygone  circonscrit  au  côté 

au  polygone  inscrit  est  moindre  que  I 

la  raison  de  A  à  2;  donc  la  ndson 

de  la  figure  ac^ide  ciroenscrite  doAt 

nous  Tenons  de  parler  à  la  figure 

inscrit*  est  moindre  que  la  raison 

triplée  de  A  i  z.  Mais  la  raison  de  A  i  B  est  phi»  grande  que  la 

raison  triplée  de  i  à  z  («);  aonc  h  raison  de  la  «gure  solide 

circonscrite  au  secteur  à  la  figan  insetile  eeC  moindlre  que  la 

raison  de  ^  i  E.  Mais  la  rxison  de  A  à  c  est  moindre  qne  la 

raison  du  secteur  solide  au  e«na  e  ;  don»  te  raison  de  la  figure 

solide  qui   est  cir-conscrite  ax  secteur  à  la  SgOre  insorile  est 

moindre  que  la  raison  du  secteur  solide  an  o4do  »,  et  par  per- 

"»"'»''«"• (ê>  Mais  1*  figure  solide  ciltsonserite  est  plus 

grands  que  le  secteur  ;  donc  la  figure  iaaerite  au  secteur  est 
plus  grande  que  le  câae  s.  C»  qui  u«  p8»l  être;  car  on  a 
déœoatjré,  dans  les  tbfortmcs  firécédeas,  qm  cetto  figure  est 
plus  grande  que  ce  c6i»,  cfest-à-dlr»  qn'im  c«n«  qui  a 
.  pour  hâte  un  oercli;  dut  le  iiqroli  est  égai  à  la  droite  me- 
née du  sommet  du  se);i>ient  à  k  circoMférence  da  cercle 
qui  est  la  base  du  segment,  et  pour  haateur  «ne  droite  égale 
au  rajroB  de  la  sfiiére  (41).  Mai»  le  oô»e  *mt  nous  Tenons 
de  parler  est  le  in£iiHi  epie  le  cône  0 ,  iKaisquc  ce  cône  a  une 
hase  égals  k  la  snr&ce  du  segment,  c'est-à-dire  au  cercle  dont 
BOUS  aTon»  parlé,  et  pour  hauteur  une  droite  égale  au  rayon 
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de  la  sphère.  Donc  le  secteur  solide  n^est  pas  plus  grand  que  le 
cône  e. 

Supposons  à  présent  que  le  cône  e  soit  plus  grand  que  le 
secteur  solide,  Que  la  raison  de  la  droite  à  à  la  droite  e^  dont 
la  droite  A  est  plus  grande ,  soit  moindre  que  la  raison  du  cône 
au  secteur.  Prenons  également  deux  droites  tf  h^  de  manière  que 
la  raison  du  côté  du  polygone  qtd  est  circonscrit  dans  le  secteur 
plan  et  dont  le  nombre  des  angles  est  pair^  au  côté  du  polygone 
inscrit  soit  moindre  que  la  raison  de  A  à  z  ;  et  circonscriTons  au 
secteur  solide  une  figure  solide^  et  inscriyons-lui  une  autre 
figure  solide.  Nous  démontrerons  de  la  même  manière  que  la 
raison  de  la  figure  qui  est  circonscrite  au  secteur  solide  à  la 
figure  inscrite  est  moindre  que  la  raison  de  A  à  £^  et  que  la 
raison  du  cône  e  au  secteur.  Donc  la  raison  du  secteur  an 
cône  e  est  moindre  que  la  raison  de  la  figure  solide  inscrite 
dans  le  segment  à  la  figure  circonscrite.  Mais  le  secteur  est  plus 
grand  que  la  figure  qui  lui  est  inscrite  ;  donc  le  cône  e  est  ^us 
grand  que  la  figure  circonscrite  ^  ce  qui  ne  peut  être.  Car  on  a 
démontré  qu^im  tel  cône  est  plus  petit  que  la  figure  circonscrite 
au  secteur  (44).  Donc  le  secteur  est  égal  au  cône  b. 
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DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CYLINDRE. 


LIVRE   SECOND. 


Archimedk  a  Dosithé£>  SalÛt. 


Tu  m^avois  engagé  à  écrire  les  démonstrations  des  problèmes 
que  f  ayois  envoyés  à  Conon;  mais  il  est  arrivé  que  la  plupart 
de  ces  problèmes  découlent  des  théorèmes  dont  je  f  ai  déjà  en- 
voyé les  démonstrations  ;  tels  sont  ^  par  exemple  >  les  théorèmes 
suivans: 

3La  surface  d^une  sphère  quelconque  est  quadruple  d'un  de 
ses  grands  cercles. 

.  La  surÊtce  d'un  sèment  sphérique  quelconque  est  égale  à  un 
cercle  qui  a  un  rayon  égal  à  la  droite  menée  du  sommet  du 
segment  à  la  circonférence  de  sa  base. 

Un  cylindre  qui  a  une  base  égale  à  un  grand  cercle  d'une 
sphère,  et  une  hauteur  égale  au  diamètre  de  cette  sphère,  est 
égal  à  trois  fois  la  moitié  de  cette  sphère ,  et  la  surface  de  ce 
cylindre  est  aussi  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  la  surface  de 
cette  même  sphère. 

Et  enfin,  tout  secteur  soHde  est  égal  à  un  cône  qui  a  une 
base  égale  à  la  partie  de  la  surface  de  la  sphère  comprise  dans 
le  secteur,  et  ime  hauteur  égale  au  rayon  de  la  sphère. 

Tu  trouveras  dans  le  livre  que  je  t'envoie  tous  les  théorèmes 
et  tous  les  problèmes  qui  découlent  des  théorèmes  dont  je  viens 
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parler.  Quant  aux  choses  que  Ton  trouve  par  d'autres  con^ 
sidérationfi  et  qui  regardent  lés  élices  et  les  canoïdes ,  je  ferai 
en  sorte  de  te  las  envoyer  le  plutôt  possible. 

Voici  quel  étoit  le  premier  problème. 


PROPOSITION   L 


Une  sphère  étant  donnée^  trouver  une  surface  plane  égale  à 
la  sur&ce  de  cette  sphère. 

Cela  est  évident;  car  la  démonstration  de  ce  problème  est 

4 

une  suite  du  théorème  dont  nous  venons  de  parler  ;  attendu  que. 
le  quadru|>le  d^un  grand  cercle^  qui  est  une  sur&ce  plane  ^  est. 
égal  à  la  surface  de  la  sphère. 


I  -« 


PROPOSITION    IL 

Le  problème  suivant  étoit  le  seconcL 

Un  cône  ou  un  cylindre  étant  donné ,  trouver  une  ^hèro 
égale  à  ce  cône  oti  à  ce  cylindre.  ,,  ?  .  , 

Soit  A  le  cône  ou  le  cylindre  dpnné.  Que  la  sphère  b  spit  égale 
à  A.  Supposons  que  le  cylindre  rzA  soit  égal  à  trois  fois  la  moitié 
du  cône  ou  du  cylindre  a.  Que  le  c^^  ,  < 
lindre  qui,^  pcmr  b^^le  çerde  4écnt 
autQur  dii^diaip^ètre;  Bç  ^  et  poui;  axç  . 
la  droite  M  égale  au  djiam.ètre  de  Jft 
sphère  b.,  spit  égal  à  .trois  fois  la  mioi- 
tié  de  ^sphère  B  :  le  cyli^jij^e^  M^^ 
Wj??i.^yliïidre.x,  Mais  l^  Jî^^sq^  ; 
des  cylindres  égaux,  sont  irécipp^pH     ' 

quement  propQrtipimellp8,.à,leur8  hauteurs;  donc  le  cercle  b 
ertaucçrclex,  c'est-à-dire  le  gt^né  .oonstroit  sur  ta  est  au 
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quorré  cciifttruit  9ur  Hê  ^oomme  ka  est  à  ex.  Mai^  ka  est  égal 
à  He  ;  c»r  un  oyliaflre  qui  est  égal  à  tra^g  fou  la  moitié  de  la 
sphère ,  et  dont  Taxe  eal;  égal  pu  diionèfere  de  cette  même 
sphère^  a  une  base  K  égale  k  tin  ^rand  cerda  de  o$tt6  même 
sphère  (1,57).  Donc  le  quarré  construit  sur  ta  est  au  quarré  con- 
struit sur  He  comme  He  est  à  £Z«  Que  la  surface  comprise  sous 
rA^  MH  soit  égale  au  quarré  con- 
atruij^  sur  if^.  La  droite  ta  sera  à 
la  droite  mn  comme  le  quarré  con- 
tbPvàt  sur  r  A  est  au  quarré  construit 
tii7  ife  ^  e^est-^à^re  comme  He  est  à 
ht  ;  et  par  jiermutation  (a),  la  droite 
r  A  est  à  la  droite  He  comme  ne  *  est 
à  MH  ^  et  comme  mn  est  à  £Z.  Mais  les 

deux  droites  rA,  m  sont  données  (^);-donc  les  deux  moyennes 
proportionnelles  ne,  mn  entre  les  deux  droites  fa,  EZ  sont 
aussi  données.  Donc  chacune  des  deux  droites  ne,  mn  est 
donnée.  ^   ■         •  .     . 

On  construira  le  problème  de  la  matiièrè  suivante.  Soit  À 
Je  odne  ou  le  cr^Ëndre  donné.  D!  faut  trouver  une  sphère  égale 
au  eâne  ou  iau  cyKndr»  A. 

Que  le  cylindre  dont  la  base  est  le  cercle  décrit  autour  du 
diamètre  rÀ ,  et  dont  Taxe  est  là  droite  ez  ,  èoit  égal  à  trois  foî^  la 
moitié  du  cdnç  ou  du  ^lindre  A.  Prenons  deux  moyetines  pro- 
por^oqpaelles  ne  ^  mjs^  entre  ta  ;  eï  /de  manière  que  ta  soit  à 
He  comme  ne  es^  k  mj^,  et  comme  mn  est  à  ez  (y)  ;  et  concevons 
un  cylindre  qui  ait  po^^  base  te' cercle  décrit  autour  du  dia- 
mètre He ,  et  ppur  ax0  la  droite  «a  égale  au  diamètre  ne.  Je 
dis  que  le  cylindre  E  est  égal  au:  eyliiidre  K. 

Poû^pie  rdk  est  à  m  eemme  îén  est  à  ez:  par  nermutation . 


et  k  cause  que  h»  eet  égal  àXA  («T),  Ja  droite  ta  sera  k  la  droite 
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«ttnit  «itf  Me  «Oifiln»  le  0e#igl«  fe  eM  àU  êiHf^  k.  Mdâs  le  èèi^d 
E  est  ati  tie#de  ft  cd«ytn»  lÂ  «st  à  ë£  >  dém  leé  bdéétf  e,  k  ^èS 
cylitldrM.Bôat  réci{»r^élllMit  pfOpdffiôiMèlIèé  à  lèâri  hàuH 
leurs  ;  donc  le  cylindre  £  est  égal  au  cylindre  K.  Mais  le  cyfiiidrë 
K  est  égal  à  trctts  fois  la  moitié  de  la  sphère  qui  a  pour  dia-^ 
mètre  la  droite  ne;  donc  la  sphère  qui  a  un  diamètre  égal  à  la 
droite  ne ,  c'est*à'«<lire  >  la  q>hère  b  est  égale  au  cône  ou  au 
cylindre  À. 

tROJE^OSITION   III 

V 

Un  segment  quelconque  d^une  sphère  est  égal  à  im  cône  qid 
al»  njénie  base  qiw  ce weg^MB/A ^ .A  j^<Bsit  huaiiajap  iboi»  cfaAfite 
qui  est  à  la  liaattair  du  ÈégmÊtM  ôamnleiiAé  ètohk  eampmié 
dn  ragroû  de  ht  sphdre  et  de  k>  faamtéur  àéYwoLtée  sêgitaonCi 
est  à  la  hauleiir  dorent  auiris^ ée§mœt^ 

Soient  Une  siîbèn  et  m  de  kes' gnuAi  oaroU»  ipA  àte  j^dior 
diamètre  Ik  drorMr  AT.  CcMiyotts  ealte^  s^èrè  p9à  vm  fflaii  moÊér 
pÀr  la  dfoke  m  ^  et  peq^didilàiito  sar  la  A:«LW  af;  i^aa  Var 


pointée  soit  le  éedtt^.  Qtxélà  sottntfè  èeè  dbtbt  droites  é> y  Ai 
soit  à  k  débite  A£  comiùê'  àA  éétk  Të;  et  dé  pTUs^  4ue  lartottiihe 
des  deux  droites  er ,  r£  soif  k  la  djifoité  Ti  ctnoxùt  tE  è9t  k  ba^ 


•%l 
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Sur  le  cercla  dont  bz  est  le  diamètre ,  construisons  deiu  c^nes 
qui  aient  pour  sommets  les  points  k  ^  A.  Je  dis  que  le  cône 
BAZ  est  égal  au  segment  de  la  sphère  qui  est  du  côté  r^  et 
que  le  cône  bkz  est  égal  au  segment  de  la  sphère  qui  est  du 
côté  A. 


Menons  les  rayons  Be  ^  ez  :  cooaceyons  un  cône  qui  ait  pour 
base  le  cerclé  décrit  autour  du  diamètre  bz  ^  et  pour  sommet  le 
]k>int  e.  Soit  aussi  un  cône  h  qui  ait  une  base  égale  à  la  sur&ce 
du  segment  sphérique  bfz  ^  e^est-a-dire  à  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  ^al  à  la  droite  bf;  et  que  la  hauteur  de  ce  cône  soit  égale  au 
rayon  de  la  ^lière.  Le  cône  m  sera  égal  au  secteur  solide  Brez  ^ 
ainsi  que'  cela;  a  été  démontré  dans  le  pri^mier  livre  (  i  ^  5o). 
Puisque  A£  est  à  £r  comme  la  somme  des  droites  eA  ^  A£  est 
à  la  droite  a£  ;  par  soustraction ,  la  droite  ta  sera  à  la  droite  fe 
comme  sa  est  à  a£  ^  c'est-4-dire  comme  re  est  à  ae  ;  par  per^ 
mutation  i  la  droite  af  sera  à  la  droite  re  comme  fe  est  à  ea  ;  et 
enfin  par  addition ,  la  droite  9A  sera  à  la  droite  er  comme  fa 
est  à  AE  ^  c'est-à-dire  comme  le  quarré  construit  sur  fb  est  au 
quarré  construit  sur  b£.  Donc  la  droite  eA  est  à  la  droite  re 
comme  le  quarré  construit  sur  fb  est  au  quarré  construit  sur 
Bp.  Mais  la  droite  fb  est  égale  au  rayon  du  cercle  m  ^  et  la 
droite  be  lest  égale  au  rayon  du  cercle  décrit  autour  du  dia^ 
vaèpce  BZ  ;  donc  A^  est  à  çf  conune  le  cercle  h  est  au  çerc}e 
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décrit  autour  du  diamètre  BZ.  Mais  la  droite  er  est  égale  à  Taxe 
du  cône  M;  donc  la  droite  Ae  est  à  l'axe  du  cône  m  comme  le 
cercle  u  est  au  cercle  décrit  autour  du  diamètre  b2  ;  donc  le 
cône  qui  a  pour  base  le  cercle  m,  et  pour  hauteur  le  raycm  de 
la  sphère  est  égal  au  rhombe  soUde  b Aze ,  ainsi  que  cela  a  été 
démontré  dans  le  quatrième  lemme  du  premier  livre  (  i ,  17). 
Ou  bien  de  la  manière  suiviante^  puisque  la  droite  Ae  est  à  la 
hauteur  du  cône  m  comme  le  cercle  m  est  au  cercle  décrit 
autour  du  diamètre  bz  ,  le  cône  m  sera  égal  au  cône  qui  a  pour 
base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  bz  et  pour  hauteur  la 
droite  Ae  ;  car  les  bases  de  ces  cônes  sont  réciproquement  pro- 
portionnelles à  leurs  hauteurs.  Mais  le  cône  qui  a  pour  base  le 
cercle  décrit  autour  du  diamètre  bz  ^  et  ppijr  hauteur  la  droite 
Ae  ,  est  égal  au  rhombe  solide  BAze  ;  donc  le  cône  m  pst  ausd 
égal  au  rhombe  solide  BAze.  Mais  le  cône  m  est  -égal  au  secteiu: 
solide  BFze  ;  donc  le  secteur  solide  Bize  est  égal  au  rhomb^ 
solide  B Aze.  Donc  si  Vqïx  retranche  |e  côxie  commun  qui  a  pQur 
base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  bz  et  pour  hauteur  la 
'droite  £8^  le  cône  restant  baz  sera  égal  au  segment  sphé^ 
idque  Bzr. 

On  démontrera  semblablement  que  le  cône  bkz  est  égal  au 
segment  sphérique  baz.  £n  effets  puisque  la  droite  K£  est  h 
la  droite  £A  comme  la  somme  des  droites  er^  r£  est  à  la 
droite  r£;  par  soustraction  ^  la  droite  ka  est  à  la  droite  Afi 
comme  er  est  à  r£.  Mais  er  est  égal  à  eA  ;  donc ,  par  permu** 
tation  9  la  droite  ka  est  à  1«  droite  Ae  comme  A£  est  à  £r.  Donc, 
par  addition ,  la  droite  Ke  lest  à  la  droite  eA  comme  Ar  est  à  r£ , 
c'estrÀ-dire  pomme  le  quarré  construit  sur  ba  est  au  quarré 
construit  sur  B£.  Supposons  de  nouveau  un  cercle  n  ,  qui  pit  un 
rayon  égal  à  la  droite  ab.  Le  cercle  n  sera  égal  à  la  surface  du 
segment  sphérique  baz.  Oonceypns  un  cône  n  qui  «it  upe  hau- 

12 
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leur  égale  au  rayon  de  la  sphère  ;  ce  cône  sera  ég^l  au  secteur 
solide  BezA  ^  ainsi  que  cela  a  été  démontré  dans  le  livre  pre^ 
mier  (  1  ^  5o  )  (a).  Mais  nous  avons  démontré  que  la  droite  K0 
est  à  la  droite  eA  comme  le  quarré  construit  sur  ab  est  au 


quarré  construit  sur  B£ ,  c'est-à'-dire  comme  le  quarré  construit 
sur  le  rayon  du  cercle  N  est  au  quarré  du  rayon  du  cercle 
décrit  autour  du  diamètre  BZ ,  c^est-à'-dire  comme  le  cercle  N 
est  au  cercle  décrit  autour  du  diamètre  BZ  ;  et  la  droite  AS  est 
égale  à  la  hauteur  du  cône  n  ;  donc  la  droite  Ke  est  à  la  hau-* 
.  teur  du  cône  N  comme  le  cercle  n  est  au  cercle  décrit  autour 
du  diamètre  bz.  Donc  le  cône  N  ^  c'est-à-dire  le  secteur  BezA 
est  égal  à  la  figure  BezK.  Donc  si  nous  ajoutons  à  chacun  de  ces 
deux  solides  le  cône  dont  la  base  est  le  cercle  décrit  autour  de 
BZ ,  et  dont  la  hautetœ  est  la  droite  Ee  ^  le  segnlent  sphérique 
total  ABZ  sera  égal  au  cône  bzr  (^).  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

D  est  encore  évident  qu'en  général  un  segment  sphérique  est 
à  im  cône  qui  a  la  même  base  et  la  même  hauteur  que  ce 
segment ,  comme  la  somme  du  rayon  de  la  sphère  et  de  la  hau- 
teur de  l'autre  segment  est  à  la  hauteur  de  cet  autre  âegment; 
car  la  droite  A£  est  à  la  droite  Er  comme  le  cône  ûzb,  c'est-à- 
dire  le  segment  bfz  est  au  cône  biz. 


mêmes  choses  étant  supposées,  nous  démontrerons  autre- 
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ment  que  le  cône  kbz  est  égal  au  segment  sphérique  azb.  Soit  un 
côneN  qui  ait  une  base  égale  à  la  surface  de  la  sphère  et  une 
hauteur  égale  au  rayon.  Ce  cône  sera  égal  à  la  sphère.  En 
effet  ^  nous  -  ayons  démontré  que  la  sphère  est  quadruple  du 


cône  qui  a  pour  base  un  grand  cercle  de  cette  sphère  et  pour 
hauteur  un  rayon  de  cette  même  sphère  (i ,  56);  or  le  cône 
N  est  aussi  quadruple  du  cône  dont  nous  venons  de  parler  > 
parce  que  *  la  base  du  premier  cône  est  quadruple  de  la 
base  du  second ,  et  que  la  surface  de  la  sphère  est  qtiadruplo 
d'un  de  ses  grands  cercles.  Puisque  la  somme  des  droites  eA^ 
AE  est  à  la  droite  A£  comme  ab  est  à  ef;  par  soustraction 
et  par  permutation  ^  la  droite  er  sera  à  la  droite  fâ  comme 
AE  est  à  EF»  De  plus^  puisque  la  droite  K£  est  à  la  droite  ea 
comme  la  somme  des  droites  er ,  fe  sera  à  la  droite  fe  ; 
par  soustraction  et  par  permutation  >  la  droite  ka  sera  à  la 
droite  re  ou  à  la  droite  eA  comme  ae  est  à  et,  c'èst«-à-dire 
comme  er  est  à  fa.  Donc ,  par  addition ,  et  à  causé  que  la 
droite  Ae  est  égale  à  la  droite  ér  ^  la  droite  ko  sera  à  la  droite 
èF  comme  0A  est  à  AT  ;  et  {y)  la  droite  totale  KA  est  à  la  droite 
Ae  conune  Ae  est  à  af  ^  c'esfr<À<<lire  comme  Kè  est  à  eA.  Donc 
la  surface  comprise  sous  Ae ,  eK  est  égale  à  la  surface  com-* 
prise  sous  ak  ,  eA.  De  plus ,  puisque  xe  est  à  er  coïkime  eA 
est  à  FA;  par  permutation^  la  droite  Ke  sera  à  la  droite  OA 
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comme  er  est  à  fà.  Mais  notis  ayons  démontré  que  er  est  à  TA 
comme  A£  est  à  £r;  donc  K9  est  à  e^  comme  A£  est  k  et. 
Donc  le  quarré  construit  sur  ta  est  4  la  sur&ce  comprise  sous 
KO  y  eA  comme  le  quarré  construit  sur  xr  est  à  la  surface 


comprise  sous  A£^  et  (J).  Mais  on  a  démontré  que  la  surface  coib* 
prise  sous  Ke ,  e A  est  égale  À  la  sur&ce  comprise  sous  ka  ^  Ae  ; 
donc  le  quarré  construit  sur  kâ  est  à  la  surface  comprise  sous 
KA  5  Ae  ^  c'e^t-à-dire  que  kA  est  à  as  comme  le  quarré  con<« 
struit  sur  Ar  e$t  &  la  surface  comprise  bous  A£  >  £r  ^  c'est-à-dire 
au  quarré  construit  sur  £B.  Mais  Ar  est  égal  au  rayon  du  cercle 
H;  donc  le  quarré  construit  sur  le  rayon  du  cercle  n  est  au 
quarré  construit  sur  la  droite  be^  c'est-^^-dire  que  le  cercle  n 
est  au  cercle  décrit  autour  du  diamètre  bz  comme  ka  est  à  Ae  > 
c^est^dire  comme  la  droite  KA  est  à  la  hauteur  du  cône  N.  Dono 
le  cône  K  ^  c'est-à-dire  la  sphère  >  est  égal  au  rhombe  solide 
BA2K  (i>  17,  lemM.  4)«  Ou  bien  de  cette  manière^  donc  le  cercle 
N  est  au  cercle  décrit  autotur  du  diamètre  bz  comme  la  droite 
KA  est  à  la  hauteur  du  cône  N.  Donc  le  cône  H  est  égal  au  cône 
dont  la  base  est  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  bz  et  dont 
la  hauteur  est  ak  ;  car  les  bases  de  ces  cônes  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  &  leurs  hauteurs  (1^  17^  lemm.  ^)*  Mais 
le  cône  H  est  égal  au  rhombe  solide  bkzA  ;  donc  le  cône  K^  c'est« 
la  Sphère  ^  est  aussi  égal  au  rhombe  solide  bkza  ,  qui  est 
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composé  des  cÀnes  bax  ^  bkz.  Mais  noua  avons  démontjré  qu^ 
le  cône  bz^z  est  égal  au  segment  sphérique  Brz  ;  donc  le  cône 
restant  bkx  est  égal  au  segment  sphérique  BAZ  (s). 

PROPOSITION   IV. 


«  • 


Le  troisième  problème  étoit  belu^-K^i  :  couper  Une  sphère 
donnée  par  un  plan  >  de  manière  que  les  surfàccss  des  segmens 
aleût  entre  elles  une  raison  égale  à  une  raison  donnée* 

Supposons  que  cela  soit  Eut  Que  Ai^B£  soit  un  grand  cœcle 
de  la  sphère  ^  et  que  ab  soit  son  âMûxè^ 
tre  ;  que  la  sectiop.  du  cercle  aAbb  par 
ce  plan  3pxt  la  droite  J^^  et  menons  les 
droites  AÂ ,  BA.  Puisque  la  raison  de  la 
surface  du  segment  Aae  à  la  suiiace  du  seg- 
ment AB£  est  donnéej  que  la  surfacç  du 
segment  aa£  est  égale  à  un  cercle  qui  a  un  rayon  égal  à  la 
droite  aa  (  1  ^  49  )  ;  et  que  la  surface  du  Segment  iÀbe  est  égale 
à  un  cercle  qui  a  un  rayon  égal  à  la  droite  AB  (  1  >  4$);  et  & 
cause  que  les  cercles  dont  ïiovi  renbns  de  parler  dont  entre 
eux  comme  les  quarrés  construits  sur  ler  droites  AA^  ab  ^  c'est- 
à-dire  comme  les  droites  af^  ib;  il  est  évident  que  la  raison 
de  AI  à  IB  est  donnée  ^  et  par  conséquent  le  point  r.  Mais  la 
droite  A£  est  perpendiculaire  sur  AR  ;  donc  le  plan  qui  passe 
par  A£  est  donné  de  position. 

On  construira  ce  problême  de  la  manière  suivante  :  soit  la 
sphère  dont  AAb£  est  un  grand  cercle  et  dont  ab  est  le  dia- 
mètre. Que  la  raison  donnée  soit  la  même  que  celle  de  là 
droite  z  à  la  droite  H.  Coupons  la  droite  M  au  point  r>.de 
manière  que  Ar  soit  à  rB  comme  z  est  à  h;  par  le  point  r 
coupons  la  sphère  par  tm  plan  perpendiculaire  sur  ab;  et 
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que  la  commune  section  soit  ae.  Menons  les  droites  AA  ^  ùb. 

Supposons  enfin  deux  cercles  e ,  k  dont  Tun  ait  un  rayon  égal 

à  la  droite  aa  et  Tautre  un  rayon  égal  à  la  droite  ùb.  JLe 

cercle  e  sera  égal  à  la  surface  du  segment  aa£  ,  et  le  cercle  k 

égal  à  la  surface  du  segment  AB£^  ainsi  : 

que  cela  a  été  démontré  dans  le  premier 

livre  (  1  ^  48  et  49).  Puisque  Fangle  aab  est 

donné  et  que  la  droite  rA  est  perpendiculaire^  1 

la  droite  Ar  est  à  ta  droite  rB^  c'est*&*dire  que  (^ 

Z  est  à  H  comme  le  quarré  construit  sur  aa 

est  au  quarré  construit  sur  Ab^  c'est«-à-dire  commô  le  quarré 

construit  sur'  le  rayon  du  cercle  e  est  au  quarré  construit  sur 

le  rayon  du  cercle  k  ,  c'est-à-dire  comme  la  sùr&oe  du  segmoit 

s^hérique  AA£  Ut  ^  la  surface  du  segment  sphérique  2UB£. 


PROPOSITION    V, 


Couper  ime  sphère  donnée  de  manière  que  les  segmens 
4Ûent  entre  eux:  une  raison  égale  à  tme  raison  donnée. 

Soit  ABr A  la  sphfea  donnée.  Il  faut  la  couper  par  im  plan 
ide  mctfiiëre  que  les  sêgmëns  aient  entre  eux  ime  raison  égale 

une  raison  donnée» 


z 


Coupons  cette  sphère  par  xm  plan  conduit  par  Ar.  La  raison 
du  segment  sphérique  AAr  au  segment  sphérique  ABr 
donnée.  Coupons  cette  »  sphère  par  un  plan  qui  passe  par 


sera 
son 
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centre;  que  cette  section  soit  le  grand  cercle  abfA;  que 
le  point  K  soit  son  centre^  et  ab  son  diamètre.  Que  la 
somme  des  droites  KA^  Ax  soit  à  la  droite  Ax  comme,  px 
est  à  Xb;  et .  que  la  somiùe  des  droites  kb«^  bx  soit  à  la 
droite  BX  comme  ax  est  à  XA«  Menons  les  droites  aa^  Ar, 
AP ,  pr.  Le  cône  AAr  sera  égal  au  segment  sphérique  AAr  ;  et  le 
cône  APr  égal  aut  segment  ABr  (â  ^  3).  Donc  la  raison  du  cône  AAr 
au  cône  APr  sera  donnée.  Mais  le'  premier  cône  est  au  second 
comme  ax  est  à  XP^  puisque  ces  deux  cônes  ont  pour  base  le 
cercle  décrit  autour  de  la  droite  Ar  ;  donc  la  raison  de  ax  à 
XP  est  aussi  donnée.  Par  la, même  raison  qu'auparavant^  ^et 
par  construction  (2,  5),  la  droite  a  A  est  à  la  droite  RA 
comme  Kb  est  à  BP^et  comme  Ax  est. 4  pCB.  JVIa^s  la  droi,te  pb  es|; 
à  la  droite  BK  comme  XA  est  à  aA;  donc  par  addition  la  .droite 
PK  est  à  KB  ^  c'est-à-dire  à  KA  comme  X A  est  à  AAr  Donc  (et),  ^ 
la  droite  totale  pa  est  à  la  droite  totale  KA  compieiCA  est  ^  AA«i 
Donc  la  surface  comprise  sous  pa  ^  a  A  est  égale  au  quarré  con«« 
struit  K/u  Donc  pa  est  à  aa  comme  le  quarré  construit  sur  KA» 
est  au  quarré .  cons^truit.  sur.  AA  (€).  Mais  ;  aa  est .  à  AK  coni,ma 
AX  est  à  XB  ;  donc  par  inversion  et  par  addition  ;  la  droite  ka 
est  à  la  droite  AA  comme  ba  est  à  AX.  Donc  le  quarré  con^ 
struit  sur  Ka  est  au  quarré  construit  sur  aA  comme  le  quarré 
construit  sur  BA  est  au  quarré  cpnstiruit  sur  AX.  De  plus  ^ 
puisque  AX  est  à  AX  comme  la  somme  des  droites  KB ,  BX  est  k, 
BX;.par  soustraction ,  la  droite  aA  s^r|i  à  la  droite  AX  comme 
XB  est  à  BX^  Faisons  BZ  égal  à  kb.  Il  est  évident  qipje  cette 
droite  tombera  au-delà  du  point  P  (y).  Mais  la  droite  aA  est  à  la, 
droite  AX  comme  ZB  est  à  BX;  donc  aa  sera  à  ax  comme. bz 
est  à  zx  (^).  Puisque  non-seulement  la  raison  de  aa  à  ax  est 
donnée^  mais  encore' celle  d^  pa  à  ax,  ainsi  que  celle  de  pa  à 
AA  ;  et  puisque  la  raidon  de  PA  à  AX  est  composée  de  la  raison 
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PA  à  aA^  et  de  la  raison  de  Aa  à  ax  (f);  que  pa  est  à  aA 
comme  le  quarré  construit  sur  AB  est  au  quarré  construit  sur 
AX  y  et  que  Aa  est  à  ax  comme  bz  est  à  zx^  la  taison  de  pa 
à  AX  est  composée  de  la  raison  du  quarré  construit  sur  ba  au 


z 


quarré  construit  sur  Ax  >  et  de  la  raison  dé  bz  à  zx  {^).  Faisons 
en  sorte  que  p  a  soit  à  ax  comme  bz  est  à  ze.  Or  la  raison  de  p  a' 
à  AX  est  donnée;  donc  la  raison  de  zb  à  ze  est  aussi  donnée.  Mais 
la  droite  bz  est  donnée  ^  puisqu'elle  est  égale  au  rayon  ;  donc 
la  droite  ze  est  aussi  donnée.  Donc  la  raison  de  bz  à  ze 
est  composée  de  la  raison  du  quarré  construit  sui;  BA  au 
quarré  oonstruit  sur  Ax^  et  de  la  raison  de  bz  à  zx.  Mais  la  raison 
de  BZ  à  ze  est  composée  de  la  raison  de  bz  à  zx  ^  et  de  la 
raison  de  zx  à  ze  ;  donc  si  nous  retranchons  la  raison  com- 
mune de  BZ  à  zx  ^  la  raison  restante^  c'estrà-dire  la  raison  du 
quarré  construit  sur  la  droite  B  A  qui  est  donné  y  au  quarré  con- 
struit sur  la  droite  AX  ^  sera  égale  à  la  raison  de  xz  à  la  droite 
ze^  qui  est  donnée;  mais  la  droite  ZA  est  donnée^  Il  faut 
donc  couper  la  droite  donnée  AZ  en  un  point  x ,  de  manière 
que  la  droite  xz  soit  à  la  droite  donnée  ze  comme  le  quarré 
construit  sur  b  A  est  au  quarré  construit  sur  ax  ;  et  si  cela  est 
énoncé  d'une  manière  générale  >  il  y  aura  une  solution  ;  si  ^ 
au  contraire^  on  ajoute  les  choses  trouyées^  c'est-à^ire  que  AB 
est  double  de  BZ  et  que  bz  est  plus  grand  quç  ze  ^  il  n'y  aura 
aucune  solution.  Le  problème  doit  donc  être  posé  ainsi  :  étant 
données  deux  droites  ab  y  bz  dont  AB  soit  double  4^  ^%  i  étant 
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'donné  aussi  le  point  e  dans  la  droite  bz  ,  couper  la  droite  âb 
en  un  point  x,  de  manière  que  le  quarré  construit  sur  BA 
soit  un  quarré  construit  sur  Ax  comme  xz  est  à  ze.  Chacune  de 
ces  choses  awa  à  la  fin  sa  solution  et  sa  construction  (;f). 

On  construira  le  problême  de  cette  manière  :  Que  la  raison 
donnée  soit  la  même  que  celle  de  la  droite  n  à  la  droite  s , 
la  droite  n  étant  plus  grande  que  la  droite  2.  Soit  donnée 
aussi  une  sphère  quelconque;  que  celte  sphère  soit  coupée 


par  un  plan  conduit  par  le  centre.  Que  la  section  soit  le  cercle 
ABiA;  que  BA  soit  le  diamètre  de  ce.  cercle  et  le  point  K  son 
centre.  Faisons  bz  égal  à  k;b  ;  et  coupons  bz  en  un  point  e  ^  de 
manière  que  ez  soit  à  eB  comme  n  est  à  2.  Coupons  aiissi 
BA  en  un  point  x  ^  de  manière  que  xz  soit  à  ez  comme  le 
quarré  construit  sur  BA  est  au  quarré  construit  sur  Ax  ;  et  fai- 
sons  passer  par  le  point  x  un  plan  perpendiculaire  sur  BA. 
Je  dis  que  ce  plan  coupera  la  sphère  de  manière  que  le  plus 

*  •  •  • 

grand  segment  sera  au  plus  petit  comme  n  esta  2. 

Faisons  en  sorte  que  la  somme  des  droites  ^b'^  bx  soit 
à  la  droite  bx  comme  ax  est  à  AXj  et  que  la  somme  des 
droites  ka,  ax  soit  à  la  droite  AX  comme  px  est  à  XB.  Me- 
nons les  droites  aa,  af,  ap,  pf.  La  surface  comprise  sous 
PA,  AA,  serarpar  construction^  ainsi  que  nousTavons  démon- 
tré plus  haut^  égale  au  quarré  construit  sur  ak  ; , et. la  droite 
KA  sera  à  la  droite  aa  comme  ba  est  à  ax.  Donc  le  quarré 

i3 
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construit  sur  ka  est  au  quarré  construit  sur  aa  comme  le 
quarré  construit  sur  BA  est  au  quarré  construit  sur  Zix.  Mais 
la  surface  comprise  sous  Pa  ,  a  A  est  égale  au  quarré  construit 
sur  AK  ;  donc  la  droite  pa  est    à   la   droite   aa  comme  le 


quarré  construit  sur  ak  est  au  quarré  construit  sur  aa.  Donc 
aussi  la  droite  pa  est  à  la  droite  AA  comme  le  quarré  con- 
struit sur  BA  est  au  quarré  construit  sur  AX  ^  c'est-à-dire , 
comme  xz  est  à  t^  Mais  la  somme  des  droites  kb  ,  bx  est  à  la 
droite  BX  comme  ax  est  à  AX  ^  et  la  droite  kb  est  égale  à  la  droite 
BZ  ;  donc  la  droite  zx  sera  à  la  droite  xb  comme  ax  est  à  XA  ; 
et  par  conversion  y  la  droite  xz  sera  à  zb  comme  xa  est  à  aa. 
Donc  aussi  la  droite  AA  sera  à  la  droite  ax  comme  bz  est  à  zx. 
Mais  PA  est  à  aâ  comme  xz  est  à  ze  ;  et  Aa  est  à  ax  comme 
BZ  est  à  ZX;  donc^  par  raison  d^égalité  dans  la  proportion 
troublée^  la  droite  pa  sera  à  la  droite  ax' comme  bz  est  à  ze. 
Donc  aussi  ax  est  à  xp  comme  ze  est  à  eB.  'Maii  ze  est  à  es 
comme  n  est  à  X;  donc  aussi  ax  est  à  xp  ,  c'est-à-dire  que  le  cône 
ArA  est  au  cône  apf  ,  c'est-à-dire  que  le  segment  sphérique  AAr 
est  au  segment  abp  comme  n  est  à  i  (d). 

PROPOSITION    VI. 

Construire  un  segment  sphérique  semblable  à  un  segment 
sphérique  donné ,  et  égal  à  un  autre  segment  sphérique 
aussi  donné; 

Soient  ABr^  ezh,  les  deux  segmens  sphériques  donnés.  Que 
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la  base  du  segment  abf  soit  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre 
AB  ,  et  que  son  sommet  soit  le  point  r  ;  que  la  base  du  segment 
£ZH  soit  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  EZ ,  et  que  son 
sommet  soit  le  point  h.  Il  faut  construire  un  segment  qui  soit 
égal  au  segment  abf  et  -semblable  au  segment  ezh. 

Supposons  que  ce  segment  soit  trouvé ,  et  que  ce  soit  le  seg- 
ment OKA  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre 
0K  y  et  pour  sommet  le  point  a.  Soient  aussi  dans  ces  spbères 
les  cercles  ANBr ,  eHKA ,  eozh  ;  dont  les  diamètres  tn  ,  a»  ,  ne 

soient  perpendiculaires  sur  la  base  ^ 

du  segment,  et  dont  les  centres 
soient  les  points  n ,  p,  2.  Faisons 
en  sorte  que  la  somme  des  droites 

roi,     NT      soit     k   ' Ia   .droite  ^T 

comme  XT  est  à  Tr;  que  la  somme 
des  droites  p» ,  st  soit  à  la  droite 
KT  comme  -«or  est  à  ya  ,  et  qu'en- 
fin la  somme  des  droites  20 ,  o« 
soit  à  G*  comme  û*  est  à  «H.  Concevons  des  cônes  qui  aient 
pour  bases  les  cercles  décrits  autour  des  diamètres  ab,  eic, 
£z  /et  pour  sommets  les  points  x,  ^^  n.  Le  cône  abx  sera  égal 
au  segment  sphérique  ABr ,  le  cône  -^'ex  égal  au  segment  sphé- 
rique  ak a  ,  et  enfin  le  cône  eûz  égal  au  segment  sphérique 
EHZ,  ce  qui  a  été  démontré  (a,  3).  Puisque  le  segment  sphé- 
rique ABr  est  égal  au  segment  ex  a  ,  le  cône  axb  sera  aussi  égal 
au  cône  ^ex.  Mais  les  bases  des  cônes  égaux  sont  ré4?ipro-- 
quement  proportionnelles  à  leurs  hauteurs ,-  donc  le  cercle 
décrit  autour  du  diamètre  ab  est  au  cercle  décrit  autour  dtt 
diamètre  ex  comme  ^r  est  à  xt.  Mais  le  premier  cercle  est  au 
second  comniie  le  quarré  construit  &rt  àb  est  au  quarré  construit 
sur  ex  ;  donc  le  quarré  construit  saur  ab  est  au  quarlré  construit 


loo  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CYIiïNDRE. 

sur  GK  comme  ^r  est  à  xt.  Mais  le  segment  ezh  est  semblable 
au  segment  gka  ;  donc  le  cône  Eza  est  aussi  semblable  au  cône 
^eK  y  ce  qui  sera  démontré  {et)  ;  donc  û*  est  à  E2  comme  ^r 
est  à  eK.  Mais  la  raison  de  n^  k 
£Z  est  donnée;  donc  la  raison  de 
-^r  à  GK  est  aussi  donnée.  Que 
cette  dernière  raison  soit  la  même 
que  celle  de  XT  à  ^.  Puisque  la 
droite  xt  est  donnée  y  la  droite  A 
est  aussi  donnée.  Mais  -irr  est  à 
XT ,  c'est-à-dire  ,  le  quarré  con- 
struit sur  AB  est  au  quarré  con* 
struit  sur  0K  comme  ex  est  à  z^  ;  donc  si  nous  supposons  que 
la  surface  comprise  sous  ab  ^  7^  soit  égale  au  quarré  construit 
sur  0K ,  le  quarré  construit  sur  AB  sera  au  quarré  construit  sur 
ex  comme  ab  est  à  ç^.  Mais  on  ar  démontré  que  le  quarré  con- 
struit sur  AB  est  au  quarré  construit  sur  ex  comme  ex  est 
à  A  ;  donc  y  par  permutation  ^  la  droite  ab  est  à  la  droite  ex 
conâunè  9"  est  à  A.  Mais  ab  est  à  ex  comme  ex  est  à  t;  parce  que 
la  surface  comprise  sous  K^  y  t  est  égale  au  quarré  construit 
sui'  ex  ;  donc  ab  est  à  ex  comme  ex  est  Ty  et  comme  t  est 
à  A.  Donc  les  droites  ex  ,  ç"  sont  deux  moyennes  propoxlion*- 
nelles  entre  ab  ^  A. 

On  construira  ce  problème  de  cette  manièï^e.  Soient  deux 
segméns  sphériques  abf  y  êzh  ,•  que  ABr  soit  celui  auquel  il  faut 
construire  un  segment  égal ,  et  ezh  celui  auquel  il  faut  con- 
struire un  segment  semblable.  Soient  les  grands  cercles  AIBN , 
HEOS  ;  que  FN  y  ho  soient  leurs  diamètres ,  et  n ,  2  leurs  centres. 
Faisons  en  sorte  que  la  somme  des  droites  riN^NT  soit  à  la 
droite  NT  conmie  xt  est  à  tt  ;  et  que  la  somme  des  droites  so , 
0«  soit  à  o«  comme  û«  est  à  «h.  Le  côtte  xab  sera  égal  au  seg- 


»  • 
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ment  sphérique  abf  ^  et  le  cône  zn£  sera  égal  au  segment  sphé-- 
rique  ehz.  Faisons  en  sorte  que  û*  soit  à  EZ  comme  XT  est  à  A  ; 
entre  les  deux  droites  ab  ,  A ,  prenons  deux  moyennes  propor- 
tionnelles BK  ,'Ty  de  manière  que  ab  soit  à  eK  comme  eK  est 
à.«r,  et  comme  <r  est  à  A.  Sur  0K  construisons  un  segment 
circulaire  OKA  semblable  au  segment  circulaire  ezh  ;  achevons 
le  cercle ,  et  que  son  diamètre  soit  as.  Concevons  enfin  une 
sphère  dont  aohk  soit  un  grand  cercle ,  et  dont  le  centre  soit 
le  point  p  ;  et  par  la  droite  0k  ,  faisons  passer  un  plan  perpendir 
culaire  sur  ah.  Le  segment  sphçrique  construit  du  côté  où  est 
la  lettre  a  sera  semblable  au  segment  sphérique  ezh  ^  puisque 
les  segmens  circulaires  sont  semblables.  Je  dis  aussi  que  ce  seg- 
ment sphérique  sera  égal  au  segment  abt.  Faisons  en  sorte  que 
la  somme  des  droites  vs ,  sr  soit  à  la  droite  sr  comme  -irr  est 
à  TA.  Le  cône  -^eK  sera  égal  au  segment  sphérique  bka  (2 ,  3). 
Mais  le  cône  ^0K  est  semblable  au  cône  zoe  ;  donc  la  droite 
a.^  est  à  la  droite  EZ  ^  c'est-à-dire  ^  la  droite  XT  est  à  A  comme 
■^-T  est  à  eK.  Donc ,  par  permutation ,  et  par  inversion ,  la  droite 
•^r  est  à  XT  comme  ok  est  à  A.  Mais  les  droites  ab  ,  ko  ,  Ç",  A 
^ont  tour  à  tour  proportionnelles.(^;  donc  le  quarré  construit 
sur  AB  est  au  quarré  construit  sur  eK  comme  eK  est  à  A.  Mais  la 
droite  eK  est  à  la  droite  A  comme  -^rr  est  à  XT  ;  donc  le  quarré 
construit  sur  ab  est  au .  quarré  construit  sur  Ke  ,  c*est-à-dire , 
le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  ab  est  au  cercle  décrit  autour 
du  diamètre  eK  comme  ^rr  est  à  xT  ,•  donc  le  cône  xab  est  égal 

« 

au  cône  ^ireK.  Donc  le  segment  sphérique  Asr  est  aussi  égal  au 
segment  sphérique  eKA.  Donc  on  a  construit  un  segment  sphé« 
rique  eKA  égal  au  segment  donné  ABr  ,  et  semblable  à  Tautre 
segment  sphérique  doimé  EZH  {y). 
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PROPOSITION   VIL 

Étant  donnés  deux  segmens  de  la  même  sphère  ^  ou  de  dif-« 
férentes  sphères ,  trouver  un  segment  sphérique  qui  soit  sem- 
hlable  à  Tun  des  deux  et  qui  ait  une  surface  égale  à  celle  de 
Tautre. 

Soient  deux  segmens  sphériques  construits  dans  les  portions 
de  circonférence  abt^  A£Z  ;  que  le  segment  construit  dans  la  por- 
tion de  circonférence  abf  soit  celui  auquel  le  segment  qu'il  faut 
troirrer  doit  être  semblable  ;  et  que  le  segment  construit  dans 


la  portion  de  circonférence  Aez  soit  celui  à  la  sur&ce  duquel  la 
sur&ce  du  segment  qu'il  faut  trouver  doit  être  égale.  Supposons 
que  cela  soit  fait.  Que  le  segment  sphérique  kam  soit  semblabl# 
au  segment  abt  et  que  la  sur&ce  de  ce  segment  soit  égale  à  la 
surface  du  segment  A£Z.  Concevons  les  centres  de  ces  sphères  ; 
par  leurs  centres  conduisons  des  plans  perpendiculaires  sur  les 
bases  de  ces  segmens;  que  les  sections  des  sphères  soient  les  grands 
cercles  kamn  ,  s Aer ,  ezha  ;  que  km  ,  ai  ,  az  ,  soient  dans  les  bases 
des  segmens,  et  enfin  que  dans  ces  sphères  les  diamètres  perpen- 
diculaires sur  KM ,  AI,  AZ  soient  les  droites  an,  se ,  eh.  Menons 
les  droites  am  ,  bi  ,  ez.  Puisque  la  surface  du  segment  sphérique 
KAM  est  égale  à  la  surface  du  segmeiït  AEZ ,  le  cercle  qui  a  im 
rayon  égal  à  la  droite  ma  sera  égal  au  cercle  qui  a  un  rayon 
égal  à  la  droite  £Z ,  parce  que  nous  avons  démontré  que  les 
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surfaces  des  segmens  dont  nous  venons  de  parler  sont  é^es 

f 

à  des  cercles  qui  ont  des  rayons  égaux  aux  droites  menées  des 
sommets  des  segmens  aux  circonférences  de  leurs  bases  (i^  48)^ 
Donc  la  droite  ma  est  aussi  égale  à  la  droite  £Z.  Mais  puisque 
le  segment  kam  est  semblable  au  segment  abf  ,  la  droite  pa  est  à 
la  droite  PN  comme  Bn  est  à  ne;  et  par  inversion  et  par  additionj 
la  droite  na  est  à  la  droite  ap  comme  eh  est  à  sn.  Mais  pa  est 
à  AM  comme  bit  est  à  IB  ^  à  cause  des  triangles  semblables  amp*^ 
Brn  ;  donc  na  est  à  am  y  o^est-à-dire ,  à  £Z  comme  eB  est  à  Br 

et  par  permutation Mais  la  raison  de  la  droite  £Z  à 

la  droite  bi  est  donnée  ^  puisque  ces  deux  droites  sont  données; 
donc  la  raison  de  an  à  Be  est  aussi  donnée.  Mais,  la  droite  B9 
est  donnée  ;  donc  la  droite  an  est  aussi  donnée.  Doxxc  la  spbâre 
est  donnée. 

On  construira  le  problème  de  cette,  manière.  Soic^  Asr  ;.  ùEi 
les  deux  segmens  donnés;  que  abf  soit  le  segnxent  auquel  celui 
qu'il  faut  trouver  doit  être  semblable  ^  et  que  A£Z  soit  le  seg;*- 
ment  à  la  surface  duquel  la  surface  de  celui  qu/il  &at  troUf- 
yer  doit  être  égale.  Que  la  construction  soit  la  m^me  que 
dans  la  première  partie  ;  et  faisons  en  sorte  que  Br  soit  à  £Z 
comme  Be  est  à  na  ;  décrivons  un  cercle  autour  du  diamètre 
AN  ;  et  enfin  concevons  une  sphère  dont  aknm  soit  un  grand 
cercle.  Coupons  la  droite  Na  au  point  p  ^  de  manière  que  en 
soit  à  HB  comme  NP  est  à  pa  ;  coupons  le  cercle  aknm  au  point 
p  par  un  plan  perpendiculaire  sur  la  droite  an  ;  et  menons  la 
droite  am.  Les  segmens  circulaires  appuyés  sur  les  droites  km, 
Ar  sont  semblables.  Donc  les  segmens  sphériques  sont  aussi 
semblables.  Mais  eB  est  à  Bn  comme  Na  est  à  ap  ^  car  cela 
s'ensuit  de  la  construction^  et  nB  est  à  Br  commç  pa  est  à  am; 
donc  la  droite  es  est  à  na  comme  Br  est  à  am  Mais  es  est  à  na 
comme  Br  est  à  £Z  ;  donc  nz  est  égal  à  am«  Doue  le  cercle  qui  a 
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pour  rayon  la  droite  £Z  est  égal  au  cercle  qui  a  un  rayon  égal  à 
la  droite  a.m.  Mais  le  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  EZ  est  égal 
à  la  surface  du  segment  A£Z  ;  et  le  cercle  qui  a  un  rayon  égal  à 
la  droite  a  m  est  égal  à  la  surface  du  segment  kam^  ainsi  que 
cela  a  été  démontré  dans  le  premier  livre  (1,48).  Donc  la  sur- 
face du  segment  sphérique  kam  est  égale  à  la  surface  du  seg- 
ment A£Z  ;  et  ce  même  segment  kam  est  semblable  au  segment 
ABr. 

» 

PROPOSITION   VIIL 

•  •  •       •  • 

Couper  un  segment  d'une  sphère  par  un  plan  de  manière  que 
ia  raison  de  ce  segment  au  cône  qui  a  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  ce  segment^  soit  égale  à  une  raison  donnée. 

Que  la  sphère  donnée  soit  celle  dont  abfa  est  un  grand 
cercle  ^  et  ba  le  diamètre.  Il  faut  couper  la  sphère  par  un  plan 
conduit  par  af  de  manière  que  la  raison  a^ 

du  segment  abf  au  cône  abf  soit  égale  à 

une  raison  donnée. 

ir< 

Supposons  que  cela  soit  fait  Que  le 
point  E  soit  le  centre  de  la  sphère.  Que 
la  somme  des  droites  £A^  AZ  soit  à  AZ 
comme  HZ  est  à  zb  ;  le  cône  afh  sera  égal  au  segment  abf  (a,  5). 
Donc  la  raison  du  cône  ahf  au  cône  abf  est  donnée.  Donc  la 
raison  de  hz  à  zb  est  aussi  donnée.  Mais  HZ  est  à  zb  comme 
la  somme  des  droites  £A ,  AZ  est  à  la  droite  AZ  ;  donc  la  raison 
de  la  somme  des  droites  £A  ^  AZ  à  la  droite  AZ  est  donnée , 
et  par  conséquent  la  raison  de  £A  à  AZ.  Donc  la  droite  AZ  est 
donnée,  et  par  conséquent  la  droite  af.  Mais  la  raison  de 
la  somme  des  droites  £A  ,  AZ  à  la  droite  AZ  est  plus  grande 
que  la  raison  de  la  somme  des  droites  £A,  ab  à  la  droite 
ab  ;  et  la  somme  des  droites  £A  ^  ab  est  égale  à  la  droite  £A 
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prise  trois  fois  ^  et  enfin  la  droite  ab  est  égale  à  la  droite  £A 
prise  deux  fois.  Donc  la  raison  de  la  somme  des  droites  £A  ^  AT 
à  Al  est  plus  grande  que  la  raison  de  trois  à  deux.  Mais  la 
raison  de  la  somme  des  droites  £A ,  AZ  à  la  droite  AZ  est  la 
même  que  la  raison  donnée.  U  faut  donc  ^  pour  que  la  con-< 
struction  soit  possible  y  que  la  raison  donnée  soit  plus  grande 
que  la  raison  de  trois  à  deux. 


On  construira  le  problème  de  cette  manière.  Que  la  sphère 
donnée  soit  celle  dont  ABr  A  est  un  grand  ^rcle  ^  la  droite  ba 
le  diamètre,  et  le  point  £  le  centre;  que  la  raison  donnée  soit 
la  même  que  celle  de  xe  kKx,  et  que  cette  raison  soit  plus 
grande  que  celle  de  trois  à  deux.  Mais  trois  sont  à  deux  comme 
la  somme  des  droites  £A ,  ab  est  à  la  droite  ab  ;  donc  la  raison 
de  eK  à  ka  est  plus  grande  que  la  rai- 
son de  la  somme  des  droites  £A^  ab 
à  la  droite  ab.  Donc ^  par  soustraction, 
la  raison  de  oa  à  ak  est  plus  grande 
que  la  raison  de  £A  à  ab.  Faisons  en 
sorte  que  eA  soit  à  ak  comme  £A  est  à 
Az  ;  par  le  point  z ,  menons  la  droite  AZr  perpendiculaire  sur 
BA ,  et  par  la  droite  Ar ,  conduisons  un  plan  perpendiculaire 
sur  BA.  Je  dis  que  la  raison  du  segment  sphérique  ABr  au  oône 
ABr  est  la  même  que  la  raison  de  ex  à  ka.  Car  faisons  en  sorte 
que  la  somme  des  droites  £A ,  AZ  soit  i  la  droite  AZ  comme  HZ 
est  à  ZB  ;  le  cône  rAH  sera  égal  au  segment  sphérique  abt  (s,  3). 
Mais  ex  est  à  ka  comme  la  sonime  des  droites  £A ,  az  est  à  la 
droite  AZ ,  c'est-ànlire  comme  HZ  est  à  zb  ,  c'est-à-dire  comme 
le  cône  AHr  est  au  cône  ABr  (â  ,  3);  et  le  cône  aht  est  égal  aa 
segment  sphérique  ABF.  Donc  le  segment  abf  est  au  cône  Aar 
comme  bk  est  à  ka. 
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PROPOSITION   IX. 


Si  une  sphère  est  coupée  par  un  plan  qui  ne  passe  pas  par  le 
centre  ;  la  raison  du  grand  segment  au  petit  sera  moindre  que 
la  raison  doublée  de  la  surface  du  grand  segment  à  la  sur-^ 
face  du  petit  segment  y  et  plus  grande  que  la  raison  sesquial-r 
tère  («)• 

Soit  une  sphère  ;  que  ABr^  soit  un  de  ses  grands  cercles ,  et 
BÀ  le  diamètre  de  ce  cercle  ;  par  la  droite  Ar  y  conduisons  un 
plan  perpendiculaire  sur  le  cercle  ABr  A ,  et  que  ABI  soit  le  plus 


grand  segment.  Je  dis  que  la  raison  du  segment  ABr  au  segment 
AAr  est  moindre  que  la  raison  doublée  de  la  surface  du  grand 
segment  à  la  surface  du  petit  y  et  plus  grande  que  la  raison 
sesquialtère. 

Menons  les  droites  ^ A ,  AA  ;  que  le  centre  soit  le  point  e  ; 
et  faisons  en  sorte  que  la  somme  des  droites  £A  y  AZ  soit 
à  la  droite  AZ  comme  ez  est  à  ZB;  et  que  la  somme  des 
droites  ^b,  bz  soit  à  la  droite  BZ  comme  HZ  est  à  ZA.  Conce- 
vons deux  cônes  qui  aient  pour  base  le  cercle  décrit  autour  du 
diamètre  Ar ,  et  leurs  sommets  aux  points  e  ^  H.  Le  cône  Aer 
sera  égal  au  segment  abf,  et  le  cône  afh  égal  au  segment  AAr  (a,  3). 
Mais  le  quarré  construit  sur  ba  sera  au  quarré  construit  sur  aa 
comme  la  surface  du  segment  abf  est  à  la  surfitce  du  segment 
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AAr;  ainsi  que  cela  a  été  démontré  plus  haut  (i^  48);  il  faut  donc 
démontrer  que  la  raison  du  grand  segment  au  petit  segment 
est  moindre  que  la  raison  doublée  de  la  surface  du  grand  seg- 
OGient  à  la  surface  du  petit  segment  :  ou  ce  qui  est  la  même 
chose  ^  il  faut  démontrer  que  la  raison  du  cône  Aer  au  cône 
AHr ,  c*est-à-dire  que  la  raison  de  ze  à  ZH  est  moindre  que  la 
raison  doublée  du  quarré  construit  sur  ba  au  quarré  construit 
sur  AA ,  c^est-à-dire  que  la  raison  doublée  de  bz  à  za. 

Puisque  la  somme  des  droites  £A^  AZ  est  à  la  droite  AZ 
comme  ez  est  à  zb  ^  et  que  la  somme  des  droites  £B  ^  bz  est 
à  la  droite  BZ  comme  zh  est  à  ZA^  la  droite  bz  sera  à  la 
droite  ZA  comme  9B  est  à  be  (C)  y  la  droite  B£  étant  ^ale  à. 
la  droite  ea;  cela  a  été  >  démontré  dans  les  théorèmes  pré*«* 
cédens.  De  plus^^  puisque  la  somme  des  droites  eb^  bz  est 
à  la  droite  bz  comme  HZ  est  à  ZA^  si  nous  faisons  bk  égal  à 
be  >  il  est  évident  que  eB  sera  plus  grand  que  be  ^  ^  cause  que 
BZ  est  plus  grand  que  ZA  {y)  ;  et  la  droite  KZ  sera  à  la  droite  ZB 
comme  HZ  est  à  ZA  (cT).  Mais  nous  avons  démontré  que  ZB  est  à 
z A  comme  ob  est  à  be  ^  et  la  droite  be  est  égale  à  la  droite  kb  ; 
donc  es  est  à  bk  comme  KZ  est  à  zh.  Mais  la  raison  de  ez  à  zb; 
est  moindre  que  la  raison  de  eB  à  bk  (f)  ^  et  nous  avon^ 
démontré  que  QB  est  à  bk  comme  kz  est  à  zh  ;  donc  la  raisoxi 
de  ez  à  ps.  est  moindre  que  la  raison  de  kz  à  zh.  Donc  la  sur-» 
face  comprise  sous  ez^  zh  est  plus  petite  que  le  quarré  construit 
sur  zk.  Donc  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  ez  y  zh  au 
quarré  construit  sur  ZH  >  c'est-à-dire  la  raison  de  ze  à  zh  est 
moindre  que  la  raison  du  quarré  construit  sur  kz  au  quarré 
construit  mi  zh.  Mais  la  raison  du  quarré  construit  sur  kx 
au  quarré  construit  sur  zh  est  doublée  de  la  raison  de  kz  à  zh; 
donc  la  raison  de  ez  à  zh  est  moindre  que  la  raison  doublée 
de  KZ  à  ZH*  Mais  Kz  est  à  zh  comme  bz  est  k  zA;  donc  la  rai-r 
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(on  de  ez  à  zh  est  moindre  que  la  raison  doublée  de  bz  à  ZÂ  ^ 
et  c'est  là  ce  que  nous  cherchions. 

Puisque  B£  est  égal  à  £A  ^  la  surface  comprise  sous  BZ  ^  ZA  sera 
plus  petite  que  la  surface  comprise  sousB£^  eà  (^  Donc  la  raison 

A 


de  BZ  à  B£  est  moindre  que  la  raison  de  £A  à  Az  ^  c'est-à-dire 
que  la  raison  de  SB  à  Bz.  Donc  le  quarré  construit  sur  zb  est 
moindre  que  la  surface  comprise  sous  SB  ^  b£  ^  c'est-à-dire  que 
la  surfisice  comprise  sous  OB  ^  bk«  Que  le  quarré  construit  sur  bn 
soit  égal  à  la  surface  comprise  sous  eB  y  bk  ;  la  droite  eB  sera 
à  la  droite  bk  comme  le  quarré  construit  sur  en  est  au 
quarré  construit  sur  nk  (6).  Mais  la  raison  du  quarré  con- 
struit '  sur  Bl  au  quarré  construit  sur  zk  est  plus  grande 
que  la  raison  du  quarré  construit  sur  GN  au  quarré  con- 
struit sur  NK  ;  donc  aussi  la  raison  du  quarré  construit  sur  dZ 
au  quarré  construit  sur  ZK  est  plus  grande  que  la  raison  de  eB 
à  BK  ,  c'est-à-dire  que  la  raison  de  es  à  B£ ,  c'est-à-dire  que 
la  raison  de  kz  à  zh.  Donc  la  raison  de  ez  à  zh  est  plus  grande 
que  la  raison  sesquialtère  de  KZ  à  zh  ^  ce  que  nous  démon- 
trerons à  la  fin  (i).  Mais  ez  est  à  zh  comme  le  cône  Aer  est  au 
cAne  ahf,  c'est-à-dire  comme  le  segment  abf  est  au  segment 
AAr.  Mais  kz  est  à  zh  comme  bz  est  à  ZA  ;  c'est-à-dire  comme  le 
quarré  construit  sur  ba  est  au  quarré  construit  sur  AA  ;  c'est-à- 
dire  comme  la  sur&ce  du  segment  abf  est  à  la  surface  du  seg- 
ment AAr  ;  donc  la  raison  du  grand  segment  au  petit  segment  est 
moindre  que  la  raison  doublée  de  la  surface  du  grand  segment  à 
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U  mrfiwe  du  petit  «sgment ,  et  0W  gcmàe  que  3e  raiéon 
8esquialtèr& 

A  XJ  T  H  E  M  B  N  T   (»). 

Soit  la  «phère  dont  abta  est  un  grand  cercle,  la  droite  Af  le 
diamètre,  et  le  point  e  le  centre,-  et  que  cette  sphère  soit  coupée 
par  un  plan  conduit  par  ba  et  perpendiculaire  sur  Ar.  Je  dis  que 


—H 


la  raison  du  grand  segment  aab  au  petit  srA  est  moindre  que 
la  raison  doublée  de  la  surface  du  segment  aba  à  la  surface  du 
segment  BIA ,  et  plus  grande  que  la  raison  sesquialtère. 

Menons  les  droites  ab  ,   sr.   La  raison  de  la  surfece  du 

segment  aba  à  la  surface    du  segment  bîA  est  égale  à  la 

raison  du  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  AB  au  cercle 

qui  a  pour   rayon  la  droite  bi,  c'est-à-dire  à  la  raison  de 

A©  à  er.  Supposons  que  chacune  des  droites  az  ,  th  soit  égale  au 

rayon  du  cercle.  La  raison  du  segment  baa  au  segment  bia  est 

composée  de  la  raison  du  segment  baA  au  cône  qui  a  pour  base 

le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  BA  et  pom-  sommet  le  point 

A ,  de  la  raison  du  même  cône  au  cône  qui  a  la  même  base  et 

qui  a  pour  sommet  le  point  r ,  et  enfin  de  la  raison  du  cône 

dont  nous  venons  de  parler  au  segment  bta  (A).  Mais  la  raison 

du  segment  baa  au  cône  baa  est  la  même  que  celle  de  ne  à 

er ,  la   raison  du  cône  baa  au  cône  bta  est  la  même  que 

ceUe  de  Ae  à  er ,  et  enfin  la  rai'son  du  cône  bia  au  segment 

bia  est  la  même  que  la  raison  de  Ae  à  ez  :  et  de  plus  la  raison 
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qtd  est  composée  de  la  raison  de  ne  à  er  et  de  la  raison  de  Ae 
à  er  est  la  même  que  celle  de  la  sur&ce  comprise  sous  Ae  ^  eH 
au  quarré  construit  siir  er  ;  et  la  raison  qui  est  composée  de 
la  raison  de  la  sur&ce  comprise  sous  He ,  eA  au  quarré  con- 
struit sur  re ,  et  de  la  raison  de  Ae  à  ei  est  la  même  que  la 


raison  de  la  surface  comprise  sous  ne ,  eA  et  multipliée  par  eA 
au  quarré  construit  sur  er  et  multiplié  par  ez  (/u)  ;  et  la  rai- 
son de  la  surface  comprise  sous  ne ,  eA  et  multipliée  par  eA 
au  quarré  construit  sur  er  et  multiplié  par  ez  esf  la  même  que 
la  raison  du  quarré  construit  sur  Ae  et  multipliée  par  eH  au 
quarré  construit  sur  er  et  multiplié  par  ez  ;  et  enfin  la  raison 
de  la  sur&ce  comprise  sous  ne  ^  eA  et  multipliée  par  eA  au 
quarré  construit  sur  er  et  multiplié  par  eH  est  la  même  que 
celle  du  quarré  construit  sur  eA  au  quarré  construit  sur  er. 
Donc ,  puisque  la  raison  du  quarré  construit  sur  e A  et  multiplié 
par  en  au  quarré  construit  sur  re  et  multiplié  par  ze  est  moindre 
que  la  raison  doublée  de  Ae  à  er  ;  et  que  la  raison  du  quarré 
construit  sur  Ae  au  quarré  construit  par  er  est  doublée  de  la 
raison  de  Ae  à  er  ;  la  raison  du  quarré  construit  sur  Ae  et  mul- 
ti2)lié  par  ne  au  quarré  construit  sur  er  et  multiplié  par  ez 
fiera  moindre  que  la  raison  du  quarré  construit  sur  Ae  et  mul- 
tiplié par  ne  au  quarré  construit  sur  re  et  multiplié  jpar  en.  Il 
feut  donc  démontrer  que  le  quarré  construit  par  re  et  multiplié 
par  ze  est  plus  grand  que  le  quarré  construit  sur  re  et  muiti- 


LIVRE   SECOND.  m 

plîé  par  ©H  ;  c'est  pourquoi  il  faut  démontrer  que  ez  est  plus 
grand  que  eiL  , 

Je  dis  maintenant  que  la  raison  du  grand  segment  au  plus 
petit  est  plus  grande  que  la  raison  sesquialtère  de  la  surface  du 
grand  segment  à  la  surface  du  petit  segment  Mais  on  a  démontré 
que  la  raison  des  segmens  est  la  même  que  celle  du  quarré  con* 
struit  sur  Ae  et  multiplié  par  en  au  quarré  construit  sur  re  et 
multiplié  par  ei ,  et  la  raison  du  cube  construit  sur  ab  au  cube 
construit  sur  Br  est  sesquialtère  de  la  raison  de  la  surface  du 
grand  segment  à  la  surface  du  petit  segment.  Je  dis  donc  que 
la  raison  du  quarré  construit  sur  as  et  multiplié  par  en  au 
quarré  construit  sur  re  et  multiplié  par  et  est  plus  grande  que 
la  raison  du  cube  construit  sur  ab  au  cube  construit  sur  Br  ^ 
c'est-à-dire  que  la  raison  du  cube  construit  sur  as  au  cube 
construit  stb:  eB  ;  c'est-4rdire  que  la  raison  du  quarré  con-» 
struit  sur  Ae  au  quarré  construit  sur  Be  ^  et  que  la  raison  de 
Ae  à  eB.  Mais  la  raison  du  quarré  construit  sur  Ae  au  quarré 
construit  sur  eB  ,  avec  la  raison  de  Ae  à  eB  est  la  inéme  que  celle 
du  quarré  construit  sur  Ae  à  la  surface  comprise  sous  re  ^  eB  ; 
et  la  raison  du  quarré  construit  sur  Ae  à  la  surface  comprise 
sous  re ,  eB  est  la  même  que  celle  du  quarré  construit  sur  Ae  et 
multiplié  par  en  à  la  surface  comprise  sous  re  ^  eB  et  multi- 
pliée par  en.  Je  dis  donc  que  la  raison  du  quarré  construit  sur 
Be  et  multiplié  par  en  au  quarré  construit  sur  re  et  multiplié 
par  ez  est  plus  grande  que  celle  du  quarré  construit  sur  Ae  à  la 
surface  comprise  sous  se  ^  er  ;  c'est-à-dire  que  celle  du  quarré 
construit  sur  Ae  et  multiplié  par  en  à  la  siu*face  comprise  sous 
Be,  er  et  multipliée  par  eH.  Il  faut  donc  démontrer  que  le  quarré 
consiruit  sur  re  et  multiplié  par  ez  est  plus  petit  que  la  sur-- 
face  comprise  sous  Be ,  er  et  multipliée  par  eH  ;  ce  qui  est  ja 
même  chose  que  de  démontrer  que  la  raison  du  quarré  con-- 
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struît  sur  re  à  la  surface  comprise  sous  Be  y  er  est  moindre  que 
celle  de  He  à  ez.  Il  faut  donc  démontrer  que  la  raison  de  ne  à 
ez  est  plus  grande  que  celle  de  re  à  eB.  Du  point  £  menons 
la  droite  £K  perpendiculaire  sur  £r  ,  et  du  point  b  la  droite  ba 
perpendiculaire  sur  la  droite  £K.  H  reste  à  démontrer  que  la 
raison  de  He  à  ez  est  plus  grande  que  la  raison  de  re  à  eB. 
Mais  la  droite  ez  est  égale  à  la  somme  des  droites  Ae  ^  K£  ;  il 
&ut  donc  démontrer  que  la  raison  de  ne  à  la  somme  des  droites 
eA  ^  K£  ^  est  plus  grande  que  la  raison  de  re  à  eB.  C^est  pourquoi 
ayant  retranché  re  de  en  et  £a  qui  est  égale  à  Be  de  K£  ^  il  fau- 
dra démontrer  que  la  raison  de  la  droite  restante  ni  à  la  somme 
des  droites  restantes  Ae^  ka  est  plus  grande  que  celle  de 
re  à  eB  ^  c'est-à-dire  que  celle  de  eB  à  eA  ;  c'est-à-dire  que  celle 
de  a£  à  eA;  et  que^  par  permutation ,  la  raison  de  K£  à  £a  sera 
plus  grande  que  la  raison  de  la  somme  des  droites  ka  ^  eA  à 
la  droite  eA  ^  et  qu'enfin ,  pat*  soustraction ,  la  raison  de  ka  à  ab 
sera  plus  grande  que  celle  de  ka  à  eA  et'que  par  conséquent  la 
droite  a£  sera  plus  petite  que  eA  (v).' 

m 

PROPOSITION    X. 

Parmi  les  sqgmens  spbériques  qui  ont  des  surfaces  égales , 
celui  qui  comprend  la  moitié  de  la  sphère  est  le  plus  grand. 

Soit  ime  sphère  dont  abtù.  soit  un  de  ses  grands  cercle^ ,  et  Ar 
son  diamètre  ;  soit  aussi  ime  autre  sphère  dont  £ZHe  soit  un  de 
ses  grands  cercles^  et  bh  son  diamètre.  Que  Tune  soit  coupée  par 
un  plan  qui  passe  par  son  centre  ,  et  que  Tautre  soit  coupée 
par  un  plan  qui  ne  passe  pas  par  son  centre.  Que  les  plans 
coupans  soient  perpendiculaires  sur  les  diamètres  Ar^  eh 
et  que  ces  plans  soient  conduits  par  les  lignes  ab^  ze.  Le 
segment  sphérique  construit  dans  Tare  ZBe  est  la  moitié  de 
la  sphère;  et  parmi  les  segmens  construits  dans  la  circonfé* 
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renoe  bâa  ,  un  des  ségméiM  de  la  figut^  cfû  âë  ifbûfe  lÂ  lettré 
X  est  plus  grand  ^uô  la  moitié  de  la  sphère  f  tandis  que  l'alitré 
est  plus  petit  que  la  moitié  dé  6ette  même  sphère.  Qiiê  lés  sui^ 
faces  des  $^piiens  dont  nous  reûcnis  de  x>arler  soieilt  égaies.  Je 


dis  que  la  demi-sphére  qui  est  construite  dans  Tare  zte  est 
plus  grande  que  le  sèment  cbnstrmt  dans  Fwc  baa. 

Car  puisque  les  sui-faces  âes  se^etis  dont  notis  véïidnts  dé 
parler  scœt  égalés ,  iï  est  évident  qrm  Irf  droite  ba  ért  égîàé  k  lA 
droite  ez.  C^  on  A  démontl-é  que  là  surfecé  d*raï  segniént  quél^ 
conq*iie  est  égale  à  lïn;  Cerdte'  qtd  a  un  r'&yûa  égal  à'hi  drOiiA 
menée  du  sommet  du  sefement  à  la  «îircôiférénce  de  sa  fcasé  (1,48). 
Mftis  dans  la  figUï-é  où  se  trbiïre  ÎSL  lettre  t ,  l'arc  bXa  ^t  pitis 
grand  que  la  inoHïé  de  la  circon^enoe;  il  est  donc  ^'dent  (jné 
le  qiAri'é  constfurt  sm*  ab'  est  moiildré  que  îé  doutlé  dri  qùart:^ 
construit  st&jtk,  dt  phitf  grand  que  ledoùfcïé'  Ai  quttrtf^  cotf- 
struit'surreraT^il:  Qfte  fe  A-otté  rasoif  égale  attts^oiï  âii  cérbft 
AB& ,  et  faisotts  éit  sûfrfe'  ^tie  fa  soit  k  rx  donlitfe  i^A  eSf  à:  At'. 
Sur  le  éercle  décrit  Autour  dit  dianJè'trë  bA  ,  cbnBti'uîsoïis  ud 
cône  qui  ait  srtn  sommet;  fttï  -pàitit  M  ;  cfe-  cette  sei'd'  égal  dd 
segment  spbériqne'  qm'  ^t  cOnsCrtwt  dai«  Taï-c  tfA'i'  {'i,  5')ï 
Faisons  en-  ^al'  à  éa  ,  et  stbf  Ib  cefcle  d'écrit'  a^iTOU'r  rfd 
diamètre'  ez  eonstru^m  un"  c4ne  qui  aïl  éOn'  sotkirilët  kû 

)5 
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point  H  ;  ce  cône  sera  égal  à  la  demi-ephère  constmite  dans 
l'arc  eEZ.  Maïs  la  surface  comprise  sous  ap  ,  pr  est  plus  grande 
que  la  sur&ce  comprise  sous  AK,  Kr,  parce  que  le  plus  petit 
côté  de  Tune  de  ces  surfaces  est  plus  grand  que  le  plus  petit 


côté  de  l'autre  (a);  et  le  quarré  construit  sur  ap  est  égal  à. 
la  surface  comprise  sous  ax  ,  rs ,  à  cause  que  ce  quarré 
est  égal  à  la  moitié  du  quarré  construit  sur  ab  (C).  Donc  la 
.somme  de  la  surface  comprise  sous  ap  ,  pr  et  du  quarré  con- 
£truit  sur  ap  e$t  plus  grande  que  la  somme  de  la  sur&ce  com- 
prise sous  AS,  Kr  et  de  la  surface  comprise  sous  ak,  ts. 
Donc  la  surface  comprise  sous  ta,  ap  est  plus  grande  que  la 
surface  comprise  sous  sk  ,  sa  (y).  Mais  la  surface  comprise  sous 
^iK,  Kr  est  égale  à  la  surface  comprise  sous  ek,  ka.  Donc  la  sur- 
face comprise  sous  fa  ,  ap  est  plus  grande  que  la  surface  comn 
prise  sous  mk  ,  Kr.  Donc  la  raison  de  ta  à  tk  est  plus  grande  que 
la  raison  de  mk  ,  à  ap.  Mais  la  droite  Ar  est  à  la  droite  tk  comme 
le  quarré  construit  sur  ab  est  au  quarré  construit  sur  bk  ;  il  est 
donc  évident  que  la  raison  de  la,  moitié  du  quarré  construit 
sur  ab,  qui  est  égal  au  quarré  construit  sur  ap,  au  quarré 
construit  sur  bk  est  plus  grande  que  la  raison  de  la  droite  MK 
fiu  double  de  AP,  laquelle  est  égale  à  an.  Donc  la  raison  du 
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cercle  décrit  autour  du  diamètre  ez  au  cercle  décrit  autour 
du  diamètre  BA  est  plus  grande  que  la  raison  mk  à  ha.  Donc 
le  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre 
ze  et  pour  sommet  le  point  K  est  plus  grand  que  le  cane  qui 
a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  BA  et  peur 
sommet  le  point  M.  Il  est  donc  encore  évident  quelademi-spbère 
construite  dans  Tare  EZe  est  plus  grande  que  le  segment  con- 
struit dans  Tare  baa. 


FIN  DE  LA  SPHÂRB  ET  DU  CYIiXKD&B. 
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PHQJPPSITION  PBBMIÊBB. 

(Jn  cercle  quelconque  est  égal  à  un  triangle  rectangle  dont 
un  des  côtés  de  Tangle  droit  est  égal  au  rayon  de  ce  cercle  ,  et 
dont  l'autre  côté  de  Tangle  droit  est  égal  à  la  circonférence  de 
ce  même  cercle. 

Que  ABFA  soit  le  cercle  proposé*  Je  dis  que  ce  cercle  est  égal 

*      ■  * 

au  triangle  £• 

Que  le  cercle  soit  plus  grand  ^  ai  cela  est  possible.  Inscrivons 
dans  ce  cercle  le  quarré  Ar ,  et  partageons  les  arcs  en  deux 


parties  égales  jusqu'à  ce  que  la  somme 
des  segmens  restans  soit  plus  petite  que 
Texcès  du  cercle  sur  le  triangle  (i,  6);  on 
aura  une  figure  rectiligne  qui  sera  en- 
core plus  grande  que  le  triangle  (a).  Pre-^ 
nons  le  centre  n  ^  et  menons  la  perpen- 
diculaire N0  ;  la  perpendiculaire  NH 
sera  plus  petite  qu'un  des  côtés  de  Tangle  droit  du  triangle  E- 
Mais  le  contour  de  la  figure  rectiligne  est  encore  plus  petit 
que  Fautre  côté  de  Tangle  droit  de  ce  même  triangle ,  puisque 


y 
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le  ccmtoar  de  cette  figure  est  pius  petit  que  la  circôiifiSrence  du 
çerol^  (1^  1  )i  Donc  la  figure  rectilighe  est  plus  petite  que  le 
tiiangle ,  ce  qui  est  absurde  (€). 

Que  le  cercle  soit  plus  petit  que  le  triangle  fi ,  si  cela  est  po$-^ 
9ible.  Circoiiscrivonsi  untquarré  à  ce  oaifd»,  et  ^aptageèm  les 
«pçs  en  deux  parties  légales  ^  et  par  1;6S  poi^ts^  dé  diyiiBiDn  ^îme^ 
OQliâ  des  tangentes.  Puisque  Fangle  OAP'ëst  droite  la  droite  op 
est  plus  grande  que  la  droite  mp  ^  à  cause  que  MF  est  égal  à  pa; 
Donc  le  triangle  pon  est  plus,  grand  que  la  inoitî^  de  lai  £^^# 
Ûifi3iL(y\  Que  Im  sègméns  sertans  sàieut  tek  qiùe  n^A  ;  et  ^ue  1(1 
somme  de  ces  segmens  ioit  meindra  qmet'extiétt  âutriimgteiB  Mtf 
le  cercle  Asr  A.  La  figure  rectiligne  sera  encore  plus  petite  que  le 
triangle  £•  Ce  qivt  e^t  absurde ,  puisque  cette  figure  est  plus 
grande^  à  cause  que  na  est  égale  à  la  hauteur  du  triangle,  et  que 
le  çpptoujf ;  de  çefte  figura  wt  pb»  .gïfUJde  qM#:  li^  \»ifi^  dfl  ce 

Ponde  cercle  ^st  ég^l  «m  triwile  s. 


■  i  '  '.  ..i)  j 
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PROPOSITION   IL 

Un  cercle  est  au  quarré  constrait  sur  son  diamètre ,  à  très- 
peu  de  chose  près ,  comme  1 1  est  à  1 4. 

Soit  le  cercle  '  dont  le  diaiçètre  est  à  ab.  Circonscrivons  à  ce 
r  A  B    Z 


et  que  Ez  en  soit  l«k  Mf(Q^q|e(^jB%r1i«,  ^iûi^^Jq^^  ^«H^ATL  éat 
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au  triangle  AT  A  coxome  â  i  est  à  7 ,  èl;  que  le  triangle  afa  est  au 
triangle  A£Z  comme  7  est  à  1  ^  le  triangle  atz  sera  au  triangle 
AI  A  comme  ââ  est  à  7.  Mais  le  quarré  rH  est  quadruple  du 
triangle  AfA;  donc  le  triangle  atz  est  au  quarré  de  m  comme 
2ià  est  à  d8;  ou  comme  11  est  à  14.  Mais  le  triangle  aiz 
est  égal  au  cearclé  ab  ,  puisque  la  hauteur  Àr  est  égale  au  rayoi^ 
du  cercle ,  et  que  sa  base  est  égale  à  la  circonférence*  du'méme 
cercle,  cette  circonférence  étant,  à  peu  de  chose  près,  égale 
au  triple  du  diamètre  réuni  au  septième  de  ce  diamètre,  ainsi 
que. cela  sera  démobtré;  donc  le  cercle  est  au  quarré  ru,  à 
très«-p6u  de  chose  près,  comme  11  esta  14. 


PROPOSITION   IIL 


Lisi  circonférence  d'un  cercle  quelconque  est  égale  au  triple 
du  diamètre  réuni  à  une  certaine  portion  du  diamètre,  qui  est 
plus  petite  que  le  septième  de  ce  diamètre,  et  plus  grande  que 
les  yf  de  ce  même  diamètre. 

Soit  le  cercle  dont  ai  est  lé  diamètre  et  dont  le  point  £  est 
le  centre  ;  que  la  droite  FAZ  soit  une  tangente ,  et  que  Tanglé 


Z£r  soit  la  troisième  partie  d'un  angle  droit  La  droite  £Z  sera  à 
ht  droite  zr  comme  S06  est  à  i55;  et  la  raison  de  £r  à  rz  sera 
pku  graiule  qae  la  raison  de  J05  i  i5a>  (a). 
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Partageons  Fangle  Z£r  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
£h;  la  droite  Z£  sera  à  la  droite  £r  comme  ZH  est  à  hf.  Donc  y 
par  permutation  et  par  addition  y  la  somme  des  dik>ites  Z£  *,  et 
est  à  la  droite  zr  comme  £r  est  à  rn.  Donc  la  raison' de  la 
droite  r£  à  la  droite  fh  est  plus  grande  que ia  raison  de  5^4  & 
i53.  Doncla raison  du  quarré de  £H  au  qùiUré  de' Hr  est  pltts 
grande  que  la  raison  de  349460  à  i^S^og  /  et  la  raison  de  £H  jk 
HT  plus  grande  qiie  là. raison  de  691  j  à  i53  (C). 

•  Partageons  Tangle  H£r  en  deux  parties  ëgàles  par  la  dh)rtè 
£8;  la  raison  de  £r  à  re  sera  plus  grande  que  là  raison  de 
1  i6si  j  à  i53.  Donc  la  raison  de  e£  à  er  est  plus  grande  que  là 
raison  de  117a  j  à  i53.  '  0.3 

Partageons  encore  Fangle  e£r  en  deux  parties  égales  par  la 

I  t.^^  rf  ♦.•il- 

droite  £K  ;  la  raison  de  £r  à  rK  sera  plus  jgtandë  que  H  liaison  de 
s334  I  à  i53.  Donc  la  raison  de  £k  à  ne  est  plujs  grande  que 
la  raison  de  âSSg  ià'i&S. 

Partageons  enfin  Tangle  K£r  en  deux  parties  égalés  par  là 
droite  A£  ;  la  raison  de  £1  à  Ar  sera  plus  grande  que  la  raison 
de  4673^  à  i53. 

Donc  y  puisque  Fangle  Z£r  qui  est  la  troisième  partie  d^un 
angle  droit  y  a  été  partagé  quatre  fois  en  deux  parties  égales , 
Tangle  A£r  sera  la  quarante-huitième  partie  d^un  angle  droit 
Construisons  au  point  £  un  angle  r£M  égal  à  Tafigle  A£r  et 
prolongeons  zr  vers  le  point  m  ;  Faiigle  à£M  sera  la  vingt-qua-* 
trièmepa^ie  d'un  angle  droit.  D^mc  In  droifé  AMOft  le'éôté 
d'un  polygone  de  96  côtés^  circonspi^t.  au  cêrefe. 

.  .  Donp ,  puisque  nous  avons  démontré  que  la  raison  de  £P  à  fa 
est  plus  grande  que  la  raiMn  de  467$  -^àiSS  y  et  à  cause '^ue 
Ar  est  double  de*  £T  ^^et  àm- double  de  rA  y  la  raison  ^  Àr  à  am 
sera  encore  plu0  grande  que  Iti  raison  de  4673  f  à  i^5S.  Donc 
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la  raoUon  de  la  droite  Ar  au  contour  d'nn  poljgone  de  96  cAtés 
est  pins  grande  que  la  miaon  de  ^G^^S  -^  à  .14688. 

Dodo  la,  raiœa  «du  coifttpur  de  ce  polygone  à  aoi^  dia»* 
mètke  est  moindire  que  :1a  raison,  de  14688  à  4676  j^.  Mais 
|>{u:im  oe»  deux  noiphnes^  le  premier  confient  trois  fois  ]e 
second  arec  un  reste  qui  est  de  667  -^^  et  œ  reste  est  plus  petit 
quo  kl  y  partie  du  nombre  4673  ^;  donc  leoontour  du  poly- 
gone circonscrîl  conti<itit  lerdiamètare  troifi  fois ,  plus  une  partie 
!de  ce. diamètre  qui  est  moudre  quid  sa.  septâàme  partie  et  demie. 
Pooa^  à  phis  iprtf.  iwmh^  la  ^oopfércaice  du  cercle  est 
moindre  que  le  triple  du  diamètre  ai^;meiité  d'im  leptiàme 
et  demi  de  ce  même  diamètre. 


^  '    '   r 


,  ;  ^  Soit  le  çecde  dent  at ^çst  le  dianuèire^  Que  Tangle  bat  s^  la 

;tcoislème.  partie  d'ua  an^  droit  ;  la  vaisQir  de  ab  à  ir  sera 

»  . 

moindre  que  la  raison  de  i35i  à  78a;  et  la  raison  de  af  à 
IB  sera  la  même,  que  celle  de  i56o  à  780. 


.  t 


h' 


V^dtsiffÊiMê^  Fimglè  'Bat  en  definc  parties-  égivïes  p»  la  droite 
AH.  Puisque  Vèm^  tMy  -est  no»--seulement  égtfl  à  Fangle  hîb  ^ 
m^9itmtipï») i^Hmkfj^^m  ^ Timgle  wbi  sena  éffl. à. Tangle  haf. 
Mfi$>  lif9ipg|edr4Jt.All^«9^vCPii(iQfmi.  dotiOiile>\ttM)Mième  angle 
VKT  ^efjaéigàl  ail;  troîsiè{»Q^lin^*Ara..  donc  .les  l^riaB^escAHr^rw 
«4n(.  é.quiM^^.;  ^  doue.  AH.  ejt  à.ttr  ocanme  F»  à*  ââi  >:  et  oomme 
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Ar  est  i  rz.  Mais  af  est  à  rz  comme  la  somme  des  droites  ta  y  ab 
est  à  la  droite  m  ;  donc  la  somme  des  droites  ba  ^  Ar  est  à  la 
droite  Bi  comme  ah  est  à  ht.  Donc  la  raison  de  ah  à  Kr  est 
moindre  que  la  raison  de  âgii  à  780^  et  la  raison  de  af  à  rn 
moindre  que  la  raison  de  Soi 3  ^  k  780. 

Partageons  Tangle  fah  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
Ae  ;  la  raison  de  Ae  à  er  sera  pareillement  moindre  que  la 
raison  de  6924  -|-  à  780 ,  ou  bien  que  la  raison  de  1 8^3  à  240  ; 
car  ces  deux  derniers  nombres  sont  chacun  les  -^  des  deux  pre- 
miers.  Donc  la  raison  de  af  à  Fe  est  moindre  que  la  raison  de 
i838  -^  à  540. 

Partageons  encore  Tangle  eAF  en  deux  parties  égales  par  la 
droite  ka  ;  la  raison  de  ka  à  kf  sera  moindre  que  la  raison  de 
366 1  -^  à  240^  ou  bien  que  la  raison  de  1007  à  66;  car  ces 
deux  derniers  nombres  sont  chacun  les  -^  des  deux  premiers. 
Donc  la  raison  de  af  à  fk  est  moindre  que  la  raison  de  100g  ^ 
à  66. 

Partageons  enfin  l'angle  kaf  en  deux  parties  égales  par  la 
droite  aa  ;  la  raison  de  aa  à  af  sera  moindre  que  là  raison  de 
2016  -^  à  66  ^  et  la  raison  de  af  à  fa  moindre  que  la  raison  de 

âoi7  i  ^  ^^* 

Donc  la  raison  de  Ar  à  fa  est  plus  grande  que  la  raison  de 

66  à  âoi7  :^.  Donc^  la  raison  du  contour  du  polygone  au 

diamètre  est  plus  grande* que  la  raison  de  6336  à  2017  ^.  Mais 

parmi  ces  nombres^  le  premier  contient  le  second  trois  fois 

avec  un  reste  qui  est  plus  grand  que  les  j^  ^^  second.  Doi^ 

le  contour  d'un  polygone  de  96  côtés  inscrit  dans  un  cercle 

est  plus  grand  que  le  triple  de  son  diamètre  augmenté  des  yf 

de  ce  diamètre.  Donc  ^  à  plus  forte  raison  ^  la  circonférence  du 

cercle  est  plus  grande  que  le  triple   du  diamètre  augmenté 

des  jj  de  ce  diamètre. 
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Donc ,  la  circonférence  d'un  cercle  est  égale  au  triplé  de  son 
diamètre  augmenté  d'une  portion  de  son  diamètre  qui  est  plus 
petite  que  le  septième  de  ce  diamètre  et  plus  grande  que  les  jj 
de  ce  même  ^amètre. 
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DES  CONOÎDES 


ET    DES   SPHÉROÏDES. 


Archimâos  a  Dositheb^  Salut. 


Je  t'envoie  dans  ce  livre  ^  non-seulement  les  démonstrations 
du  reste  des  théorèmes  qui  ne  se  trouvoient  pas  parmi  celles 
qui  t^ont  déjà  été  adressées ,  mais  encore  les  démonstrations 
d'autres  théorèmes  que  j'ai  découverts  dans  la  suite  et  qui 
ont  tenu  long-temps  mon  esprit  incertain  y  parce  que  après  lef 
avoir  examinés  à  plusieurs  reprises ,  ils  me  paroissoient  pré- 
senter beaucoup  de  difficultés.  Voilà  pourquoi  ces  théorèmes 
n'avoient  pas  été  donnés  avec  les  autres.  Mais  les  ayant  de  nou- 
veau considérés  avec  plus  de  soin  ^  j'ai  trouvé  les  solutions  qui 
m'avoient  échappé. 

Ce  qui  restoit  des  premiers  théorèmes  regardoît  le  conoïdo 
parabolique.  Qu^t  à  ceux  qui  ont  été  découverts  en  der- 
nier lieu  ,  ils  regardent  le  conoïde  hyperbolique  et  les 
sphéroïdes^ 

Parmi  ^^  sphéroïdes  ^  j'appelle  les  uns  alongés  et  les  autres 
aplatis. 

Relativement  au  conoïde  parabolique^  on  posoit  ce  qui 
suit  : 

Si  ime  parabole  tourne  autour  de  son  diamètre  immobile 
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jusqu'à  ce  qu'elle  soit  revenue  au  même  endroit  d'où  elle 
avoit  commencé  à  se  mouvoir  y  la  figure  comprise  par  la  pari^^ 
bole  s'appelle  conoïde  parabolique  ;  le  diamètre  immobile  s'ap- 
pelle l'axe  du  conoïde;  et  le  point  où  l'axe  rencontre  la  surface 
du  conoïde  s'appelle  le  «ommet  du  conoïde. 

Si  un  plan  touche  un  conoïde  parabolique^  et  si  l'on  conduit 
un  autre  plan  qui  soit  parallèle  au  plan  tangent  et  qui  retran- 
che un  certain  segment  du  conoïde  ^  la  partie  du  plan  coupant 
comprise  par  la  section  du  conoïde  ^  s'appelle  la  base  du 
segment  qui  est  coupé;  le  point  où  l'autre  plan  touche  le 
conoïde  s'appelle  le  sommet^  et  la  partie  de  la  droite  qui  est 
menée  du  sonunet  du  segment  parallèlement  à  l'axe  du  conoïde 
et  qui  est  comprise  dans  le  conoïde  y  s'appelle  l'axe  du  segment 
*    On  proposoit  d^ examiner  ce  qui  suit  : 

Pourquoi  lorsque  des  segmens  d'un  conoïde  parabolique  sont 
coupés  par  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe  ^  le  segment 
tetranché  est-il  égal  à  trois  fois  la  moitié  d'un  cône  qui  a  la 
même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment? 

Pourquoi  lorsqu'un  conoïde  parabolique  est  coupé  par  deux 
plans  conduits  d'une  manière  quelconque ,  les  segmens  reIran- 
chés  sont-ils  entre  eux  en  raison  doublée  de  leurs  axes? 

Relativement  au  conoïde  hyperbolique  y  on  posoit  ce  qui 
stiît  : 

Une  hyperbole ,  soft  ^amètre  et  ses  asymptote*  étant  pla- 
cés dans  un  même  plan ,  si  le  plan  dans  lequel  sbnt  placées 
les  lignes  dont  nous  venons  de  parler  tourne  autour  du  dia- 
mètre  immobile ,  Jusqu'à  ce  qu'il  soit  revenu  au  même  endroit 
d'où  il  avoit  commencé  à  se  mouvoir  y  il  est  évident  que  les 
asymptotes  comprendront  un  cAné  droit  dont  le  sommet  sera 
le  point  où  les  as3rmptotes  se  rencontrent,  et  dont  l'axe  sera 
le  diamètre  immobile.  Là  figure  comprise  par  Fhyperbole 
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s'appelle  conoïde  hyperbolique;  le  diamètre  immobile  s'ap^ 
pelle  Taxe  du  conoïde  ;  et  le  point  de  la  surface  du  conoïde 
rencontré  par  Taxe  s'appelle  le  sommet  ;  le  cône  compris  par 
les  asymptotes  s'appelle  le  cône  contenant  le  conoïde;  la  droite 
comprise  entre  le  sommet  du  conoïde  et  le  sommet  du  cône 
s'appelle  rajoutée  à  Taxe  («)• 

Si  un  plan  touche  un  conoïde  hyperbolique ,  et  si  Ton  con«^ 
duit  un  autre  plan  qui  soit  parallèle  au  premier  et  qui  retran-«' 
che  un  certain  segment  du  conoïde  y  la  partie  du  plaii  cou^ 
pant  comprise  par  la  section  du  conoïde  s'appelle  la  base 
du  segment  ;  le  point  où  un  des  plans  touche  le  conoïde  s'ap- 
pelle le  sommet  du  segment  ;  et  la  droite  qui  est  comprise  dans 
le  segment  et  qui  £ut  partie  de  ceûe  qui  est  menée  par  le  som*- 
met  du  conoïde  et  par  le  sommet  du  oôiie  qui  contient  le 
conoïde  s'appelle  l'axe  du  segment;  et  la  droite  qui  est  com,'^ 
prûe  entre  ies  Boauxteis  dont  nous  vemms  de  parler  s'appelle 
l'adulée  à  Taxe. 

Tous  les  conojûles  paraboliques  sont  semblables  ;  et  parmi  les 
conoïdes  hyperboliques ,  ceux  dont  les  cônes  contenans  sont 
semblables  s'appellent  semblables  (S). 

s 

On  propose  d^examiner  ne  qui  suit  : 

Pourquoi  lorsqu'un  conoïde  hyperbolique  est  coi^é  par  xm 
plan  perpendiculaire  sur  l'axe ,  le  segment  retranché  est^il  au 
cône  qui  a  la  même  base  et  le  môme  axe  que  le  segment  comme 
une  di'oite  composée  de  l'axe  dst  segment  et  du  triple  de  la  droite 
ajoutée  à  l'axe  est  à  une  droite  cimiposée  de  l'axe  du  segment 
et  du  double  de  la  droite  ajoutée  à  Taxe  ? 

Pourquoi  lorsqu'un  coxunde  hyperbolique  est  ooopé  par 
un  plan  non  perpendiculaire  sur  l'axe ,  le  segment  retranché 
est-il  à  la  figure  qui  a  la  nsiême  base  et  le  même  axe  que  le 
segment  y  et  qui  est  un  segment  de  cône  comme  une  droite  corn-* 
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posée  de  l'axe  du  segment  et  du  triple  de  la  droite  ajoutée  à 
Taxe  est  à  une  droite  composée  de  Taxe  du  segment  et  du 
double  de  la  droite  ajoutée  à  Taxe  ? 

Relativement  aux  sphéroïdes ,  nous  posons  ce  qui  suit  : 

Si  une  ellipse  tourne  autour  de  son  grand  diamètre  immobile 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  revenue  dans  le  même  endroit  d'où  elle 
avoit  commencé  à  se  mouvoir  y  la  figure  produite  par  Tellipse 
s'appelle  sphéroïde  alongé.  Si  l'ellipse  toiUTie  autour  du  petit 
diamètre  immobile  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  revenue  au  même 
endroit  d'où  elle  avoit  commencé  à  se  mouvoir ,  la  figure  qui 
est  décrite  par  l'ellipse  s'appelle  sphéroïde  aplati  ;  et  le  diamètre 
immobile  s'appelle  l'axe  de  ces  deux  sphéroïdes  ;  le  point  de 
la  siuiace  du  sphéroïde  rencontré  par  l'axe .  s'appelle  le  som-* 
met  ;  le  milieu  de  l'axe  s'appelle  le  centre  ;  et  la  droite  perpen^ 
diculaire  sur  le  milieu  de  l'axe  s'appelle  le  diamètre. 

Si  des  plans  parallèles  touchent  un  dej^es  sphéroïdes  sans 
le  couper  ^  et  si  im  autre  plan  panklféle  aux  plans  tangens 
coupe  le  sphéroïde  ^  la  partie  du  juan  coupant  comprise  dans 
.  les  sphéroïdes  s'appelle  la  base  des  segmens  ;  les  points  où  les 
plans  parallèles  touchent  le  ^héroïde  s'appellent  les  sommets; 
et  enfin  les  droites  qui  sont  comprises  dans  les  segmens  et  qui 
font  partie  de  la  droite  qui  joint  leurs  sommets  s'appellent  les 
axes  des  segmens. 

On  démontrera  que  les  plans  qui  touchent  un  sphéroïde 
ne  touchent  sa  sur&ce  qu'en  un  seul  points  et  que  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contacts  passe  par  le  centre  du  sphé<* 
roïde. 

On  appelle  sphéroïdes  semblables  ceux  dont  les  axes  sont 
proportionnels  aux  diamètres. 

Parmi  les  segmens  de  sphéroïdes  et  de  conoïdes  ^  on  appelle 
semblables  ceux  qui  y  étant  retranchée  de  figures  semblables , 
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ont  des  bases  semblables  ^  et  dont  les  axes  soit  qu^ils  soient  per- 
pendiculaires sur  les  plans  des  bases  ^  soit  qu'ils  fassent  des 
angles  égaux  avec  Iqs  diamètres  homologues  des  bases  ont 
entre  eux  la  même  raison  que  les  diamètres  homologues  de 
leurs  bases. 

On  propose  d^examiner^  ce  qui  suit  ,  relativement  aux 
sphéroïdes  : 

Pourquoi  lorsqu^un  de  ces  sphéroïdes  est  coupé  pm  un 
plan  conduit  par  son  centre  et  perpendiculaire  sur  Taxe^  chacun 
des  segmens  produits  par  cette  section  est-il  double  du  cône 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  ? 

Pourquoi  lorsqu'un  de  ces  sphéroïdes  est  coupé  par  un  plan 
perpendiculaire  sur  Taxe ,  mais  non  mené  par  le  centre ,  le 
plus  grand  des  segmens  produits  par  cette  section  est-il  au  cône 

« 

qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment  comme 
une  droite  composée  de  la  moitié  de  Taxe  du  sphéroïde  et 
de  Taxe  du  petit  segment  est  à  Taxe  du  petit  segment  ? 

Pourquoi  le  petit  segment  est-il  au  cane  qui  a  la  même 
base  et  le  même  axe ,  que  ce  segment  comme  une  droite  corn-* 
posée  du  demi-axe  du  sphéroïde  et  de  Taxe  du  grand  segment 
est  à  Taxe  du  grand  segment  ? 

Pourquoi  lorsqu'un  de  ces  sphéroïdes  est  coupé  par  un  plan 
mené  par  son  centre  et  non  perpendiculaire  sur  l'axe ,  chacun 
des  segmens  produits  par  cette  section  est-il  double  de  la  figure 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  ?  Cette 
figure  est  un  segment  de  cône. 

Pourquoi  lorsqu'un  de  ces  sphéroïdes  est  coupé  par  un 
plan  qui  n'est  point  mené  par  le  centre ,  ni  perpendiculaire 
sur  l'axe ,  le  plus  grand  des  segmens  produits  par  cette  section 
est-il  à  la  figure  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le 
segment  comme  une  droite  composée  de  la  moitié  de  celle  qui 
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|oint  les  sommets  des  segmens  et  de  Taxe  du  petit  segment  est  à 
Vaxe  dn  petit  segment  7 

Pourquoi  enfin  le  petit  segment  est-il  à  la  iîgure  qui  a  la 
même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  comme  une 
droite  composée  de  la  moitié  de  celle  qui  joint  les  sommets  des 
segmens  et  de  la  moitié  de  Taxe  du  grand  segment  est  à  Faxe  du 
grand  segment  ?  Cette  figure  est  aussi  un  segment  de  cône. 

JjÊs  théorèmes  dont  nous  venons  de  parler  étant  démontrés , 
à  l'aide  de  ces  théorèmes  on  trouve  non-seulement  plusieurs 
théorèmes^  mais  plusieurs  problèmes.  Tels  sont^  par  exemple, 
les  théorèmes  suivans  : 

Les  sphéroïdes  semblables  ,  et  les  segmens  semblables  des 
sphéroïdes  et  des  conoïdes  sont  entre  eux  en  raison  triplée  de 
leurs  axes. 

Les  quarrés  construits  sur  les  diamètres  des  sphéroïdes  égaux 
sont  réciproquement  proportionnels  à  leurs  axes  y  et  les  sphé-* 
roïdes  sont  égaux  entre  eux  lorsque  les  quarrés  construits  sur 
leurs  diamètres  sont  réciproquement  proportionnels  aux  axes. 

Tel  est  aussi  le  problème  suivant  : 

Un  segment  de  sphéroïde  ou  de  conoïde  étant  donné,  en 
retrancher  un  segment  par  un  plan  parallèle  à  un  autre  plan 
donné  de  manière  que  le  segment  produit  par  cette  section 
soit  égal  à  im  cène ,  ou  à  un  cylindre ,  ou  à  tme  sphère 
donnée. 

Je  vais  d'abord  exposer  les  théorèmes  et  tout  ce  qui  est  néces- 
saire  pour  démontrer  les  propositions  dont  je  viens  de  parler , 
et  j'écrirai  ensuite  les  démonstrations  de  ces  propositions.  Sois 
heureux. 

« 

Si  un  cône  est  coupé  par  un  plan  qui  rencontre  tous  ses 
côtés ,  la  section  sera  ou  un  cercle  ou  une  ellipse.  Si  la  section 
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est  un  cercle  ,  il  est  évident*  que  le  segment  retranché  du  côté 
du  sommet  sera  un  cône.  Si  la  section  est  une  ellipse ,  la  figure 
retranchée  du  côté  du  sommet  sera  appelée  un  segment  de 
cône.  La  hase  du  segment  sera  le  plan  compris  par  l'ellipse.  Soit 
sommet  sera  le  point  qui  est  le  sommet  du  cône  ,  et  son  'axa 
sera  la  ligne  droite  menée  du  sommet  du  cône  au  centre  de 
l'ellipse. 

Si  un  cylindre  est  coupé  par  deux  plans  parallèles  qui  ren* 
contrent  tous  lès  côtés  du  cylindre  ,  les  sections  seront  ou  des 
cercles  ou  des  ellipses  égales  et  sèmhlables  entre  elles.  Si  les 
sections  sont  des  cercles  ,  il  est  évident  que  la  figure  comprise 
entre  les  plans  parallèles  est  un  cylindre.  Si  les  sections  sont 
des  ellipses ,  la  figOre  comprise  entre  Ifes  Jplans  parallèles  sera 
appelée  un  segment  de  cylindre.  La  base  du  segment  sera  Tun 
ou  l'autre  des  jplans  compris  dans  les  ellipses^  son  axe  sera 
la  droite  qui  joint  les  centres  des  ellipses ,  et  qui  feit  partie 
de  l'axe  du  cône. 

PROPOSITION   L 

.  Si  Fon  a  un  certain  nombre  de  quantités  inégales  qui  se 
surpassent  également  et  dont  rexcés soit  égal  à  la  plus  petite, 
et  si  Ton  a  d'autres  quantités  en  nombre  égal  dont  chacune  soit 
égale  à  la  plus  grande  des  premières  J  la  somme  des  quantités 
égales  sera  plus  petite  que  le  double  de  la  somme  des  quantités 
qui  se  surpassent  également  ;  et  si  l'on  retranche  la  plus  grando 
des  quantités  inégales.,  la  somme  des  quantités  ^ales  sera  plus 
grande  que  le  double  de  la  somme  des  quantités  inégales  res- 
tantes. 

Cela  est  évident  (a). 
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PROPOSITION    IL 

Si  un  certain  nombre  de  quantités  sont  proportionnelles 
deux  à  deux  à  d'autres  quantités  semblablement  arrangées  et 
en  nombre  égal;  si  les  premières ^  ou   seulement  quelques-^ 
imes  d^entre  elles  sont  comparées  ayec  certaines  autres  quantités 
sous  des  raisons  quelconques  ;  et  si  les  secondes  quantités  sont 
aussi  comparées  avec  certaines   autres  quantités  correspon- 
dantes sous  les  mêmes  raisons ,  la  somme  des  premières  quan- 
tités sera  à  la  somme  des  quantités  avec  lesquelles  elles  sont 
comparées  comme  la   somme  des  dernières  est  à  la  somme 
das  quantités  ayeç  Lesquelles  elles  ^ont  aussi  comparées  (a). 
'    Soient  certaines  quantités  a^  b^  r,  A^  fi^  z.  Que  ces  quan- 
titéf  swent  proportio^melles  deux  à  deux  à  d'autres  quan- 
tités Hf  9>i|  Kl  A|  1^1  en  nombre  égal;   de  manière  quo 
A  soit  à  g  c<»nme  h  est  à  e  ^  que  b  soit  à  r  comme  e  est  à  i  ^ 
et  ainsi  de  suite.  Que  les  quantités  Ay^yT^A^Eyi  soient  com- 
parées avec  certaines  autres  quantités  "t^^  s  y  o,  u^  v,  i,  cor- 
respondantes sous  certaines  raisons;  et  que  les  quantités  h^ 
e^  i^  K^  A^M  soient  comparées  avec  certaines  autres  quan- 
tités correspondantes  T 1  r,<^yXy'9ryQ  sous  les  mêmes  raisons^ 
de  manière  que  A  wit  à  N  comme  H  est  à.  t  y  et  gue  B  soit  à  K 
comme  B  est  à  y^  et  aiim  de  snitâ  11  fiiut  démontrer  que  la 
«omme  dea quantités  A ^  B  >  r,AyB,  z  est  à  la  somme  des  quan* 
tités  VyMyOyiifVyi,  comme  la  somme  des  quantités  h^  e^ 
i^K^A^nestàla  somme  des  quantités  t^y^^^x^^^o. 

Car  puisque  k  est  à  A  comme  t  est  à  h  ;  que  A  est  à  b 
comme  h  est  à  e  ;  et  qu'enfin  b  est  à  0  comme  e  est  à  y  >  il  s'en- 
suit que  N  est  à  ff  comme  Y  est  à  Y.  Pareillement  H  sera  à  o 
comme  y  est  à  «  ^  et  ainsi  de  suite.  Puisque  la  somme  des  quan- 
tités A^  6^  r^  ^1  £^  z  est  à  A  comme  la  somme  des  quantités  h  ^  e  ^ 
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I ,  K ,  A ,  H  est  à  H  ;  que  A  est  à  N  comme  H  est  à  T ,  et  qu'enfin 
la  quantité  N  est  à  la  somma  des  quantités  M ,  s,  o  ,  n ,  P,  £ 
comme  U  quantité  T  à  la  somme  des 
quantités  r^  r ,  • ,  x ,  « ,  n  ;  il  est  éri- 
dent  que  la  somme  des  quantités  A, 
Bf  r,  A,  Ey  z  est  à  la  somme  des  quanti- 
tés N,  Sf  o,  n,  Py  £  comme  la  somme 
des  quantités  H,  e,  i>  k.  A,  m  est  à  la 
somme  des  quantités  T,  t,  *,  x,  •¥,  a. 
Si  parmi  les  quantités  A,  b,  r, 
à,  1,  z ,  les  quantités  A ,  B,r,A,E 
seulement  sont  comparées  avec  les 
quantités  n ,  o,  n,  p,  la  qmm> 
tité  z  n'étant  point  comparée  avec 
une  antre  quantité,  et  si  parmi 
les  quantités  h,  e,  i,  k, a, h  les 
quantités  h  ,  e ,  i ,  k  ,  a  sont  compa^ 
rées  avec  les  quantités  correspondantes  t,t,*,jc,y,  la  quan- 
tité M  n'étant  point  comparée  avec  une  autre  quantité  ,  il  est 
encore  évident  que  la  somme  des  quantités  a,  b,  t,&,  b,  z 
est  à  la  somme  des  quantités  m,  s,  o,  n,  p  comme  la  somme 
des  quantités  H,e  ,ï,  K, A, M  esta  la  somme  des  quantités  T, 
r,  »,  X,  *(tf). 

PROPOSITION    lit 


Si  Ton  a  un  certain  nombre  de  lignes  égphM  entrv  elles;  it 
l'on  applique  à  chacune  d'elles  uAe  surfkce  dont  la  partie 
excédente  soit  un  quarré.  Si'  les  cdtés  des  quarrés  so  sur- 
passent égalemoat  et  si  leur  excès  est  égal  au  cdté  du  plùi 
petit  cdté  quarvé  ;  si  de  plus ,  on  a  d'autres  surfitoes  en  même 
nombre  que  ies  premières  et  égales  chacune  à  la  jla&  grands 
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de  ^  celles-ci ,  la  raison  de  la  somme  des  surfiu)e8  égalés  à  la 
somme  des  surfaces  inégales  sera  moindre  que  la  raison 
d'une  droite  composée  du  côté«  du  plus  grand  quarré  et 
d'une  des  lignes  égales  à  une  droite  composée  '  du  tiers  du 
côté  du  plus  grand  quarré  et   de  la  moitié  d'une  des  lignes 

É 

égales  :  et  la  raison  de  la  somme  des  surfisu^es  égales  à  ta  somme 
des  sur&ces  inégales^  la  plus  grande  exceptée  y  sera  plus,  grande 
que  cette'  même  raison  (a). 

.  Soit  un  certain  nombre  de  lignes  égales  désignées  par  a  ; 
qu'à  chacune  d'elles  soit  appliquée  une  surface  dont  la  partie 
excédente  soit  un  quarré.  Que  les  côtés  &>  r  ^  A  ^  £^  z,  h 
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[de  ces  quarrés.  9e  surpassent  également  entre  eux  ;  que  leur 
excès  soit  égal  au  côté  du  plus  petit  quarré;  que  b.  soit 
le  plus  grand  côté  et  h  let  plus  petit  Soient  de  plus  d'au- 
très  sur&ces  dans  chacune  desquelles  se  trouvent  les  lettres 
aïKA;' que  ces  surfaces  soient. en  même  nombre  que  les  pre- 
mières^ que  chacune  d'elles  soit  égale  à  la  plus  grande  ^  c'est-^ 
à-^dire  à  celle  qui  est  appliquée  sûr  ab.  Que  la  ligne  ei  soit 
•égale  à  À  et  la  ligne  K  A  égale  à  b  ;  que  dhaèune  des  li^es  ei 
wit  double  .de  x  et  que  chacune  des  lignes  k  A  soit*  triplé  de 
K.  Il  fitut  démôxKtrer  que  la  raison  de  la  somme  dés  surfaces  dans 
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lesquelles  se  trouvent  les  lettres  eiKA  à  la  somme  des  surfaces 
AB  y  AT  ,  Aâ^  y  AE  y  Al ,  AH  est  moindre  que  la  raison  de  là  ligne 
0IKA  à  la  ligne  ik  ;  et  que  la  raison  de  la  somme  des  surfaces 
égales  à  la  somme  des  surfaces  inégales  ^  la  plus  grande  excep- 
tée y  est  plus  grande  que  cette  uiême  raison. 

En  e£fet ,  les  surfaces  où  se  trouve  la  lettre  A  se  surpassent 
également  entre  elles ,  et  leur  excès  est  égal  à  la  plus  petite  ;  car 
les  surfaces  appliquées  sur  les  droites  A  et  les  largeurs  de  ces 
sur&ces  se  surpassent  également;  de  plus  les  surfaces  où  se 
trouvent  les  lettres  ei  sont  en  même  nombre  que  ces  surfaces 
inégales  ^  et  chacune  d'elles  est  égale  à  la  plus  grande  de 
celle$-ci.  Donc  la  somme  des  surfaces  où  se  trouvent  les  lettres 
ei  sera  plus  petite  que  le  double  de  la  somme  des  surfaces 
où -se  trouve  la  lettre  A;  et  si  Ton  retranche  la  plus  grande 
des  surfaces  où  se  trouve  la  lettre  a^  la  somme  des  surfaces  où 
se  trouvent  les  lettres  ei  sera  plus  grande  que  la  somme  dés 
surfaces  restantes  où  se  trouve  la  lettre  A  (i).  Donc  la  somme 
des  surfaces  où  se  trouve  la  lettre  i  est  plus  petite  que  la  somme 
des  surfaces  où  se  trouve  la  lettre  A  ^  et  plus  grande  que  la 
somme  de  ces  surfaces ,  si  Ton  en  retranche  la  plus  grande.  On 
a  de  plus  certaines  lignes  B^r^  a^e^z^h  qui  se  surpassent  éga- 
lement et  dont  Fexcès  est  égal  à  la  plus  petite  y  et  Ton  a  aussi 
d'autres  lignes  où  se  trouvent  les  lettres  ka  qui  sont  en  même 
nombre  qu^  les  premières  ^^et  dont  chacune  est  égale  à  la  plus 
grande  de  celles-ci.  Donc  la  somme  des  quarrés  décrits  sur  les 
droites  qui  sont  chacune  égales  à  la  plus  grande  ^  est  plus  petite 
que  le  triple  de  la  somme  des  quarrés  décrits  sur  les  droites 
qui  se  surpassent  également ,  et  si  Ton  retranche  le  quarré 
décirit  sur  la  plus  grande  ligne  des  droites  inégales'^  la  somme 
des  quarrés  décrits  sur  les  droites  qui  sont  égales  chacune  à 
la  plus  grande  des  droites  inégales^  sera  plus  grande  que  1« 
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triple  des  quarrés  restons  y  ainsi  que  cela  est  démontré  dans  la 
livre  des  Hélices  {prop.  i  o^  cor^  (6).  Donc  la  somme  des  sur&ces 
où  se  trouve  la  lettre  k  est  plus  petite  que  la  sonmie  des  sur- 
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faces  où  se  trouvent  les  lettres  B^r^A^c^z^Het  plus  grande 
que  la  somme  des  surfisu^es  où  se  trouvent  les  lettres  r  ^  A  ^  £  ^ 
t  ^  H.  Donc  la  somme  des  surfaces  où  se  trouvent  les  lettres  ik  est 
plus  petite  que  la  somme  des  sur&ces  où  se  trouvent  les  lettres 
AB  ^  AT ,  AA^  A£^  AZ  9  AH  et  pIus  grande  que  la  somme  des  sur- 
&ces  où  se  trouvent  les  lettres  Ar  ^  aa  ^  a£  ^  az  ^  ah.  H  est  donc 
évident  que  la  raison  de  la  somme  des  surfaces  dans  lesquelles 
sont  les  lettres  ei  ^  ka  à  la  sonmie  des  surfaces  dans  lesquelles 
sont  les  lettres  ab  ^  aï  ^  aa  ^  a£  ^  AZ  ^  ah  est  moindre  que  la  raison 
de  la  ligne  sa  à  la  ligne  ik;  et  que  si  Ton  retranche  la  sur&ce 
où  se  trouvent  les  lettres  ab  ,  la  première  raison  sera  plus  grande 
que  la  seconde  (y). 


Si  des  droites  menées  du  même  point  sont  tangentes  à  une 
section  quelconque  d^un  cône  y  et  si  d'autres  droites  parallèles 
à  ces  tangentes  se  coupent  mutuellement  dans  la  section  du 
cône ,  les  surfaces  comprises  sous  les  segitiens  de  ces  droites 
seront  entre  elles  comme  les  quarrés  des  tangentes.  La  surfiice 
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comprise  sous  les  segmens  de  Fune  des  droites  correspond  au 
quarré  de  la  tangente  parallèle  à  cette  droite.  Cela  est  démontré 
dans  les  Éléméns  (/}• 

PROPOSITION    IV. 

Si  d'une  même  parabole^  on  retranche  deux  segmëns  quelcon** 
ques  qui  aient  des  diamètres  égaux  ^  ces  segmens  seront  égaux 
entre  eux  y  ainsi  que  les  triangles  qui  leur  sont  inscrits  et  qui 
ont  la  même  base  et  la  m^me  hauteur  que  les  segmens.  J^ap- 
pelle  diamètre  d'un  segment  quelconque  une  droite  qui  coupe 
en  deux  parties  égales  toutes  les  parallèles  à  la  base. 

Que  ABr  soit  une  parabole;  qu'on  retranche  de  cette  para- 
bole les  deux  segmens  ^ae^  esr.  Que  AZ  soit  le  diamètre  du 
segment  aA£  et  bh  celui  du  segment  bbi;  que  les  diamètres 
AZ,  bh  soient  égaux  entre  eux.  Il  faut   démontrer  que  les 


segmens  AA£  ^  esr  sont  égaux  entre  eux  >  ainsi  que  les  trinagles 
qui  leur  sont  inscrits  de  la  manière  que  nous  Tayons,  dit 

D'abord ,  que  la  droite  er  qui  retranche  un  des  s^mens  soit 
perpendiculaire  sur  le  diamètre  de  la  parabole.  Que  la  droite  k 
soit  le  paramètre  (a),  et  du  jpoint  A  conduisons  la  droite  ak  pet* 

m 

pendiculaire  sur  AZ.  Puisque  la  droite  AZ  est  le  diamètre  du 


i36  DES   CONOÎDES 

segment  9  la  droite  ae  est  coupée  en  deux  parties  égales  au 
point  z  ^  et  cette  même  droite  AZ  est  parallèle  au  diamètre  de 
la  parabole.  La  droite  AZ  coupe  donô  en  deux  parties  égales 
toutes  les  parallèles  h  la  droite  ae  (é).  Que  le  quarré  de  az  soit 
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au  quarré  de  ak  comme  n  e$t  à  m.  Les  quarrés  des  ordonnée 
parallèles  à  ae  seront  égaux  aux  surfaces  comprises  sous  la 
droite  H  et  sous  les  abscisses  ;  ce  qui  est  démontré  dans  les 
élémens  des  sections  coniques  (7).  Le  quarré  de  az  est  donc  égal 
à  la  surface  comprise  sous  H  et  az.  Mais  le  quarré  de  en  est 
égal  à  la  surface  comprise  sous  la  droite  m  et  sous  la  droite  bh  y 
parce  que  eu  est  perpendiculaire  sur  Taxe  (J^);  donc  le  quarré  de 
AZ  est  au  quarré  de  eH  comme  N  est  à  M  ;  parce  que  les  droites 
AZ  y  BH  sont  supposées  égales.  Mais  le  quarré  de  az  est  au  quarré 
de  AK  comme  n  est  à  m;  donc  les  droites  en^  ak  sont  égales. 
Mais  les  droites  bh  y  az  sont  aussi  égales  entre  elles  ;  donc  la 
surface  comprise  sous  eu  y  bh  est  égale  à  la  surface  comprise 
sous  ak  ^  AZ  ;  donc  le  triangle  ghb  est  égal  au  triangle  aaz  ;  donc 
leurs  doubles  sont  aussi  égaux*  Mais  le  segment  aae  est  égal  à 
quatre  fois  le  tiers  du  triangle  aae  et  le  segment  eBF  égal  à  quatre 
fois  le  tiers  du  triangle  eBr  i^quadr.  de  la  Parabole, prop.  a 4);  il 
est  donc  éyident  que  non-seulement  les  segmens  y  mais  encore 
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les  triangles  iiiscvils  dans  les  segno^ns  sont  égaux  eatre  eux. 
Si  aucune  des  droites  qui  retranchent  les  s^mens  n'est  per- 
pendiculaire sur  le  diamètre ,  "bn  pi^ndra  sur  le  diamètre  de  la 
parabole  une  droite  égale  au  diamètre  d'un  des  segmens  ^  et  l'on 
mènera  par  Venitvétmié  de  cette  droite  une  pei^peadiqulaii^ 
sur  le' cKamétre  de  la  parabole*  Ce  mouveau  ^gplent  jsera  égal  à 
chacun  des  deux  autres  segmens.  Donc  ce  qui  ay oit ^té  pro- 
posé est  évident  .  ^ 


I . 


PROPOSITION    V. 


La  sur&ce  compriae  dans  Tellipa^  e^  au  cercle  décrit  autour 
du  grand  diamètre  de  Tellipse  comme  le  petit  diUBièlve  est  au 
grand ,  c'est-à-dire ,  au  diamètre  du  cercle. 

Soit  l'ellipse  abfa  dont  le  grand  diamèti^  ^t  la  droite  ax  ft 
le  petit  la  droite  ba.  Décrivons  un^  cercle  autour  de  AT  oomm^ 
diamètre.  Il  faut  démontrer  que  la  surface  comprise  dans  1'^ 
lipse  est  à  ce  cercle -comme  ba  est  à  ta  j  .c'est-à-dire  à  €Z» 

Que  le  cercle  -^  soit  au  cercle  hBXZ  comme  Zùi  ^t  à  £Z.  Je  dis 
que  le  cercle  '^  est  égal  à  la  sur&çe  comprise  dans  l'^UpscCar 
si  le  cercle  ^  n'est  pas  égal  à  la  sur^ 
Êice  comprise  dans  l'ellipse  ^  suppo- 
sons d'abord  qu'il  soit  plus  grand  ^ 
si  Cela  est  possilde.  On  .petit  inscrire , 
dans  1^  cercle  -^  un  polygone  dont 
le  nombre  des  angtes  soit  pair  et  qui 
soit  plus  grand  que  la  surface  com- 
prise dans  l'eUipse  ABr  A.  Supposons 
qu'il  soit  inacâdt  Inscrivons  dans  le 
cercle  abtz  un  polygone  semblable  à  celui  qui  est  inscrit  dans 
le  cercle  -¥.  Menons  des  angles  de  ce  polygone  des  perpendicU^ 
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laires  6ur  le  diamètre  af  ,  et  joignons  par  des  droites  les  points 
où  ces  perpendiculaires  rencontrent  Fellipse  ;  nous  aurons  un 
certain  polygone^  inscrit  dans  Tellipse  qui  sera  au  polygone 
inscrit  dans  le  cercle  aetz  comme  ba  est  à  EZ.  Car  les .  per- 
pendiculaires Ee^  KA  étant  coupées  proportionjadlement  aux 
points  M  9  B  ^  il  est  évident  que  le  trapèze  A£  sera  au  trapése 
SM  comme  e£  est  à  Be  (ce).  Far  la  même  raison >  les  autres  tnir- 
pèzes  placés  dans  le  cercle  sont  aux  autres  trapètses  placés 
dans  TeUipse  •  chacun  à  chacun  comme  £e  est  à  se.  Mais  les 
triangles  placés  dans  le  cercle  vcg:^  les  points  a  ^  r  sont  aussi 
aux  triangles  placés  dans  Tellipse  vers  ^es  mêmes  points  cha- 
cun à  chacun  comme  bb  sera  à  ne. .Donc  le  polygone  entier 
inscrit  dans  le  cercle  Sera  au  polygone  entier  inscrit  dans  Tel- 

lipse  comme  £Z  est  à  ba.  Mais  le  po<- 

* 
ïygone  inscrit  dans  le  cerclé  aefz  est 

au  polygone  inscrit  dans  le  cercle  -^ 
comme  £Z  est  à  B  A  ^  parce  que  ces  cer- 
clessontentreenxcommeééspolygo- 
nés.  Donc  le  polygone  inscrit  dans  le 
cercle  *  est  égal  att  polygone  inscrit 
dans  Tellipse:  ce  qui  ne  peut  être^  car 
on  avoit  supposé  le  polygone  inscrit 

dans  le  cercle  -i^  plus  grand  que  la  surface  comprise  dansPellipse. 
Supposons  enlîh  que  le  cercle  4^  soit  plus  petit.  On  peut  in- 
scrire dans  Tellipse  un  polygone  dont  le  nombre  des  côtés  soit 
pair  et  qui  soit  plus  grand  que  le  cercle  *^  (6).  Que  ce  polygone 
soit  inscrit  Prolongeons  jusqu'à  la  circonférence  du  cercle  les 
perpendiculaires  menées  des  angles  du  polygone,  sur  le  diamètre 
Ar.  On  aura  encore  un  certain  polygone  inscrit  dans  le  cercle 
A£rz.  qui. sera  au  polygone  inscrit  dans  l'ellipse  pomme  £Z  est  à 
BA.  IhscriTons  dans  le  cercle  -^  un  polygone  semblable  à  celui 
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qui  est  inscrit  dans  le  cercle  AErz.  Nous  démontrerons  que  le 
polygone  inscrit  dans  le  cerle  -ir  est  égal  au  polygone  inscrit  dans 
Tellipse.  Ce  qui  est  impossible.  Donc  le  cercle  ^p  n'est  pas  plus 
petit  que  Tellipse.  Il  est  donc  évident  que  la  surface  comprise 
dans  Telllpse  est  au  cercle  aetz  comme  ba  est  à  BZ. 

PROPOSITION   VL 


La  surface  con^prise  dans  TelUpse  est  à  uii  cercle  quelconque 
comme  la  surfiice  comprise  '^us  les  deux  diamètres  de  Fellipse 
est  au  quarré  du  diamètre  du  cercle.        ^  ' 

Que  la  surface  comprise  dans  Tellipse  soit  celle  où  se  trouve 
la  lettre  x.  Que  les  diamètres  de  l'ellipse  soient  les  dit>ites  Ar , 
BA  et  que  Ar  soit  le  plus  grand.  Que  le  cercle  soit  celui  où  se 


trouve  la  lettre  '^y  et  que  son  diamètre  soit  la  droite  £Z.  Il  faut 
démontrer  que  la  surface  x  est  au  cercle  "i^  comme  la  sur&ce 
comprise  sous  Ar^  ba  est  au  quarré  de  £Z. 

Décrivons  un  cercle  autour  de  ai  comme  diamètre.  La  sur- 
face X  sera  au  cercle  dont  le  diamètre  est  la  droite  Ar  comme  la 
sur&ce  comprise  sous  Ai^  BA  est  au  quarré  de  Ar  ;  car  on  a  démon- 
tré que  l'ellipse  est  au  cercle  comme  ba  est  à  Ar  (5).  Mais  le 
cercle  qui  a  pour  diamètre  Ar  est  au  cercle  qui  a  pour  dia* 
mètre  £Z  comme  le  quarré  de  Ar  est  au  quarré  de  £Z  (a)  ;  il  est 
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dono  évidentt  que  hi  swfoise  x  est  «ju  eerele  ^  conme  la  sur-* 
ffuce  comprise  sous  at  >  9A  est  au  quané  de  £Z. 

PROPOSITION   VIL 


Les  surfaces  comprises  dans  les  ellipses  sont  entre  elles  comme 
les  sur&ces  comprises  sous  ktnrs  diamètres. 

Que  les  surfaces  comprises  dans  les  ellipses  soient  celles  où  se 
1yf>u¥e»t  kyi  lettres  h  y  b»  Qi^e  k  $ur&ce  r  A  soit  eeUe  qui  est  eom- 
pfise  sQus  les  diamètres  de  FeUipse  qui  eoiaprciod  la- surface  a 
et  que  la  surface  £i  soit  cell^  qui  est  ciHnpriM  seu4.  Ie&  dia- 
mèUm  d«  Tautre  eUiinse.  Il  fitut  démobtreir  que  la  surfiioa  a 
^  ai  k  0ttfûiœ  »  CQHUiM^  r^  Qst  à  sz» 


r  » 
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j 
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Prenons  le  cercle  où  se  trouve  la  lettre  ^.  Que  le  quarré 

construit  sur  son  diamètre  soit  ka.  La  sur&ce  A  sera  au  cercle  "9 

..     ~  ... 

commeWrèsêA  iCA,*et'îe  cercle  •«•  sera  à  la  surfeceB  comme  ka 
est  à  3ËZ  (tt).  West  aorte  érident-que  la  surftiee  A  est  à  la  sur- 
face B  comme  lA  est  à  EZ. 

'  fl  snif  éridertimeht  de-là  que  les  surfaces  contenues  dans 
des  eHipses  semblables  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des 
diamètres  homologues. 
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PROPOSITION    VIIL 


Etant  données  nne  ellipae  et  ujote  ligna  élevée  du  centre  de  cette 
ellipse  perpendiculaireraMit  swr  son  plan.  ^  il  est  possible  de  trou- 
ver un  cône  qui  ait  pour  sommet  Vextréœité  de  cette  perpen- 
diculaire et  dims  la  surfaire  duqud  se  trouve  l'ellipse  donnée. 

Soient  données  Ub^eUîpte  et  vne  ligne  élevée  du  centre  de  Tel^ 
lipse  perpendieulairenient  sur  son 
plan.  Faisons  passer  un  plan,  par  wt  te 
perpeiidic«l«ire  et  pur  k  petit  dia^ 
mètre.  Que  le  petit  diiaanàtrie  aoii  la 
droite  à9*  Que  le  centre  de  TcUipse 
soit  le  point  Â  ;  que  la  pevpendici^ 
laire  élevée  du  c««itre  de  TelËpse 
soit  la  droite  TA  et  que  9on  extré* 
mité  soit  le  point  r.  Supposons  que  Teltipae  doméa  «tf  été  décrite 
autour  de  ab  comme  diamètre  dans  im  plan  perpendiculaire  wi 
FA.  Il  faut  trouver  un  cône  qui  ait  pour  fionuaet  le  point  F  et 
dans  la  surface  duquel  se  trouve  Fellipse  donnée* 

Du  point  F  aux  points  A^  »  condmsoxia  deux  droites  et  que  ces 
droites  soient  prolongées.  Itet  point  A^  oondmsons  la  droite  A2^ 
de  manière  que  la  surface  comprise  sous  ÀEyt,z  soit  auquarré 
de  £F  comme  le  quarré  de  la.  moitié' d9a  grand  diajtiijètreieaft  au 
quarré  de  Ar  ;  ce  qui  peut  ae  fiûre  y  paxxse  quA  la  raison  de  l$t 
sm*£ice  eemprise  ^ots  a£  ^  es  au  quarré  de  £f  est  plus  grande! 
que  la  raisoai  de  lasur&ce  comprise  aous  ÀA^  AB  au  quarré  de 
AF  (a).  Par  la  droite  AX  JGûfions  passer  un  plan  perpeiidieuliiij» 
siur  le  plan  dans  lequel,  se  trouvent  Icfi  droites  rA^AZ.  Déorivona 
dans  ce  plan  un  cercle  autour  de  az  comme  diamètre  ;  et  quo 
CQ  cercle  soit  la  base  dfim  cé«e  qui  ait  pour  sommet  le  point 
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r.  On  démontrera  que  Tellipse  donilée  se  trouve  dans  la  sur* 
face  de  ce  cône. 

Car  si  Tellipse  ne  se  trouve  pas  dans  la  surface  de  ce  cône  y  il 
faut  qu'il  y  ait  quelque  point  dans  Tellipse  qtii  ne  soit  pas  dans 
la  surface  de  ce  cône.  Supposons  qu'on  ait  pris  dans  Fellipse 
un  point  quelconque  e  qui  ne  soit  pas  dans  la  suribce  du  cône;  et 
du  point  e  ^  conduisons  eK  perpendiculaire  sûr  ab.  Cette  droite 
sera  perpendiculaire  sur  le  plan  r  AZ.  Du  point  r  «u  point  K  con^ 
duisons  une  droite  et  prolongeôns-la  jusqu'à  ce  qu'elle  rencon* 
tre  AZ  en  un  point  a^  et  ensuite  du  point  a  et  dans  le  cercle  décrit 
autour  de  AZ  élevons  sur  AZ  la  perpendiculaire  am.  Supposons 
que  le  point  M  soit  dans  la  circonférence  de  ce  même  cercle;  et 
par  le  point  a  et  le  point  £ ,  conduisons  les  droites  ff o  ^  np  pa- 
rallèles à  AB.  Puisque  la  surface  comprise  sous  ae  ,  t,z  e$t  au 
quarré  de  Er  comme  le  quarré  de  la  moitié  du  grand  diamè^ 
tre  est  au  quarré  de  Ar ,  et  que  le  quarré  de  Br  est  à  la  sur-- 
face  comprise  sous  En ,  ep  comme  le  quarré  de  AT  est  à  la  surfiice 
comprise  sous  aa  ^  ab  ^  la  surface 
comprise  sous  ae  ,  ez  sera  à  la  sur- 
face comprise  sous  n£  ^  'ep  comme  le 
quarré  de  la  moitié  du  grand  dia- 
mètre   est   à    la  surface  comprise 
sous  AA  ^  BA  {€).  Mais  la  surface 
comprise  sous  ae  ^  ez  est  à  la  siu't. 
&ce  comprise  soi^s  En  ^  ep  comme 
la  {surface  comprise  sôus   aa  y  az  est  à  la  surface  comprise 
sous  AK ,  ad  (y)  ;  et   le   quarré  de   la    moitié  du  grand   dia^ 
mètre  est  à  la  surface  comprise  sous  aa,  ab  comme  le  quarré 
de  ex  est  à  la  surfitce  comprise  sous  ak  y  kb  (J").  Donc  la  surface 
comprise  sous  aa  ,  az  est  à  la  sur&ce  comprise  sous  sa  y  ao 
eomipe  le  quarré  de  eK  est  à  la  sur&ce  comprise  sous  ak  y  kb. 
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Mais  la  surface  comprise  sous  ha  y  ao  est  au  quarré  de  ta 
comme  la  surface  comprise  sous  ak  >  kb  est  au  quarré  de 
rx  (  f  )•  Donc  la  surface  comprise  sous  aa  y  az  est  au  quarré 
de  FA  comme  le  quarré  de  eK  est  au  quarré  de  kf.  Mais  le 
quarré  de  am  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  aa  ^  az,  car  on 
a  mené  la  droite  am  perpendiculaire  dans  le  demi-cercle  décrit 
autour  de  AZ.  Donc  le  quarré  de  am  est  au  quarré  de  af  comnie 
le  quarré  de  eK  est  au  quarré  de  KT.  Donc  les  points  r^  e^  m  suivit 
dans  une  même  droite.  Mais  la  droite  fm  est  dans  la  surface  du 
cône;  il  est  donc  évident  que  le  .point  e  est  dans  la  sur&ce  du 
cône.  Mais  on  avoit  supposé  qu'il  n'y  étoit  pas.  Il  n'est  donp 
aucun  point  de  l'ellipse  qui  ne  soit  dans  la  stuface  du  cône  dont 
nous  avons  parlé.  Donc  l'ellipse  est  toute  entière  dans  la  surr 
face  de  ce  cône. 

PROPOSITION    IX. 

Étant  données  une  iellipse  et  une  oblique  élevée  de  son 
centre  dans  le  plan  qui  passe  par  un  de  ses  diamètres  et  qui  est 
perpendiculaire  sur  le  plan  de  l'ellipse ,  il  est  possible  de  trou- 
ver un  cône  qui  ait  pour  sommet  l'extrémité  de  cette  oblique 
et  dans  la  surface  duquel  se  trouve  l'ellipse  donnée. 

Que  la  droite  ba  soit  un  des  diamètres  de  l'ellipse  ;  que  le 
centre  soit  le  point  A,  et  que  l'oblique  élevée  du  centre^  ainsi 
qu'il  a  été  dit ,  soit  ùx.  Supposons  que  l'on  ait  décrit  l'ellipse 
donnée  autour  de  ab  comme  centre ,  dans  im  plan  perpen- 
diculaire svLT  celui  où  se  trouvent  les  droites  ab  ,  fa.  Il  faut 
trouver  un  cône  qui  ait  son  sommet  au  point  F  ^  et  dans  la 
surface  duquel  se  trouve  l'ellipse  donnée. 

Les  droites  af^  fb  ne  sont  pas  égales^  car  la  droite  fa  n'est 
pas  perpendiculaire  sur  le  plan  dans  lequel  se  trouve  l'ellipse. 
Que  la  droite  £F  soit  égale  à  la  droite  fb  ^  et  que  la  droite  N  soit 
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égale  à  la  moitié  de  Tautre  diamètre  qui  est  le  diamètre  c5on- 
jagué  de  AB  et  par  le  point  A  menons  la  droite  zh  parallèle  à  eb. 
Par  la  droite  eb  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  sur  celui  où 
se  trouvent  les  droites  Ar ,  îb  ;  et  autour  de  eb  comme  diamètre 
décrivons  un  cercle  ou  une  ellipse  («).  Décrivons  un  cercle,  si 
le  quarré  de  N  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  z  a  ,  ah  (S). 
Si  le  contraire  arrive,  décrivons 
une  ellipse  de  manière  que  ïe 
quarrede  son  autre  diamètre  soit 
au  quarré  de  eb  oomme  le  quarré 
4e  H  est  à  la  suiiaçe  comprise  sous 
lA ,  AH  (y).  Prenons  ensuite  un 
o6nedont  le  commet  «oit  le  point 
r  et  dans  la  surface  duquel  se  trou- 
vent le  cercle  ou  ^ellipse  décrits 
autour  de  eb  comme  diamètre  ;  ce 
qui  est  possible,  parce  que  la  droite 
inexrée  du  poiint  r  sur  le  milieu  de  eb  est  perpendiculaire  sur 
le  plan  conduit  pat  ht  droite  eb.  L^ellîpse  décrite  autour  du 
diamètre  ABsetr ouviera  aussi  dans  la  surface  de  ce  cône  ;  car  si  cela 
n'est  point ,  il  y  laura  quelque  point  dans  Tellipse  qui  ne  sera 
pas  dans  la  sur&ce  du  cône.  Supposons  donc  qu'on  ait  pris  un 
point  quelconque  e  dans  Pellipse  qui  no  soit  pas  dans  la  sur- 
face du  cône;  et  par  ce  pcHUt  e  conduisons  la  droite  Ke  perpen- 
diculaire sur  AB  ;  menons  la  droite  ne ,  et  prolongeons-la  de  ma- 
nière qu*elle  rencontre  eb  au  point  a.  Par  le  point  a  et  dans  le 
plan  perpendiculaire  qui  passe  par  eb  ,  menons  une  droite  am 
perpendiculaire  sur  EB  ;  supposons  que  le  point  m  soit  dans  la 
suifkce  du  cône  et  par  le  point  a  menons  np  parallèle  à  ab.  Le 
quarré  de  K  sera  à  la  surface  comprise  sous  2 a  ,  ah  comme  le 
quarré  de  am  est  à  la  surface  comprise  s<3Us  ea  ,  ab  (J").  Mais 
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la  surface  comprise  sous  ZA  ^  ^h  est  à  la  surface  comprise  sous 
AA  ^  AB  comme  la  surface  comprise  sous  £a  ,  ab  est  à  la  sur- 
face comprise  sous  ua  y  ap  (c).  Donc  le  quarré  de  N  est  à  la 
surface  comprise  sous  AA  ^  AB  comme  le  quarré  de  am  est  à  la 
surface  comprise  sous  iia  ^  ap.  Mais  le  quarré  de  N  est  à  la  sur- 
face comprise  sous  aa^  ab  comme  le  quarré  de  eK  est  à  la 
surface  comprise  sous  AK^  kb  ;  parce  que  dans  une  même  ellipse 
on  a  mené  des  perpendiculaires  sur  le  diamètre  ab.  Donc  la 
raison  du  quarré  am  à  la  surface  comprise  sous  iia  ,  ap  est  la 
même  que  la  raison  du  quarré  de  eK  à  la  surface  comprise  sous 
AK^  KB.  Mais  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  n  a^  ap  au  quarré 
de  Ar  est  la  même  que  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  ak  , 
KB  au  quarré  de  kf  ;  donc  la  raison  du  quarré  de  am  au 
quarré  de  af  est  la  même  que  la  raison  du  quarré  de  0k  au 
quarré  de  Kr.  Donc  les  points  r^  e  ^  M  sont  en  ligne  droite^ 
Mais  la  droite  rM  est  dans  la  surface  du  cône  ;  donc  le  point  e 
est  aussi  dans  la  surface  du  cône.  Mais  on  ayoit  supposé  qu'il 
nV  étoit  pas  ;  donc  ce  qu'il  Ëdloit  d^mpi^trer  est  évident. 

PROPOSITION    X* 

Étant  données  une  ellipse  et  une  obHque  élevées  de  son 
centre  dans  un  plan  qui  passe  par  un  de  se&  diamètres  et  qui 
est  perpendiculaire  sur  le  plan  de  l'ellipse  y  on  peut  trouver  un 
cylindre  dont  Taxe  soit  sur  cette  oblique  et  dans  la  surface  du- 
quel se  trouve  Tellipse  donnée. 

Que  BA  soit  le  diamètre  conjugué  de  l'ellipse  ;  que  le  point  A 
en  soit  le  centre  et  que  rA  soit  la  droite  élevée  du  centre  ainsi 
qu'il  a  été  dit.  Supposons  qu'on  ait  décrit  Fellipse  donnée  autour 
de  AB  comme  diamètre^  dans  un  plan  perpendiculaire  sur  le  plan 
dans  lequel  sont  les  droites  ab^  r  A.  D  &ut  trouver  un  cylindre  dont  • 

19 
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Taxe  soit  sur  la  droite  Ta,  et  dans  la  surface  duquel  ^e  trouve 
Tellipse  donnée. 

Des  points  A  >  B  menons  les  droites  A£  ,  bh  parallèles  à  ta. 
L^autre  diamètre  de  l'ellipse  sera  OU  égal  à  l'intervalle  des  droites 
AI  >  BH  ^  ou  plus  grand  >  ou  [dus  petit  Qu'il  s<Ht  d'abord  égal  à  la 
droite  tu  menée  p^pendicuiairement  sur  ta.  Pat  la  droite  zh  , 
conduirons  un  pkn  perpehdi^ukure  sur  TA,  et  dans  ce  plan  décri- 
VX)n8  un  cercle  autour  de  zh  comtiM  ss       m; 

dîamètte ,  et  que  ce  cercle  soit  là 
basé  d'un  cylindre  qui  ait  potir  axe 
la  droite  TA.  L'ellipse  donnée  sera 
dans  la  surface  de  ce  cyiiiïdire.  Car 

ëielle  n'y  ett  pte,  il  y  atera  •q'uelque     ^  ^       *^     * 

^int  dans  celte  ellipisé  qui  ne  sera  pt^int  dans  fei  «urfiiee  du 
tyîindrè.  Supposons  qu'on  ait  pris  un  point  quelconque^  dans 
Felfi^ïsè  qtiî  ne  soit  pas  dans  la  surface  du  dyîindre.  Du  point 
^ ,  tnenons  la  droite  ex  perjjendictdaire  stïr  ab.  Cette  droite 
sera  pei^ctadicttîaire  sur  le  plwi  dans  lequel  «e  tïtiuvênt  les 
droites  ab  ^  ta.  Du  point  K  menons  la  droite  k a  parallèle  kTA, 
et  du  point  a  et  àgoïs  le  j^ain  au  'cèrde  décrit  autour  de  ZH 
comme  diamètre ,  élevons  la  droite  am  perpendiculaire  sur  ZH. 
9i!i|>poisôns  que  le  point  m  e^  dans  la  deniÉK>iroonfêrence  décrite 
autour  de  2h  comme  *âiàmètre.  La  inimn  &n  quMrré  de  la  pet^ 
liyemiiG^iiilaire  ^k  à  là,  ^ÉtttfBtoè  eàîoptisè  tcHis  KK,  kb  sera  la 
Thème  que  la  raèscm  dû  quterfé  de  %f  à  la  Iftiï&ce  ooinprise  sous 
A  A ,  AB  ;  parce  que  zh  est  égal  à  VeÈfSitre  4i«mètre  ûe  î'dlipse  (a). 
^Mais  la  taîscA  de  là  sûrfeèè  \5àmpti^è  50to  i a  ,  ah  à  la  suriace 
^ontprise  sous  'Ak ,  kb  -est  aussi  la  «tertre  que  la  raison  du  quarré 
dé  zr  au  'qttatré  du  làemiHMatnètre  ^  de  Pellipse  (€).  Donc'la 
Surface  comprise  ^sous  Jza  ^  a^  èrft  égaSe  au  quarré  de  «c.  Mais  le 
^ûarrè  de  aA  est  atissi  légal  à  teitù  ^tirface;  doWc  î«îs  perpendi- 
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culaires  eK^  ma  sont  égales.  Donc  les  droites  AXy  Me  sont 
parallèles.  Donc  les  drcntes  Ar^  Me  sont  aussi  parallèles.  Donc 
eM  est  dans  la  surface  du  cylindre  ;  parce  que  cette  droite  est 
menée  parallèlement  à  Faxe  du  point  m  qui  est  dan»  la  surface 
du  cylindre.  Il  est  donc  évident  que  le  point  e  e^t  aussi  dans 
la  surface  du  cylindre.  Mais  on  arcit  supposé  qu'il  n^y  étoit 

pas.  Donc  ce  qui'il  falloit  démontrer  est  évident 

•  .    *  • 

Il  est  encore  évident  que  le  cylindre  qui  comprend  rellipse 
sera  droit ,  si  l'autre  diamètre  est  égal  à'  la  distance  des  droites 
qui  sont  menées  des  extrémités  du  diamètre  ab  parallèlement  à 
l'oblique  élevée  menée  du  centre. 

Que  Tautre  diamètre  soit  plus 
grand  que  zh;  et  supposons  qu'il  soit 
égal  à  nz.  Par  la  droite  nz  ^  çondui- . 
sons  mi  plan  perpendiculaire  sur 

celui  où  se  trouvent , les  droites  ab^  /       '^\/      /    ^I 

rA  ;  et  dans  ce  plan  et  autour  do 

I  I     •     <  < 

nz  comme  diamètre  décrivons  un   .  . 

cercle  et  que  ce  cercle  soit  la  baçe  d'un  cylindre  qiu  ait  jpour 

axe  la  droite  AP. 

On4émontrera  de  la  même  manière  que  Fellipse  est  dans 
la  sur&ce  de  ce  cylindre. 

Que  Fautre  diamètre  soit  plus  petît 
que  ZH  et  que  Texcès  du  quarré  de  "zr  sur 

r 

le  quarré  de  la  moitié  de  rautre' diamè- 
tre soit  le  quarré  de  r*.  Du  point  »  me- 
nous  la  droite  kn  égale  à  la  moitié  de  Vau- 
tre diamètre^  et  que  cette  droite  soit  per- 
pendiculaire sur  le  plan  où  se  trouvent  les  "^  ^  *  ^ 
droites  ab  ^  r  A  ^  et  supposons  que  le  point  n  soit  au-dessus  de  ce 
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plan.  La  droite  rN  sera  égale  à  rz  (J):  Décrivons  ensuite  un 
cercle  dans  le  plan  où  se  trouyent  les  droites  zh  ,  in  ,  autour 
de  ZH  comme  diamètre;  ce  cercle  passera  par  le  point  N.  Que 
ce  cercle  soit  la  base  d'un  cylindre  qui  ait  pour  axe  la  droite 
TA.  Je  dis  que  Tellipse  sera  dans  la  surface  de  ce  cylindre. 

Car  si  Tellipse  n'est  pas  dans  la  surface  de  ce  cylindre ,  il  y 
aura  quelque .  point  dans  Tellipse  qui  ne  sera  pas  dans  cette 
surface.  I^renons  un  point  quelconque  e  dan$  cette  ellipse  ;  de 
ce  point  menons  la  droite  eK  perpendiculaire  sur  ab;. du  point 
K  menons  la  droite  ka  parallèle  à  FA  ,  et  du  point  a  et  dans  le 
demi-cercle  décrit  autour  de  ZH  comme  ^      ^vc 

diamètre ,  menons  la  droite  am  perpen- 
diculaire sur  ZH.  Supposons  que  le  point 
M  soit  dans  la  demi-circonférence  décrite 
autour  de  zh  ;  et  de  ce  point  conduisons 
la  perpendiculaire  MO  sur  la  droite  ka 
prolongée.  Cette  droite  sera  perpendicu- ^  A       K   B 

laire  sur  le  plan  où  se  trouvent  les  droites  ab,  îA;  parce 
que.  KA  est  perpendiculaire  sur  zh.  Donc  le  quarré  de  mo  est 
au  quarré  de  ma  coinine  le  quàrré  de  SN  est  au  quarré  de 
KT  (  6  )•  Mais  le  quarré  de  MA  est  à  la  surface  comprise  sous 
AK,  KB  comme  le  quarré  de  iN  est  aii  quarré  de  AA;  carie 
quarré  de  ma  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  az  ,  ah  ;  et 
le  quarré  de  iN  est  égaj  au  quarré  de  rz.  Donc  le  quarré.  de  MO 
est  à  la  surface  comprise  sous  ak  ^  içb  comme  le  quarré  de  fiss 
est  au  quarré  de  AA.  Mais  le  quarré  de  K@  est  à  la  surface  com- 
prise sous  AK,  Ko  comme  le. quarré  de  SN  est  au  quarré  de  aa, 
parce  que  HN  est  égal  à  la  moitié, de  Tauti'e  diamètre  (y).  Il  est 
donc  évident  que  les  perpeudiculaires  mo^  ok  sont  égales  et 
par  conséquent  les  droit/^s  ko  ,  0m(^),  Mais  la  droite  m®  est 
.parallèle  à  Taxe  du  cylindre,  et  le  point  m  est  dans  la  surface  de 
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ce  même  cylindre;^  donc  le  point  e  est  aussi  dans  cette  surface  y 
mais  on  avoit  supposé  qu'il  n'y  étoit  pas  ;  il  est  donc  évident 
que  Fellipse  est  nécessairement  dans  la  surface  du  cylindre. 

PROPOSITION    XI. 

II  a  été  démontré  par  ceux  qui  ont  vécu  ayant  nous  que 
deux  cônes  sont  entre  eux  en  raison  composée  des  bases  et 
des  hauteurs  On  démontrera  de  la  même  manière  que  deux 
segmens  quelconques  de  cône  sont  entre  eux  en  raison  com-' 
posée  des  bases  et  des  hauteurs.  On  démontrera  aussi  qu'un 
segment  quelconque  de  cylindre  est  triple  du  segment  de  cône 
qui  a  la  même  base  et  la  même  hauteur  que  le  premier  segment^ 
de  la  même  manière  que  Ton  déûiontre  qu'un  cylindre  est  le 
triple  d'un  cône  qui  a  la  même  base  et  la  même  hauteur  (a). 

PROPOSITION    XII. 

Si  un  conoïde  parabolique  est  coupé  par  un  plan  conduit 
par  l'axe  ou  parallèlement  à  l'axe ,  la  section  sera  une  para*- 
bole  y  et  cette  parabole  sera  la  même  que  celle  qui^comprend  le 
conoïde.  Son  diamètre,  sera  la  cominune  section  du  plan  cou- 
pant et  de  celui  qui  lui  étant  perpendiculaire  passe  par  l'axe. 
Si  ce  conoïde  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe , 
la  section  sera  un  cercle  ayant  son  centre  dans  l'axe. 
•     Si  un  conoïde  hyperbolique  est  coupé  par  un  plan  conduit 
par  l'axe  ou  parallèlement  à  l'axe  ou  enfin  par  le  commet  du 
cône  qui  comprend  le  conoïde  ,  la  section  sera  une  hyperbole. 
Si  le  plan  coupant  passe  par  l'axe  ^  l'hypçrbole  sera  la  même 
que  celle  qui  comprend  le  conoïde ,  et  si  le  plan  coupant  est 
parallèle  à  l'axe  ^   l'hyperbole    sera   semblable   à  celle    qui 
comprend  le  conoïde;  et  enfin  si  le  pl{ui  coupant  passe  par  le 
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sommet  du  cAne  qui  comprend  le  conoïde ,  l'hyperbole  ne  sera 
pas  semblable  à  Fli3rperbole  qui  comprend  le  conoïde.  Le  dia« 
mètre  de  l'hyperbole  sera  la  commune  section  du  plan  coupant 
et  de  celui  qui  lui  étant  perpendiculaire  passe  par  Taxe.  Si  le 
plan  coupant  est  perpendiculaire  sur  l'axe  y  la  section  sera  un 
cercle  ayant  son  centre  dans  l'axe  du  conoïde. 

Si  un  sphéroïde  alongé  ou  aplati  est  coupé  par  un  plan  con- 
duit par  l'axe  ou  parallèlement  à  l'axe  la  section  sera  une 
ellipse.  Si  le  plan  coupant  passe  par  l'axe  y  l'ellipse  sera  la  même 
que  celle  qui  comprend  le  sphéroïde  ;  et  si  le  plan  coupant  est 
parallèle  à  l'axe  y  elle  sera  semblable  à  celle  qui  comprend  le 
sphéroïde.  Le* diamètre  sera  la  commune  section  du  plan  cou* 
pant  et  de  celui  qui  lui  étant  perpendiculaire  passe  par  l'axa 
Si  le  plan  coupant  est  perpendiculaire  sur  l'axe  y  la  section 
sera  im  cercle  ayant  son' centre  dans  l'aXe. 

Si  chacune  des  figures  dont  nous  venons  de  parler  est  coupée 
par  un  plan  mené  par  l'axe  y  les  perpendiculaires  menées  sur  le 
^lan  coupant  des  points  qui  sont  dans  la  surface  de  ces  figures  et 
4ion  dans  la  sectian  tombent  en  dedans  de  la  section  de  la  figure. 

Les  démonstrations  de  toutes  ces  propositions  sont  connues  (a). 

PROPOSITION    XIIL 

Si  un  ednmde  parabolique  est  coupé  par  un  plan  qui  ne  soit 
pas  condttit  par  Taxe  y  ni  parallèle  &  Faxe^  ni  perpendi- 
culaire sur  Taxe  y  la  section  sera  une  ellipse  dont  le  grand 
diamètre  sera  la  section  du  plan  coupant  par  celui  qui  lui 
étant  perpendiculaire  passe  par  l'axe  du  conoïde  ;  et  le  petit  dia- 
mètre sena  égal  à  l'interralle  des  droites  menées  parallèlement 
à  l'axe  par  les  extrémités  du  grand  diamètre. 

Coupons  un  conoïde  parabolique  par  [im  plan  y  comme  nous 
l'avons  dit  ;  coupons  ensuite  le  conoïde  par  l'axe  par  un  autx'e 
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plan  perpendiculaire  sur  le  plan  coupant  ;  que  la  section  du  co« 
noïde  soit  la  ligne  abf  ;  que  la  section  du  plan  coupant  par  le 
second  plan  soit  la  droite  at;  et  que  ba  soit  Taxe  du  conoïde  et 
le  diamètre  de  la  section  par  rsuE.e.  Il  faut  démontrer  que  la 
section  du  conoïde  par  un  plan  conduit  par  la  droite  Ar  est 
une  ellipse  ;  que  son  grajad  diamètre  test  la  droite  af^  et  que 
son  petit  diamètre  e^  égal  à  la  droite  à  a  :  la  droite  rA  étant 
parallèle  à  BA  et  la  droite  aa  perpendicuhuite  sax  ta. 

Supposons  qu'on  ait  pris  dans  la  sec tifon  un  point  quelconque 
ic  Du  point  &  conduisons  la  * 

droite  ks  perpendiculaire  sur 
ta.  La  droite  xe  sena  perpen"* 
^iculaire  sur  le  plan  dans  lé»* 
jqu€i  se  trouve  la  parabole 
AiB  ;  parce  que  le  plan  coupant 
est  aussi  perpendiculaire  sur 
ce  même  plan.  Far  le  point  e 
inenons  la  droite  £2  faisant 
^s  angles  droits  avec  ba  ,  et 
'conduisons  un  plan  par  les 
'droîtes  EZ,  Ke.  Oe  plan  sera  perpendiculaire  sur  fi  A  ;  ^  le  <roiioïde 
sera  coupé  par  un  plan  perpendiculaire  sur  Taxe.  La  section 
sera  donc  un  cercle  synot  pour  centre  le  point  A.  Donc  le 
quarré  de  R0  sera  «égal  à  la  sûrfece  comprise  sous  te,  0E  ;  car  nA 
demi-<îercle  ayant  été  contrait  sur  E2  et  la  droite  Kè  étant  per^ 
pendiculaire,  la  droite  K0  sera  une  moyenne  propoortioimefle  ^a), 
et  son  quarré  sera  par  conséquent  égïd  à  la  surface  comprise  sous 
E®  ,  ez.  Menons  la  droite  MN  tangente  à  la  parabole  et  paraDèfe 
à  AT;  et  que  cette  droite  soit  tangente  au  point N.  {^onduisons^atisâ 
la  droite  Bi  tangente  à  la  parabole  c*  paraHèle  à  EZ.  La  sur- 
face -comprise  sous  Ae ,  i©t  ^ra  à  la  surface  comprise  sous  Ee , 
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ez  comme  le  quarré  de  nt  est  au  quarré  de^T;  ce  qui  est 
démontré  {€).  Mais  tm  est  égal  à  NT  ;  parce  que  bp  est  égal  à 
BM  ;  donc  la  surface  comprise  sous  Ae  y  er  est  au  quarré  de  Ke 
commie  le  quarré  de  tm  est  au  quarré  de  TB.^Donc,  par  con- 
version y  le  quarré  de  la  perpendiculaire  ok  est  à  la  surface 
comprise  sous  Ae  y  er  comme  le  quarré  de  Br  est  au  quarré  de 
TM.  Mais  les  triangles  r aa  y  tmb  sont  semblables  (y)  ;  donc  le 
quarré  de  la  perpendiculaire  ex  est  au  rectangle  compris  sous 
Ae^  er  comme  le  quarré  de  a  a  est  au  quarré  de  af.  Nous 
démontrerons  semblablement  que  les  quarrés  des  autres  per^ 
pendiculaires  menées  de  la  section  sur  Ar  sont  aux  surfaces  com- 
prises sous  les  segmens  de  af  comme  le  quarré  de  a  a  au 
quarré  de  Ar.  Il  est  donc  évident  que  la  section  Ar  est  tme 
ellipse  (f)  ;  que  le  grand  diamètre  est  la  droite  af  et  que  le  petit 
diamètre  est  égal  à  aa. 

PROPOSITION    XIV. 

Si  un  conoïde  hyperbolique  est  coupé  par.  un  plan  qui  ren-^- 
contre  tous  les  côtés  du  cône  comprenant  le  conoïde  y  et  qui  ne 
soit  pas  perpendiculaire  sur  Taxe  y  la  section  sera  une  ellipse  ; 
son  grand  diamètre  sera  la  section  du  plan  coupant  par  celui 
qui  lui  étant  perpendiculaire  passe  par  Taxe. 

Coupons  un  conoïde  parabolique  par  un  plan,  ainsi  qu'il  a  été 
dit;  que  ce  même  conoïde  soit  coupé  par  Taxe  par  un  plan  perpen* 
diculaire  sur  le  plan  coupant;  que  la  section  du  conoïde  soit  Thy* 
perbole  abx  ;  que  af  soit  la  section  du  plan  qui  coupe  le  conoïde; 
que  6A  soit  Taxe  du  conoïde ,  et  le  diamètre  de  la  section. 
Supposons  que  dans  la  section  Ton  ait  pris  un  point  quel- 
conque K.  Du  j>oint  K  conduisons  la  droite  Ke  perpendiculaire 
3ur  AF.  Cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  le  plan  de  l'hyper- 
bole ABF.  Du  point  e  menons  la  droite  £Z  perpendiculaire  sur 
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BA  y  et  par  les  droites  £Z  ^  Ke  conduisons  un  plan  qui  coupe  le 
conoïde;  le  conoïde  sera  coupé  par  un  plan  perpendiculaire  sur 
Taxe.  La  section  sera  donc  un  cercle  qui  aura  pour  centre 
le  point  A.  Le  quarré  de  la  perpendiculaire  ïce  sera  donc  égal 
à  la  surface  comprise  sous  se  y  ez.  Menons  une  droite  mn  qui 


étant  parallèle  à  Aï  touche  Thyperbole  au  point  n  y  et  menons 
aussi  la  droite  bt  tangente  à  rhjrperbole  et  parallèle  à  £Z.  La 
surface  comprise  sous  Be ,  hz  sera  à  la  surface  comprise  sous 
Ad,  0r  oOkkutie  lo.qu^ré  de  bt  e«t  au  qwurré  da  TN  (à)«  Donc  }fî 
quarré  d?  eK  ^t  à.  lu  ^ur&oe  comprise  aow  Ae  y  er  cmitme  le 
quarré  d^  9T  6st  au  quarré  de  ïn.  Oa  démontrera  8«nbl&Ue«^ 
mant  qua  les  autres  quarrés  des  perpendiculaires  menées  de  la 
«eotion  sur  Ar  .  sont  aux  sur&oes  comprises  tous  les  aegmens 
de  AT  £6rmé^  par .  Cas  perpendiculaires  comme  le  quarré  de  ^ 
est  AU  quiorré  de  TH.  Mais  la  droite  bt  ert  plus  petite  que  la 
droite  tN  ^  à  cause  que  la  dirmte  mt  est  plus  petite  que  ]a  droite 
TN>  H  droite  mi  étant  i^us  petite  que  la  droite  bp,  ce  qui  est 
lœe  propriété  de  Ffaypdtfaple  i^^  U  est  donc  éyidimt  que  cette 
sectioa  est  une  ellipse.  S^mblaUement  ai  la  droite  ta  art  paml^^ 
lèle  à  BM^  et  la  droite  A  A  perpeudteulaire  fur  iA^  1^  ffrand 
diamètre  sera  la  droite,  AT  ^  et  le  petit  diamètre  la  diroîite  aa  (>)• 

*  ao 
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PROPOSITION   XV. 

Si  un  sphéroïde  alongé  est  coupé  par  un  plan  qui  ne  soit 
pas  perpendiculaire  sur  Taxe  ^  la  section  sera  une  ellipse.  Le 
grand  diamètre  sera  la  section  du  plan  coupant  par  un  plan 
qui  lui  étant  perpendiculaire  passe  par  Taxe. 

Si  le  plan  coupant  passe  par  Taxe  ^  ou  s'il  est  parallèle  à 
Taxe  ^  la  chose  est  évidente.  Que  le  conoïde  soit  coupé  difîe- 
remment  Coupons  le  même  conoïde  par  un  autre  plan  con- 
duit par  Tax^  et  perpendiculaire  sur  le  plan  coupant  ;  que  cette 
section  soit  Tellipse  AsrA;  que  fa  soit  la  section  du  plan  coupant; 


que  BA  soit  Taxe  du  sphéroïde  et  le  diamètre  de  Fellipse  ;  que 
le  point  X  soit  le  centre ,  et  que  np  soit  le  petit  diamètre.  Me- 
nons la  droite  bt  perpendiculaire  sur  ba,  et  la  droite  hn  parallèle 
à  Ar  et  tangente  à  FeUipse  au  point  n;  et  par  le  point  x  menons 
la  droite  ma  parallèle  à  Ar.  Nous  démontrerons,  comme  nous 
Tavons  fait  plus  haut,  que  les  quarrés  des  perpendiculaires 
menées  de  la  section  sur  Ar  sont  aux  surfaces  comprises  sous 
les  segmens  de  Ar  comme  le  quarré  de  bt  est  au  quarré  de  tn. 
Il  est  donc  évident  que  la  section  est  ime  ellipse  et  que  Ar 
est  un  diamètre.  Mais  il  faut  démontrer  que  af  est  son  grand 
diamètre.  En  effet ,  la  surface  comprise  sous  nx ,  xp  est  à 
la  sur&ce  comprise  sous  mx  ,  x  a  comme  le  quarré  de  bt  est  au 
quaxxé  de  NT ,  parce  que  les  droites  np ,  mn  sont  parallèles  auK 


t* 
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quarré  de  NT  ,  parce  que  les  droites  np ,  mn  sont  parallèles  axix 
tangentes  (a).  Mais  la  surface  comprise  sous  nx ,  xp  est  plus 
petite  que  là  surface  comprise  sous  mx  ,  xa  ,  parce  que  xn  est 
plus  petit  que  XA.  Donc  le  quarré  de  BT  est  plus  petit  que  ^e 
quarré  de  TN  (S).  Donc  les  quarrés  des  perpendiculaires 
menées  de  la  section  sur  Ar  sont  moindres  que  les  sur&ees 
comprises  sous  les  segmens  de  ai.  Il  est  donc  évident  que  rA 
est  le  plus  grand  diamètre. 

Si  un  sphéroïde  aplati  est  coupé  par  un  plan  ,  la  démonstrar 
tion  sera  la  même;  et  le  petit  diamètre  sera  celui  qui  lui  est 
compris  dans  le  sphéroïde  (y). 

U  suit  de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  que  si  toutes  ces 
figures  sont  coupées  par  des  plans  parallèles  ^  letu*s  sec- 
tions seront  semblables  ;  car  la  raison  des  quarrés  des  perpen- 
diculaires aux  surfaces  comprises  sous  les  segmens  est  toujours 
la  même  (<^). 


PROPOSITION   XVL 


\ 


Dans  un  conoïde  parabolique^  parmi  les  droites  qui  sont  menées 
par  un  point  quelconque  de  sa  surface  parallèlement  à  Y  axe,  celles 
qui  sont  menées  vers  le  côté  où  le  conoïde  est  convexe  tombent 
hors  du  conoïde ,  et  celles  qui  sont  menées  vers  le  côté  opposé 
tombent  en  dedans. 

Car  ayant  conduit  un  plan  par  Vaxe  et  par  le  point  par  lequel 
Ton  a  mené  une  parallèle  à  l'axe ,  la  section  sera  une  parabole 
dont  le  diamètre  sera  Taxe  du  conoïde.  Mais  dans  la  parabole , 
parmi  les  droites  qui  sont  conduites  parallèlement  au  diamètre, 
celles  qui  sont  menées  vers  le  côté  où  la  parabole  est  convexe 
sont  hors  de  la  parabole ,  et  celles  qui  sont  menées  vers  le  côté 
opposé  sont  dans  la  parabole.  Donc  la  proposition  est  évi- 
dente. 


fC 
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Dans  un  conoïde  hyperbolique ,  parmi  les  droites  qui  sont  - 
menées  par  un  point  quelconque  de  sa  sur&ce  parallèlement  à 
une  droite  menée  du  sommet  du  cône  qui  comprend  le  conoïde 
dans  le  conoïde  même ,  celles  qui  sont  menées  vers  le  côté  où 
le  conoïde  est  convexe  tombent  hors  du  conoïde  ^  et  celles  qui 
sont  menées  vers  le  côté  opposé  tombent  en  dedans. 

Car  ayant  conduit  un  plan  par  la  droite  qui  est  menée  dans 
le  conoïde  par  le  sommet  du  cône  qui  comprend  le  conoïde ,  et 
par  le  point  par  lequel  on  a  meilé  une  parallèle  à  cette  droite  ^ 
la  section  sera  une  hyperbole ,  et  son  diamètre  sera  la  droite 
menée  du  sommet  du  cône  dans  le  conoïde  (is).  Mais  dans  une 
hyperbole  ^  parmi  les  droites  qui  sont  menées  par  un  de  ses 
points  parallèlement  à  ime  droite  y  comme  nous  Tavons  dit^ 
celles  qui  sont  menées  vers  le  côté  où  rh3rperbole  est  convexe , 
tombent  hors  de  Fhyperbole  y  et  celles  qui  sont  menées  vers 
le  côté  opposé   tombent  en  dedans. 

Si  un  plan  touche  des  conoïdes  sans  les  couper ,  il  ne  les 
touchera  qu^en  un  seul  point  ;  et  le  plan  conduit  par  le  point 
de  contact  et  par  Taxe  sera  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent 
Car  qu^un  plan  touche  un  conoïde  en  plusieurs  points,  si 
cela  est  possible.  Prenons  deux  points  où  ce  plan  touche  le 
conoïde.  Menons  par  ces  points  des  parallèles  à  Taxe.  Si  par  ces 
droites  on  £iit  passer  un  plan  y  ce  plan  passera  par  Taxe  ou  sera 
parallèle  à  Taxe.  La  section  du  conoïde  sera  donc  une  section 
conique  (i  a)  y  et  ces  deux  points  seront  dans  cette  section.  Donc  j 
puisque  ces  points  sont  dans  une  surface,  ils  sont  aussi  dans 
un  plan.  Donc  la  droite  qui  joint  ces  points  sera  en  dedans 
de  la  section  conique  y  et  par  conséquent  en  dedans  de  la  sur- 
£Eice  du  conoïde.  Mais  cette  même  droite  est  dans  le  plan  tan- 
gent, puisque  ces  points  sont  dans  ce  plan  ;  donc  une  certaine 
partie  du  plan  tangent  est  en  dedans  du  conoïde.  Ce  qui  est 
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impossible ,  car  on  avoit  supposé  qu'il  ne  le   coupoit  point 
Donc  ce  plan  ne  touchera  le  conoïde  qu'en  un  seul  point 

Il  est  évident  que  le  plan  conduit  par  le  point  de  contact  et 
pai*  Taxe  est  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent  ^  si  ce  plan  est 
tangent  au  sommet  du  conoïde  ;  car  ayant  conduit  par  Taxe 
deux  plans  ^  les  sections  du  conoïde  seront  des  sections  coni- 
ques ayant  pour  diamètre  Taxe  même.  Mais  les  droites  qui  sont 
les  sections  du  plan  tangent  et  qui  sont  tangentes  à  Fextrémité 
du  diamètre  forment  des  angles  droits  avec  le  n^éme  diamèt^^^^ 
Il  y  aura  donc  deux  droites  dans  le  plan  tangent  qui  seront 
perpendiculaires  siu:  Taxe.  Donc  le  plan  tangent  sera  perpen-* 
diculaire  sur  Taxe  et  par  conséquent  sur  le  plan  conduit  par 
Taxe. 

Que  le  plan  ne  soit  pas  tangent  au  sommet  du  conoïde.  Con- 
duisons-un  plan  par  le  point  de 
contact  et  par  Ta^e  ;  que  la 
section  du  conoïde  soit  la  section  s 
conique  Asr  ;  que  bA  soit  Taxe 
du  conoïde  et  le  diamètre  de  cette 
section ,  et  que  la  section  du  plan 
tangent  soit  la  droite  Eez  qui  tou- 
che la  section  conique  au  point  e. 
Far  le  point  e  conduisons  la  droite  eK  perpendiculaire  sur 
le  diamètre  BA  ^  et  par  cette  droite  menons  un  plan  perpendicu- 
laire sur  Taxe.  Ce  plan,  engendrera  un  cercle  dont  le  centre 
sera  le  point  k.  La  section  de  ce  plan  par  le  premier  sera  uno 
droite  tangente  au  cercle  et  faisant  des  angles  droits  avec  la 
droite  eK.  Cette  droite  sera  donc  perpendiculaire  sur  le  plan  où 
se  trouvent  les  droites  Ke  y  b A.  Il  est  donc  évident  que  le  plan 
tangent  est  perpendiculaire  sur  ce  plan^  puisque  les  droites  qui 
sont  dans  ce  plan  lui  sont  perpendiculaires. 
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PROPOSITION   XVIL 

Si  un  plan  touclie  im  sphéroïde  alongé  ou  aplati  sans  le 
couper^  il  ne  le  touchera  qu^en  un  seul  point ,  et  le  plan  qui 
passe  par  le  point  de  contact  et  par  l'axe  sera  perpendiculaire 
sur  le  plan  tangent 

Que  ce  plan  touche  un  sphéroïde  en  plusieurs  points.  Prenons 
deux  points  où  ce  plan  touche' le  sphéroïde  Tpar  chacun  de  ces 
points  ^  menons  des  droites  parallèles  à  Taxe  ;  si  par  ces  droites 
nous  menons  un  plan ,  la  section  du  sphéroïde  sera  une  ellipse 
et  ces  points  seront  dans  cette  section.  Donc  la  droite  placée 
entre  ces  deux  points  sera  en  dedans  de  la  section  conique^  et 
par  coijiséquent  en  dedans  de  la  surface  du  sphéroïde.  Mais  cette 
même  droite  est  aussi  dans  le  plan  tangent ,  parce  qae  les  deux 
points  s'y  trouvent  placés.  Donc  une  certaine  partie  du  plan 
tangent  sera  en  dedans  du  sphéroïde.  Mais  cela  n'est  point  ^ 
car  on  aiyoit  supposé  qu'il  ne  le  coupoit  point.  Il  est  donc 
évident  que  ce  plan  ne  touche  le  sphéroïde  qu'en  ua  seul 
point 

Nous  démontrerons  de  la  même  manière  que  nous  l'avons 
Êdt  dans  les  conoïdes ,  que  le  plan  conduit  par  le  point  de  con- 
tact et  par  l'axe  sera  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent 

Si  un  conbïde  ou  un  sphéroïde  alongé  ou  aplati  est  coupé  par 
un  plan  conduit  par  l'axe  ;  si  l'on  mène  une  droite  tangente  à 
la  section  qui  est  engendrée  ^  et  si  par  la  tangente  on  conduit  un 
plan  perpendiculaire  sur  le  plan  coupant ,  ce  plan  touchera 
la  figure  au  même  point  où  cette  droite  touche  la  section 
conique. 

Car  ce  plan  ne  touchera  pas  en  un  autre  point  la  sur&ce  de 
cette  figure  ;  s'il  en  étoit  autrement ,  la  perpendiculaire  menée 
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de  ce  point  sur  le  plan  coupant  tomberoit  hors  de  la  section 
conique ,  puisqu'elle  tomberoit  sur  la  tangente ,  à  cause  que 
ces  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  ;  ce  qui  ne  peut  être , 
car  il  est  démontré  qu'elle  tombe  en  dedans  (  1 2). 

PROPOSITION    XVIIL 


Si  deux  plans  parallèles  touchent  un  sphéroïde  alongé  ou 
aplati  y  la  droite  qui  joindra  les  points  de  contact  passera  par  le 
centre  du  sphéroïde. 

Si  les  plans  font  des  augles  droits  avec  Taxe  ^  la  chose  est 
évidente.  Supposons  que  Içs  angles  ne  soient  pas  droits.  Le  plan 
conduit  par  l'axe  et  par  un  des  points  de  contact  sera  perpen- 
diculaire sur  le  plan  qu'il  coupe  et  par  coipiséquent  sur  le  plan 
parallèle  à  celui-ci.  Il  faut  donc  qu'un  même  plan  passe  par  l'axç 
et  par  les  deux  points  de  contact  y  sans  quoi  il  y  auroit  deux 

m 

plans  perpendiculaires  sur  un  même  plan  qiii  seroient  con- 
duits par  une  même  droite  non  perpendiculaire  sur  ce  plan  ; 
car  on  a  supposé  que  l'axe  n'étoit  pas  perpendiculaire  sur  les 
plans  parallèles.  Donc  les  points  de  contact  et  l'axe  seront 
dans  le  même  plan  ;  et  le  sphéroïde  sera  coupé  par  un  plan 
conduit  par  l'axe.  Donc  la  section  sera  une  ellipse  et  les  sections 
des  plans  tangens  qui  touchent  l'ellipse  aux  points  de  contact 
des  plans  seront  paraUèles.  Or  si  des  droites  parallèles  sont 
tangentes  à  une  ellipse  y  le  centre  de  l'ellipse  et  les  points  dé 
contact  sont  dans  une  même  droite. 
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PROPOSITION   XIX 


Si  deux  plans  parallèles  touchent  un  sphéroïde  alongé  ou 
aplati  y  et  si  par  le  centre  du  sphéroïde  on  conduit  un  plan 
parallèle  aux  plans  tan  gens ,  les  droites  menées  de  la  section 
qui  est  engendrée  parallèlement  à  la  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  tombent  hors  du  sphéroïde. 

Que  ce  que  nous  ayons  dit  soit  fait;  prenons  un  point  quel- 
conque dans  la  section  qui  est  engendrée  ^  et  par  ce  point  et 
par  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  conduisons  un 
plan  y  ce  plan  coupera  le  sphéroïde  et  les  plans  parallèles.  Que 
la  section  du  sphéroïde  soit  l'ellipse  ABîA  ;  que  les  sections  des 
plans  tangens  soient  les  droites  £Z^  ne; 
que  le  point  pris  à  volonté  soit  A ,  et  que 
la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  soit 
BA.  Cette  droite  passera  par  le  centre  (i  8). 
Que  la  section  du  plan  parallèle  aux  plans 
tangens  soit  ta.  Cette  droite  passera  aussi 
par  le  centre  y  parce  que  le  plan  où  elle  esA  passe  par  le  centre. 
Donc ,  puisque  la  section  ABrA  est  ou  un  cercle  ou  une  ellipse; 
que  les  deux  droites  Ëz  y  He  sont  tangentes  à  cette  section  et  que 
par  le  centre  on  leur  a  conduit  une  parallèle  Ar  y  il  est  évident 
que  les  droites  menées  des  points  A  ^  r  parallèlement  à  ba  sont 
tàngentels'à  la  section  et  tombent  en  dehors  du  sphéroïde  (et),. 

Si  le  plan  parallèle  aux  tangentes  n'est  pas  conduit  par  le 
centre ,  comme  k a  ,  il  est  évident  que  parmi  les  droites  menées 
de  la  section ,  celles  qui  sont  menées  vers  le  côté  où  est  le  petit 
segment  tombent  hors  du  sphéroïde  y .  et  que  celles  qui  sont 
menées  vers  le  côté  opposé  tombent  en  dedans  (€). 
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PROPOSITION    XX. 


Si  un  sphéroïde  quelconque  e$t  coupé  par  un  plan  conduit 
par  le  centre ,  ce  sphéroïde  ainsi  que  sa  surface ,  est  coupé  en 
deux  parties  égales  par  ce  plan. 

Coupons  un  sphéroïde  par  un  plan  conduit  par  son  centre  ; 
ou  ce  plan  coupera  le  sphéroïde  par  Taxe  ^  ou  hien  il  le  coupera 
à  angles  droits  ou  ohliques.  Si  ce  plan  coupe  le  sphéroïde 
par  Taxe  ou  s'il  est  perpendiculaire  sur  Taxe ,  non-seulement 
le  sphéroïde  y  mais  encore  sa  sur£sice  sera  coupée  en  deux 
parties  égales  ;  car  il  est  évident  qu'une  partie  du  sphéroïde 
convient  avec  Tautre  {>artîe,^et  qu'une  partie  de  sa  surface 
convient  aussi  avec  l'autre  partie. 

Mais  supposons  que  le  plan  coupant  ne  passe  pas  par  l'axe ,  et 
qu'il  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur  l'axe.  Coupons  le  sphéroïde 
par  un  plan  qui  passe  par  l'axe  et  qui  soit  perpendiculaire  bui  le 
plan  coupant;  que  la  section  du  sphéroïde  soit  l'ellipse  AsrA;  que 
la  droite  ba  soit  le  diamètre  de  l'ellipse  et  l'axe  du  sphéroïde  ; 
que  le  point  e  soit  le  centre^  et  que  la  section  du  plan  que  coupe 
le  sphéroïde  par  le  centre  soit  la  droite  af.  Prenons  un  autre 
sphéroïde  égal  et  semhlable  au  pre- 
mier ;  coupons-le  par  un  plan  con« 
duit  par  l'axe,;  que  sa  section  scât 
relhpse  EZHN  ;  que  EH  soit  le  diamè- 
tre de  l'ellipse  et  l'axe  du  sphé- 
roïde, et  le  point  k  le  centre.  Par 
le  centre  K,  menons  la  droite  ZN, 
faisant  l'angle  k  égal  à  l'angle  e  ;  et 
par  la  droite  ZN  conduisons  un  plan  perpendiculaire  sur  le 
plan  où    se  trouve  la  section   ezhn.  On  aura    deux   ellipses 
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ÂBr A  ^  EZHK  égales  et  semblables.  C^est  pourquoi  ayant  posé  eh 
8ur  BA  et  ZN  sur  Ar^  ces  deux  ellipses  conviendront  parfaite- 
ment. Mais  le  plan  conduit  par  NZ  et  le  plan  conduit  par  ai 
conviennentencore  parfaitement^  puisqu'ils  sont  conduits  l'un 
et  Tautre  par  une  même  droite  dans  un  même  plan  ;  donc  le 
segment  qtd  est  retranché  du  sphéroïde ,  du  côté  où  se  trouve 
le  point  E ,  par  le  plan  conduit  par  NZ  ^  et  l'autre  segment  qui 
est  retranché  de  l'autre  sphéroïde^  du  côté  où  se  trouve  le 
point  B ,  par  le  plan  conduit  par  la  droite  Af,  conviennent  par- 
faitement Donc  les  segmens  restans^  et  les  surfaces  de  ces  seg- 
mens  conviennent  encore  parfaitement 

Si  l'on  pose  la  droite  eh  sur  BA^  de  manière  que  le  point  £  soit 
posé  sur  le  point  A ,  le  point  h  sur  le  point  b^  et  enfin  si  l'on 
pose  la  droite  qui  est  entre  les  points  K  ^  z  sur  la  droite  qui  est 
entre  les  points  A  ^  r  ^  il  est  évident  que  les  ellipses  convien- 
dront parfaitement^  que  le  point  z  tombera  sur  le  point  r  et 
le  point  N  sur  le  point  a.  Semblablement  ^  le  plan  conduit  par 
KZ  ,  et  le  plaii  conduit  par  Ar  con- 
viennent parfaitement  ^  et  le  seg- 
ment qui  est  retranché ,  du  côté  où 
se  trouve  le  point  h^  par  le  plan  con- 
duit par  NZ  y  et  le  segment  qui  est 
retranché ,  du  côté  où  se  trouve  le 
point  B  ^  par  le  plan  conduit  par  Ar^ 
conviennent   encore    parfaitement 

Mais  celui  qui  est  du  côté  où  se  trouve  le  point  £^  et  celui  qui  est 
du  côté  où  se  trouve  le  point  a  conviennent  encore  parfaitement; 
donc  y  puisque  le  même  segment  convient  parfaitement  avec 
l'un  et  avec  l'autre  segment^  il  est  évident  que  ces  segmens  sont 
égauuc  ^  et  que  leui^  surfaces  sont  aussi  égales. 
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PROPOSITION    XXL 


Etant  donné  un  segment  d'un  conoïde  parabolique  ou  hy- 
perbolique retranché  par  lui  plan  perpendiculaire  sur  Taxe  , 
ou  bien  un  segment  d'un  sphéroïde  alongé  ou  aplati  re- 
tranché semblablement ,  de  manière  cependant  que  celui-ci  ne 
soit  pas  plus  grand  que  la  moitié  du  sphéroïde^  on  peut  inscrire 
dans  chaque  segment  une  figure  solide  composée  de  cylindres 
ayant  tous  la  même  hauteur^  et  lui  en  inscrire,  une  autre  de 
manière  que  Texcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite 
soit  moindre  que  toute  quantité  solide  proposée. 

Soit  donné  un  segment  tel  que  ABr.  Coupons  ce  segment  par 
un  plan  conduit  par  Taxe;  que  la*  section  de  ce  segment  soit  la 
section  conique  ABr  ^  et  que  celle  du  plan  qui  coupe  le  segment 
soit  la  droite  Ar.  Que  la  droite  B  A  soit  Taxe  du  segment  y  et  le 
diamètre  de  la  section  conique.  Puisque  Ton  a  supposé  que  le  plan 
coupant  est  perpendiculaire  sur  Faxe^  la  section  sera  un  cercle 
ayant  pour  diamètre  la  droite  r A.  Que  ce  cercle  soit  la  base  d'un 
cylindre  qui  ait  pour  axe  la  droite 
B  A,  La  surface  de  ce  cylindre  tom* 
bera  hors  du  segment ,  parce  que 
c'est  un  segment  de  conoïde ,  ou 
bien  un  segment  de  sphéroïde 
qui  n'est  pas  plus  grand  que  la 
moitié  du  sphéroïde  (16  et  19). 
C'est  pourquoi ,  si  le  cylindre  est  / 
coupé  continuellement  en  deux 
parties  par  un  plan  perpendiculaire  sur  Taxe ,  ce  qui  restera 
sera  à  la  fin  moindre  que  la  quantité  soUde  proposée.  Que  le  reste 
qui  est  moindre  que  la  quantité  solide  proposée  soit  le  cylindre 
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qui  a  pour  basé  le  cercle  décrit  autour  de  Ai  comme  diamètre, 
et  pour  axe  la  droite  ea.  Partageons,  aux  points  P,  o ,  n,  g; ,  la 
droite  BA   en  parties  égales  chacune  à  EA;  par  les  points  de 
division  conduisons  à  Ar  des  parallèles  terminées  à  la  section 
conique ,  et  par  ces  parallèles  faisons  passer  des  plans  perpen- 
diculaires sur  BA.  Les  sections  seront  des  cercles  qui   auront 
leurs  centres  dans  ba.    Sur  chacun  de  ces  cercles  construi- 
sons deux  cylindres  dont  chacun  ait  un  axe  égal  à  EA  ;  que 
Tun  d'eux  soit  du   côté  du  cy- 
lindre où  est  le  point  A  ,  et  l'au- 
tre du  côté  du  cylindre  où  est  le 
point  b.  Il  est  évident  que  l'on 
aura  inscrit  dans  le  segment  une 
certaine  figure   solide   composée 
des  cylindres  qui  sont  construits 
du    côté   où   est  le  point  A,   et  [|L 
qu'on  lui  en  aura  aussi  circon- 
scrit une  autre    composée    des  cylindres  qui  sont  construits 
du  côté  où  est  le  point  b.  Il  reste  à  démontrer  que  l'excès  de 
la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  est  moindre  que  la 
quantité  solide  proposée.  Or,  chacun   des    cylindres  qui  sont 
dans  la  figure  inscrite  est  égal  au  cylindre  qui  est  construit  sur 
le  même  cercle  du  côté  où  est  le  point  b  ;  c'est-à-dire  que  le 
cylindre  en  sera  égal  au  cylindre  ei  ,•  le  cylindre  ka  au  cylin- 
dre KM ,  et    ainsi  de  suite.    Donc  la  somme  des  uns  de  ces 
cylindres  est  égale  à  celle  des  autres.  Il  est  donc  évident  que 
l'excès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  est  le  cylin- 
dre qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme  dia- 
mètre et  pour  axe  la  droite  ea.  Or ,  ce  cylindre  est  moindre 
que  la  quantité  solide  proposée. 
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PROPOSITION    XXIL 

Etant  donné  tin  segment  d'un  conoïde  parabolique  ou 
hyperbolique  retranché  par  un  plan  non  perpendiculaire  sur 
Faxe^  ou  un  segment  de  sphéi^oïde  alongé  ou  aplati  re^ 
ti*anché  semMablement  de  manière  cependant  que  celui-ci 
ne  soit  pas  plus  grand  que  la  moitié  du  ^héroïde^  on  peut 
inscrire  dans  chaque  segment  une  figure  solide  composée 
de  segmens  de  cylindre  ayant  tous  une  hauteur  é^ale  y  et  hû 
en  circonscrire  une  autre  de  manière  que  l'excès  de  la  figuré 
circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  moindre  qu'une  quantité 
solide  donnée. 

Soit  donné  un  segment  tel  que  nous  Favons  dit.  Coupons  ce 
segment  par.  un  autre  plan  conduit  par  Taxe  et  perpendiculaire 
sur  le  plan  qui  retranche  le  segment  donné.  Que  la  section  du 
segment  soit  la  section  coniqu  e 
ABiH  ^  et  la  section  du  plan  qui 
retranche  le  segment^  la  droite 
TA.  Puisqu'on  suppose  que  le 
plan  qui  retranche  le  segment 
n'est  point  perpendiculaire 
sur  l'axe  y  la  section  sera  ime 
ellipse^  ayant  pour  diamètre 
la  droite  af  (i5).Que  la  droite 
«r  parallèle  à  ta  soit  tangente 
à  la  section  conique  au  point  b; 
et  par  la  droite  «r  Êûsons  pas- 
ser un  plan  parallèle  au  plan 
conduit  par  ai.  Ce  plan  tou- 

chera  le  conoïde  au  point  B  (17).  Si  le  segment  appartient  à  un 
conoïde  parabolique  ^  du  point  B  menons  la  droite  bâ  parai* 
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lèle  à  Taxe  ;  si  le  segment  appartient  à  un  oonoïde  hyperbo- 
lique ,  du  sommet  du  cône  contenant  le  conoïde  conduisons 
une  droite  au  point  b;  prolongeons  cette  droite,  et  que  son  pro- 
longement soit  BA;  si   enfin  le  segment  appartient  à  un  sphé*- 
roïde ,  de  son  centre  conduisons  une  droite  au  point  b  ,  et  que 
la  partie  de  cette  droite  comprise  dans  le  segment  soit  ba.  U  est 
d^abord  évident  que  la  droite  ba  partagera  en  deux  parties 
égales  la  droite  Af.  Donc  le  point  b  sera  le  sommet  du  segment , 
et  la  droite  ba  son  axe.  On  a 
donc  une  ellipse  décrite  au- 
tour de  Ar'  comme  diamètre , 
et  une  oblique  ba  menée  de 
son  centre  dans  un  plan  qui 
passe  par  un  de  ses  diamètres 
et  qui  est  perpendiculaire  sur 
le  plan  de  Tellipse.  On  peut 
donc  trouver  un  cylindre  qui 
ait  son  axe  sur  la  droite  ba  ,  et 
dans  la  surface  duquel  se  trou-* 
ve  Tellipse  qui  est  décrite  au-^ 
tour  de  Ar   comme  diamè- 
tre (lo).  La  surface  de  ce  cylindre  tombera  hors  du  segment; 
car  c'est  un  segment  de  conoïde  ,  ou  bien  un  segment  de  sphé- 
roïde qui  n*est  pas  plus  grand  que  la  moitié  du  sphéroïde  (16  et 
19).  L'on  aura  donc  un  certain  segment  de  cylindre  ayant  pour 
base  une  ellipsç  décrite  autour  de  ai  comme  diamètre ,  et  pour 
axe  la  droite  ba.  C'est  pourquoi  si  Fon  coupe  continuellement 
pe  segment  en  deux  parties  égales  par  des  plans  parallèles  au 
plan  conduit  par  Ar,  ce  qui  restera  sera  moindre  que  la  quantité 
solide  proposée.  Que  le  segment  qui  a  pour  base  l'ellipse  décrite 
autour  de  Ar  comme  diamètre ,  et  pour  axe  la  droite  ea  soit 
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moindre  que  la  quantité  solide  proposée.  Partageons  ùb  en 
parties  égales  chacune  à  A£  ;  par  les  points  de  division  menons 
à  Ar  des  droites  parallèles  et  terminées  à  Tellipse  ;  et  par  ces 
droites  faisons  passer  des  plans  parallèles  au  plan  conduit  par 
Âi.  Ces  plans  couperont  la  surface  du  segment ,  et  les  sections 
seront  des  ellipses  semblables  à  celle  qui  est  décrite  autour  de 
Ar  comme  diamètre  ,  parce  que  ces  plans  sont  parallèles  entre 
eux(i5.  Cor.)  Construisons  sur  chaque  ellipse  deux  segmens 
de  cylindre;  que  Tun  soit  du  côté  de  Fellipse  où  est  le  point  A 
et  l'autre  du  côté  où  est  le  point  B.  Que  ces  segmens  de  cylin- 
dres aient  pour  axe  une  droite  égale  à  AE.  On  aura  donc  cer- 
taines figures  solides  composées  de  segmens  de  cylindre  ayant 
la  même  hauteur,  dont  Tune  sera  inscrite  et  Tautre  circonscrite. 
Il  reste  à  démontrer  que  Fexcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la 
figure  inscrite  est  moindre  que  la  quantité  solide  proposée.  On 
démontrera  comme  dans  la  proposition  précédente  que  Texcès 
de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  est  un  segment 
qui  a  pour  base  Tellipse  décrite  autour  de  Ar  comme  diamètre 
et  pour  axe  la  droite  £A.  Or ,  ce  segment  est  moindre  que  la 
grandeur  solide  proposée. 

Ces  choses  étant  établies  ^  nous  allons  démontrer  celles  qui 
ont  été  proposées  relativement  à  ces  figures. 

PROPOSITION    XXIIL 

Un  segment  quelconque  d^un  conoïde  parabolique  retranché 
par  un  plan  perpendiculaire  sur  Taxe  est  égal  à  trois  fois 
la  moitié  du  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que 
ce  segment. 

Soit  un  segment  d'un  conoïde  parabolique  retranché  par  un 
plan  perpendiculaire  sur  l'axe.  Coupons  ce  segment  par  un  autre 
plan  conduit  par  l'axe;  que  la  section  de  sa  surface  soit  la  parabole 
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ABF  ;  que  la  section  du  plan  qui  retranche  le  segment  soit  la 
droite  fa  ,  et  que  Taxe  du  segment  soit  la  droite  ba.  Soit  aussi 
un  cône  qui  ait  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  ^ 
ayant  pour  sommet  le  point  b.  Il  faut  démontrer  que  le  seg- 
ment du  conoïde  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  ce  cône. 


J9upposons  que  le  cône  ^  soit  égal  à  trois  fois  la  moitié  du 
cône  dont  la  base  est  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme  dia- 
mètre et  dont  Faxe  est  ba.  Soit  aussi  un  cylindre  qui  ait  pour 
base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme  diamètre  ^  et  pour 

« 

axe  la  droite  ba.  Le  cône  "ir  sera  égal  à  la  moitié  du  cylindre 
total  ;  parce  que  le  cône  'i'  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  Fautre 
cône.  Je  dis  que  le  segment  du  conoïde  est  égal  au  cône  "ir. 

Car  si  le  segment  du  conoïde  n'est  pas  égal  au  cône  ^  ,il  est 
plus  grand  ou  plus  petit  Qu'il  soit  d'abord  plus  grand ,  si  cela 
est  possible.  Inscrirons  dans  le  segment  une  figure  solide  com- 
posée de  cylindres  qui  aient  la  même  hauteur;  circonscrivons- 
lui  en  un  autre  de  manière  que  l'excès  de  la  figure  circonscrite 
sur  la  figure  inscrite  soit  moindre  que  l'excès  du  segment  sur 
le  cône  ^.  Que  parmi  les  cylindres  dont  la  figure  circonscrite 
est  composée ,  le  plus  grand  soit  celui  qui  a  pour  base  le  cercle 


N. 


fi 


ET    DES    SPHÉROÏDES.  169 

décrit  autour  de  àf  comme  diamètre^  et  pour  axe  la  droite  £A;  et 
que  le  plus  petit  soit  celui  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour 
de  £T  comme  diamètre  et  pour  axe  la  droite  Be.  Que  parmi  les 
cylindres  dont  la  figure  inscrite  est  composée ,  le  plus  grand 
soit  celui  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  ka  comme 
diamètre  et  pour  axe  la  droite  AE  ;  et  que  le  plus  petit  soit  celui 
qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  sr  comme  diamètre 
et  pour  axe  la  droite  ei.  Que  les  plans  de  tous  ces  cr^lindres 
soient  prolongés  jusqu'à  la  surface  du  cylindre  qui  a  pour  base 
le  cercle  décrit  autour  de  âf  comme  diamètre  et  pour  axe  la 
droite  bâ.  Le  cylindre  total  sera  partagé  en  autant  de  cylindres 
qu'il  y  en  a  dans  la  figure  circonscrite  ^  et  chacun  de  ces  cylin- 
dres sera  égal  au  plus  grand  des  cylindres  circonscrits.  Mais 
l'excès  de  la  figure  circonscrite  au  segment  sur  la  figure  inscrite 
est  moindre  que  l'excès  du  segment  sur  le  cône  ^  ;  il  est  donc 
évident  que  la  figure  inscrite  dans  le  segment  est  plus  grande 
que  le  cône  ^  (a). 

Le  premier  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  ^  qui 
a  pour  axe  la  droite  ae  est  au  premier  des  cylindres  placés 
dans  la  figure  inscrite  ^  qui  a  pour  axe  la  droite  A£  comme  le 
qi^arré  de  la  droite  AA  est  au  quarré  de  la  droite  K£  ;  et  le  quarré 
de  la  droite  aa  est  au  quarré  de  la  droite  k£  comme  ba  est  à  be  , 
et  comme  aa  est  à  £;Er  (é).  On  démontrera  semblablement  que  le 
second  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  y  qui  a  pour  axe 
la  droite  £Z  est  au  second  des  cylindres  placés  dans  la  figure 
inscrite  comme  n£^  c'est*à-dire  aa^  est  à  za.  De  plus^  chacun 
des  autres  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  sera  à  chacun 
des  cylindres  qui  sont  placés  dans  la  figure  inscrite^  et  qui  ont  le 
même  axe  comme  le  rayon  de  la  base  est  à  la  partie  de  ce  rayon 
placée  entre  les  droites  ab  ^  ba«  Donc  la  somme  de  tous  les 
cylindres  placés  dans  le  cylindre  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit 
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autour  dé  Ar  comme  diamètre  et  pour  axe  la  (droite  bà  y  est  S, 
la  somme  de  tous  les  cylindres  placés  dans  la  figure  inscrite 
comme  la  somme  des  rayons  des  cercles  qui  sont  dans  les  bases 
<les  cylindres  dont  nous  venons  de  parler  est  à  la  somme  des 


droites  qui  sont  placées  entre  les  droites  AB ,  BA  (2)  (y).  Mais 
Bi  des  secondes  droites  dont  nous  venons  de  parler,  on  retran- 
che les  droites  aa  ,  la  somme  des  premières  droites  dont  nous 
venons  de  parler  est  plus  grande  que  le  double  de  la  somme  des 

m 

secondes  droites  restantes  (1)  («T).  Donc  la  somme  des  cylindres 
placés  dans  le  cylindre  total  qui  a  pour  axe  la  droite  ab  est 
plus  grande  que  le  double  de  la  figure  inscrite.  Donc  le  cylindre 
total  qui  a  pour  axe  ba  est  plus  grand  que  le  double  de  la  figure 
inscrite.  Mais  ce*  cylindre  est  double  du  cône  -^  ;  donc  la  figure 
inscrite  est  plus  petite  que  le  cône  ^.  Ce  qui  ne  peut  être  ;  car 
on  a  démontré  qu'elle  est  plus  grande.  Donc  le  segment  du 
conoïde  n'est  pas  plus  grand  que  le  cône  '^. 

Je  dis  à  présent  que  ce  segment  n'est  pas  plus  petit.  Inscrivons 
dans  le  segment  ude  figjire,  et  circonscrivons-lui  en  une  dutre , 
de  manière  que  Texcès  de  Tune  sur  l'autre  soit  moindre 
que    l'excès  du   cône  f^  sur  le   segment    ]E'aisons  le  reste 
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comme  auparavant.  Puisqi»  la  figure  inscrite  est  plus  pe- 
tite que  le  segment ,  et  que  la  figure  inscrite  diffère  moins 
de  la  figure  circonscrite  que  le  segment  ne  diffère  du  cône ,  il 
est  évident  que  la  figure  circonscrite  est  plus  petite  que  le 
cône  -f^. 

Le  premier  des  cyKndres  placés  dans  le  cylindre  total ,  qui 
a  pour  axe  la  droite  A£  est  au  premier  des  cylindres  placés  dans 
la  figure  circonscrite  y  qui  a  pour    axe  la  même  droite  El 
comme  le  quarré  de  A  A  est  à  ce  même  quarré  (i  )  ;  le  second  des 
cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  ^  qui  a  pour  axe  la  droite 
£Z  est  au  second  des  cylindres  placés  dans  la  figure  circonscrite  ^ 
qui  a  pour  axe  la  droite  EZ  comme  le  quarré  de  AA  au  quarré 
de  K£  ;  et  le  quarré  de  AA  est  au  quarré  de  K£  comme  BA  est 
à  6£  et  comme  AA  est  à  £H.  De  plus  y  chacun  des  autres  cylindres 
placés  dans  le  cylindre  totale  qui  a  pour  axe  une  droite  égale 
à  A£  est  à  chacun  des  cylindres  qui  sont  placés  dans  la  figure  cir- 
conscrite y  et  qui  ont  le  même  axe  comme  le  rayon  de  la  base  est 
à  la  partie  de  ce  rayon  placée  entre  les  droites  ab  y  b A.  Donc  la 
somme  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  qui  a  pour  axe 
la  droite  ba  est  à  la  somme  des  cylindres  placés  dans  la  figure 
circonscrite  comme  la  somme  des  premières  droites  est  à  la 
somme  des  secondes  (â).  Mais  la  somme  des  premières  droites  y 
c'est-à**dire  la  somme  des  rayons  des  cercles  qui  sont  les  bases 
des  cylindres  est  moindre  que  le  double  de  la  somme  des  droites 
qui  sont  retranchées  de  ces  rayons,  réunie  à  la  droite  AA  (i); 
il  est  donc  évident  que  la  somme  des  cylindres  placés  dans  le 
cylindre  total  est  moindre  que  le  double  de  la  somme  des  cylin- 
dres placés  dans  la  figure  circonscrite.  Donc  le  cylindre  qui  a 
pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme  diamètre  et  pour 
axe  la  droite  3 A  est  plus  petit  que  le  double  de  la  figure  cir- 
conscrite. Mais  ce  cylindre  n^est  pas  plus  petit  que  le  double  de 
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la  figure  circonscrite  y  puisqu^il  est  au  contraire  plus  grand  que 
le  double  de  cette  figure  ;  car  ce  cylindre  est  double  du  cône  ^ , 
et  Ton  a  démontré  que  la  figure  circonscrite  est  plus  petite  que 
le  cône  "F.  Donc  le  segment  du  conoïde  n'est  pas  plus  petit  que 
le  cône  '^.  Mais  on  a  démontré  qu'il  n'est  pas  plus  grand  ;  donc 
le  segment  du  conoïde  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  du  cône  qui 
a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment 

PROPOSITION    XXIV. 


Si  un  segment  d'un  conoïde  parabolique  est  retranché  par  un 
plan  non  perpendiculaire  sur  l'axe  ^  ce  segment  sera  parallèle- 
ment égal  à  trois  fois  la  moitié  du  segment  de  cône  qui  a  la 
même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment 

Qu'un   segment    d'un    conoïde  parabolique  soit  retranché 
comme  nous  l'ayons  dit  Cou- 
pons ce  même  segment  par  un 
autre  plan  conduit  par  l'axe  et 
perpendiculaire  sur  celui  qui 
coupe  la  figure;  que  la  section 
de  la  figure  soit  la  parabole  ABr^ 
et  que  la  section  du  plan  cou- 
pant soit  la  droite  Af.  Menons 
à  la  droite  aï  une  parallèle 
4»T  qui  soit  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  b;  et  menons 
la  droite  ba  parallèle  à  Taxe. 
Cette  droite  coupera  en  deux 
parties  égales  la  droite  Ar  (a). 

Faisons  passer  par  la  droite  *y  un  plan  parallèle  à  celui  qui  est 
conduit  par  aa.  Ce  plan  sera  tangent  au  conoïde  au  point  b  ; 
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le  point  B  sera  le  sommet  du  segment  et  la  droite  bà  son  axe. 
Puisque  le  plan  conduit  par  AF  n'est  point  perpendiculaire  sur 
Taxe  et  que  ce  plan  coupe  le  conoïde^  la  section  sera  une  ellipse 
ayant  pour  grand  diamètre  la  droite  ai  (i5).  Puisque  Ton  aune 
ellipse  décrite  autour  de  Af^  comme  diamètre  et  une  oblique 
menée  de  son  centre  dans  un  plan  qui  est  conduit  par  le  dia- 
mètre de  Tellipse  et  qui  est  perpendiculaire  sur  son  planton 
peut  trouver  un  cylindre  qui  ait  son  axe  sur  la  droite  BA  et 
dans  la  surface  duquel  se  trouve  Tellipse  (10).  On  peut  de  même 
trouver  un  cône  qui  ait  pour  sommet  le  point  B  et  dans  la  sur--- 
face  duquel  se  trouve  l'ellipse  (9).  On  aura  donc  un  certain 
segment  de  cylindre  ayant  pour  base  Tellipse  décrite  autour  de 
AF  comme  diamètre  et  pour  axe  la  droite  ba;  on  aura  de  plus  un 
segment  de  cône  ayant  la  même  base  et  le  même  axe  que  le 
segment  de  cylindre  et  le  segment  du  conoïde.  Il  faut  démontrer 
que  le  segment  du  conoïde  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  du  seg-« 
ment  de  cône. 

Que  le  cône  -^  soit  égal  à  trois  fois  la  moitié  du  segment  de 
cône.  Le  segment  de  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même 
axe  que  le  segment  du  conoïde  sera  double  du  cône  '^  ;  parce 
que  ce  cône  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  du  segment  dé  cône 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  du  conoïde; 
et  que  le  segment  de  cône  dont  nous  venons  de  parler  est  le 
tiers  du  segment  de  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même 
axe  que  le  segment  du  conoïde  (1 1).  U  est  donc  nécessaire 
que  le  segment  du  conoïde  soit  égal  au  cône  '^. 

Car  si  ce  segment  ne  lui  est  pas  égal ,  il  sera  plus  grand  ou 
plus  petit.  Supposons  d'abord  qu'il  soit  plus  grande  si  cela  est 
possible.  Inscrivons  dans  le  segment  une  figure  solide  composée 
de  segmens  de  cylindre  qui  aient  la  même  hauteur,  et  circonscri- 
vons-lui ensuite  une  autr^  figure  solide ,  de  manière  que  l'excès 
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de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que 

Fexcès  du  segment  du  conoïde  sur  le  cône  '^.  Prolongeons   le 

plans  des  segmens  de  cylindre  jusqu^à  la  sur&ce  du  segment  de. 

cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment; 

du  conoïde.  Le  premier  des  segmens  placés  dans  le  segment  de  cy; 

lindre  totale  qui  a  pour  axe  la 

droite  A£ ,  est  au  premier  des 

segmens  placés  dans  la  figure 

inscrite ,  qui  a  pour    axe  la 

'droite  A£  comme  le  quarré  de 

AA  est  au  quarré  de  ke;  car  ces 

segmens  qui  ont  une  hauteur 

égale  sont  entre  eux  comme 

leurs  bases.  Mais  les  bases  de 

ces  segmens  qui  sont  des  ellip« 

ses  semblables^  sont  entre  elles 

comme  les  quarrés  de  leurs 

diamètres  correspondans  (S)  ; 

et  les  moitiés  de  ces  diamètres 

sont  les  droites  AA ,  ke  ;  et  de  plus ,  le  quarré  de  a  A  est  au 

quarré  de  ke  comme  ba  est  à  be  ;  parce  que  la  droite  BA  est 

parallèle  au  diamètre /  que  les  droites  AA,  ke  sont  parallèles  à 

la  droite  qui  touche  la  parabole  au  point  B ,  et  que  B A  est  à  b  £ 

comme  aa  est  à  eh  (y).  Donc ,  le  premier  des  segmens  placés 

dans  le  segment  de  cylindre  total  est  au  premier  des  segmens 

placés  dans  la  figure  inscrite  comme  aa  est  à  eh.  De  même , 

chacun  des  autres  segmens  placés  dans  le  segment  de  cylindre 

total ,  qui  a  pour  axe  une  droite  égalé  à  ea  ,  est  à  chacun  des 

segmens  correspondans  qui  sont  placés  dans  la  figure  inscrite, 

et  qui  ont  le  même  axe  comme  le  demi-diamètre  des  bases 

P5t  à  la  piartie  de  ce  demi  -  diamètre  placée  entre  les  droites 
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AB ,  BA.  Nous  démontrerons,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut^ 
que  la  figure  inscrite  est  plus  grande  que  le  cône  '¥,  et  que  Id 
segment  de  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  lô 
segment  du  conoïde,  est  plus  grand  que  le  double  de  la  figure 
inscrite.  Donc,  le  segment  de  cylindre  sera  aussi  plus  grand  que 
le  double  du  cône  ^.  Mais  il  n'est  pas  plus  grand  que  le  double 
de  ce  cône ,  puisqu'il  est  seulement  le  double  de  ce  cône.  Donc 
le  segment  du  conoïde  n'est  pas  plus  grand  que  le  cône  "F.  On 
démontrera  de  la  même  manière  qu'il  n'est  gas  plus  petit.  Il  est 
donc  évident  qu'il  lui  est  égal.  Donc,  le  Segment  du  conoïde  est 
égal  à  trois  fois  la  moitié  du  segment  de  cône  qui  a  la  même 
base  et^  le  même  axe  que  ce  segment.  , 

PROPOSITION    XXV. 

Si  deux  segmens  d'un  conoïde  parabolique  sont  retranchés  par 
deux  plans  dont  l'un  soit,  perpendiculaire  sur  l'axe  et  dont 
Tautre  ne  lui  soit  pas  perpendiculaire  ;  et  si  les  axes  des  segmens 
sont  égaux ,  ces  segmens  seront  égaux  entre  eux. 

Retranchons  deux  segmens  d^im  conoïde  parabolique,  aina  que 

B 


nous  l'avons  dit  Coupons  ensuite  le  conoïde  par  un  plan  conduit 
par  Taxe  et  par  un  plan  perpendicula  ire  sur  Taxe.  Que  la  section 
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du  conoïde  soit  la  parabole  abf  ,  ayant  pour  diamètre  la  droite 
B  A.  Que  les  sections  des  plans  soient  les  droites  ai  ^  £T  ^  dont  Tune 
£r  est  perpendiculaire  sur  Taxe  ,  et  dont  Tautre  ix  ne  lui  est 
pas  perpendiculaire.  Que  les  droites  Be^  ka  qui  sont  les  axes 
^s  segmens  soient  égales  entre  elles  et  que*  les  sommets  des 
segmens  soient  les  points  b  ^  a.  H  faut  démontrer  que  le  segment 

5 


du  oonoïde  dont  le  sommet  est  le  point  b  ^  est  égal  au  segment  du 
conoïde  dont  le  sommet  est  le  point  a. 

Puisque  d'une  même  parabole^  on  a  retranché  deux  segmens  ^ 
dont  l'un  est  aaz  et  l'autre  ebf  ,  et  que  leurs  diamètres  ka  ,  eB 
sont  égaux  entre  eux^  le  triangle  aak  sera  égal  au  triangle  £86  ; 
car  on  a  démontré  que  le  triangle  aaz  est  égal  au  triangle 
£Br  (4).  Menons  la  droite  ax  perpendiculaire  sur  la  droite  ka 
prolongée.  Puisque  les  droites  Be  ,  ka  sont  égales  entf>8  elles , 
les  droites.  £e  ^  ax  seront  aussi  égales  entre  elles  (/)).  Dans  le 
segment  dont  le  sommet  est  le  point  b  ,  inscrivons  un  cône  qui 
ait  la  même  base  et  le  mên^e  axe  que  ce  segment  ;  et  dans  le 
segment  dont  le  sommet  est  le  point  a  >  inscrivons  un  segment 
de  cône  qui  ait  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment 
Du  point  A ,  conduisons  sur  ùz  la  perpendiculaire  am.  Cette 
perpendiculaire  sera  la  hauteur  du  segment  de  cône  dont  le 
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sommet  est  le  point  a.  Mais  le  segment  de  cône  dont  le  sommet 
est  le  point  a  et  le  cône  dont  le  sommet  est  le  point  b  sont  entre 
eux  en  raison  composée  des  bases  et  des  hauteurs  (ii).  Donc^ 
ce  segment  de  cône  et  ce  cône  sont  entre  eux  en  raison  com- 
posée de  la  raison  de  la  surface  comprise  dans  Fellipse  décrite 
autour  de  AZ  comme  diamètre  au  cercle  décrit  autour  de  £r 
comme  diamètre  ^  et  de  la  raison  de  am  à  Be.  Mais  la  raison  de 
la  surface  comprise  dans  TeUipse  à  ce  même  cercle  est  la  même 
que  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  les  diamètres  de  Tel*- 
lipse  au  quarré  du  diamètre  £r  (6)  ;  donc  le  segment  de  cône 
dont  le  sommet  est  le  point  a  >  et  le  cône  dont  le  sommet  est 
le  point  B  sont  entre  eux  en  raison  composée  de  la  raison  de  ka 
va  £e ,  et  de  la  raison  de  am  à  Be  ;  car  la  droite  ka  est  la  moitié 
du  diamètre  de  la  base  du  segment  de  cône  qui  a  pour  sommet 
le  point  A  ;  la  droite  £e  est  la  moitié  du  diamètre  de  la  base 
du  cône ,  et  les  droites  am  ,  Be  sont  les  hauteurs  du  segment 
de  cône  et  du  cône  (y).  Mais  am  est  à  *Be  comme  AM  est  à  ka  ^ 
parce  que  se  est  égal  à  ka;  et  am  est  à  k  a  comme  XA  est  à  AK  (/)  ; 
de  plus  la  raison  du  segment  de  cône  au  cône  est  composée  de 
la  raison  de  K A  à  AX  ^  car  AX  est  égal  à  £e  ^  et  de  la  raison  de  am 
à  Be  ;  et  parmi  les  raisons  dont  nous  venons  de  parler  ^  la  raison  de 
AK  à  AX  est  la  même  que  la  raison  de  ak  à  am.  Donc  le  segment 
de  cône  est  au  cône  comme  ak  est  à  am  et  comme  am  est  à  Be. 
Mais  se  est  égal  à  k a  (î)  ;  il  est  donc  évident  que  le  segment  de 
cône  qui  a  pour  sommet  le  point  a  est  égal  au  cône  qui  a 
pour  sommet  le  point  b.  Il  suit  évidemment  de-là  que  les  seg- 
mens  du  conoïde  sont  égaux ,  puisque  Fun  d'eux  est  égal  à  trois 
fois  la  moitié  d'un  cône  (â3)  y  et  que  l'autre  est  égal  à  trois  fois 
la  moitié  d'un. segment  de  cône  qui  est  égal  à  ce  même  cône(fl4). 
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PROPOSITION    XXVL 


Si  deux  segtnens  d'un  conoïde  parabolique  sont  retranchés 
par  un  plan  conduit  d'une  manière  quelconque ,  ces  segmens 
sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  axes. 

Que  deux  segmens  d'un  conoïde  parabolique  soient  retranchés 
comme  on  voudra  ;  que  k  soit  égal  à  l'axe  de  l'un  et  a  égal  à 
l'axe  de  l'autre.  Il  faut  démontrer  que  ces  segmens  sont  entre 
eux  comme  les  quarrés  des  droites  K  ^  a. 

Coupons  le  conoïde  par  un  plan  conduit  par  l'axe  du  seg- 
ment f  et  que  sa  section  soit  la  parabole  ABr ,  ayant  pour  axe  la 
droite  ba  Prenons  ba  égal  à  K  ;  et 
par  le  pioint  A  .  conduisons  tui 
plan  perpendiculaire  sur  l'axe. 
Le.  segment  du  conoïde  qui  a  pour 
base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar 
comme  diamètre ,  et  pour  axe  la 
droite  ba  ,  est  égal  à  un  segment 
qui  a  un  axe  égal  à  k.  Si  k  est 
aussi  égal  à  a  ^  il  est  évident  que 

les  segmens  seront  égaux  entre  eux  ;  car  ils  seront  égaux  cha- 
cun à  une  même  quantité  solide;  mais  les  quarrés  des  droites 
K ,  A  seront  égaux  entre  eux  ;  donc  les  segmens  seront  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  axes. 

Si  A  n'est  pas  égal  à  k  ,  que  a  soit  égal  à  Be.  Par  le  point  e 
conduisons  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe.  Le  segment  qui  a 
pour  base  Iç  çfercle  décrit  autour  de  £Z  comme  diamètre,  et 
pour  axe  la  droite  Be  ert  égal  à  un  segment  qui  a  un  axe  égal  à  a. 
Construisons  deux  cônes  qui  aient  pour  base  les  cercles  décrits 
autour  de  Ar^  EZ  comme  diamètres,  et  pour  sommet  le  point  b.  Le 
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c6nô  q»î  a  pour  axe  la  droite  ba  ,  et  le  cône  qui  a  pour  axe  la 
droite  B.e  sont  entre  eux  en  raison  composée  de  la  raison  du 
quarré  de  A  A  au  quarré  de  be,  et  de  la  raison  de  ba  à  ne  («); 
Mais  le  quarré  de  AA  est  au  quarré  de  eE  comme  ba  est  à  Be  (€)  ; 
donc ,  le  cône  qui  a  pour  axe  BA  ^  et  le  cône  qui  a  pour  axe  se 
sont  entre  eux  en  raison  composée  de  la  raison  de  ba  à  eB  et  de 
la  raison  de  ba  à  Be.  Mais  cette  raison  est  la  même  que  celle  du 
quarré  de  AB  au  quarré  de  OB  ;  et  le  cône  qui  a  pour  axe  la 
droite  ba  est  au  cône  qui  a  pour  axe  la  droite  es  comme  le  seg- 
ment du  conoïde  qui  a  pour  axe  la  droite  AB  au  segment  qui  a 
pour  axe  la  droite  gb  ;  car  chacun  de  ces  segmens  est  égal  à 
trois  fois  la  moitié  de  chacun  de  ces  cônes  (â3);  de  plus^  le 
segment  du  conoïde  qui  a  un  axe  égal  à  K  est  égal  au  segment 
qui  a  pour  axe  la  droite  b  A  ;  le  segment  du  conoïde  qui  a  pour 
axe  une  droite  égale  à  a  est  égal  au  segment  qui  a  pour  axe 
la  droite  eB  (25)^  et  la  droite  k  est  égale  à  la  droite  ba  ,  et  la 
droite  a  est  égale  h  )a  droite  eB.  Il  est  donc  évident  que  le 
segment  du  conoïde  qui  a  un  axe  égal  à  K  est  au  segment  du 
conoïde  qui  a  un  axe  égal  à  a  comme  le  quarré  de  k  est  au 
quarré  de  a. 

PROPOSITION    XXVIL 

Un  segment  d'un  conoïde  hyperbolique  retranché  par  un 
plan  perpendiculaire  $av  Taxe  est  à  im  cône  qui  a  la  même 
base  et  le  même  ax.e  que  ce  segment  comme  une  droitç  oowl^ 
posée  de  l'axe  du  segment  et  du  triple  de  la  droite  ajoutée  à 
Taxe  est  à  une  droite  composée  de  Taxe  du  segment  et  du 
double  de  la  droite  ajoutée  à  Taxe.  .. 

Retranchons  un  segjEuent  d'un  conoïde  hyperbolique  par  un 
plan  perpendiculaire  sur  Taxe.  Coupons  ce  même  segoient  par 
un  autre  plan  conduit  par  Taxe.  Que  la  section  du  couQÏde 
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soit  ràyperbole  ABr  ;  et  que  la  section  du  plan  qui  retranche  le 
segment  soit  la  droite  Ar  ;  que  Taxe  du  segment  soit  b  A ,  et 
que  la  droite  ajoutée  à  Taxe  soit  la  droite  Be^  et  que  les 
droites  ze,  ZH  soient  égales  chacune  à  se.  Il  £Etut  démontrer 


que  le  segment  est  au  cène  qui  a  la  même  base  et  le  même  dxe 
que  le  segment  comme  ha  est  à  ZA. 

Soit  un  cylindre  qui  ait  la  même  base  et  le  même  axe  que 
le  ^gment  y  et  dont  les  côtés  soient  ^a  ,  rr.  Soit  de  plus  un  cône 
•^;  et  que  ce  côpe  soit  à  celui  qui  a  la  même  base  et  le  même 
axe  BA  que  le  segment  comme  ha  est  à  AZ.  Je  dis  que  le  seg- 
ment du  conoïde  est  égal  au  cône  ^. 

Car  si  le  segment  du  ccmoïde  n'est  pas  égal  au  cône  ^  ^  il  est 
plus  grand  ou  plus  petit  Qu'il  soit  d'abord  plus  grand ,  si  cela 
est  possible.  Inscrivons  dans  le  segment  tme  figure  solide  com- 
posée de  cylindre  ayant  une  hauteur  égale ,  et  circonscrivons- 
lui  en  une  autre  ^  de  manière  que  Fexcès  de  la  figure  circonscrite 
sur  la  figure  inscrite  soit  moindre  que  Texcès  du  segment  du 
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canoïde  sur  le  cane  'ir.  Prolongeons  les  plans  de  tons  œs  cylin- 
dres jusqu'à  la  surface  du  cylmâre  qui  a  pour  base  le  cercle 
décrit  autour  de  Ai  conmie  diamètre  et  pour  axe  la  droite  b A.  Le 
cylindre  total  sera  partagé  en  autant  de  cylindres  qu^il  y  en  a 
dans  la  figure  circonscrite^  et  chacun  de  ces  cylindres  sera  égal  au 
plus  grand  de  ceux-ci.  Puisque  l'excès  de  la  figure,  circonscrite 
sur  la  figure  inscrite  est  moindre  que  l'excès  du  segment  sur  le 
cône  "ir,  et  que  la  figure  circonscrite  est  plus  grande  que  le  seg« 
ment  y  il  est  évident  que  la  figure  inscrite  est  plus  grande  que 
le  cône  ^v. 

Que  BP  soit  le  tiers  de  BA;  la  droite  HA  sera  triple  de  ep.  Puisque 
le  cylindre  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme 
diamètre  ^  et  pour  axe  la  droite  BA  est  au  cône  qui  a  la  même 
base  et  le  lûéme  axe  comme  ha  est  à  ep  ^  et  que  le  cône  dont 
nous  Tenons  de  parler  est  au  cône  ^  comme  ZA  est  à  ha  ;  par 
raison  d'égalité  dans  la  proportion  troublée  ^  le  cylindre  dont 
nous  venons  de  parler  sera  au  cône  '*-  comme  ZA  est  à  ep* 
Soient  les  droites  où  se  trouve  la  lettre  g;  que  leur  nombre 
soit  le  même  que  celui  des  s^pooiens  de  la  droite  BA^  que  gIiii^-> 
cune  d'elles  soit  égala  à  la  droite  zb  ^  et  qpi'à  eharane  d'elles 
on  applique  une  snr&ce  dont  la  partie  exeëdante  soit  un 
quarré;  que  la  phas  grande  de  ces  sUrËwes  sost  éjakf  &  bt  sur* 
face  comprise  sous  ZA^  ab^  et  que  la  plus  petite  soît  é^e  à  la 
surface  comprise  sous  zo^  o»  (a).  Les  côtés^  des  quafrés  se  â^*-^ 
passeront  paiement ,  par<^  tpM  les  segmens  de  s  a  qiui  leurr 
sont  égaux  se  snrpassetit  également  Que  le  oôté  du  phis  grand 
quarré  où  se  trouve  la  letbre  yt  soit  égal  àsA^  et  le  côté  du  pluf> 
petit  quarré  égal  à  Bo.  Soient  ensuite  d'ifcutues  surfaces  dans  les^ 
quelles  se  trouve  la  lettre  Q  ;  ^elïeS  soient  eH  méine  nombre 
q^e  les  premières ,  et  que  chacune  de  ces  snr&ces  soit  égale  à 
la  plus  grande  des  premières  qitt  est  comprise  sous  XA ,  ab  (f  )• 
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Le  cylindre  qiil  9  pour  base  le  cercle  décrit  antotir  de,  AT  comme 
diamètre^  et  pour  axe  la  droite  A£  e$t  au  cylindre  qui  a  pour  base 
le  cercle  décrit  autour  de  K  a.  comme  diamètre  ^  et  pour  axe  la 
droite  ùE  comme  le  quarré  de  ùA  est  au  quarré  de  ke.  Mais 


cette  dernière  raison  est  la  même  que  la  raison  de  la  surface 
comprise  sous  ZA ,  ab  à  la  sur&ce  comprise  sous  Z£ ,  bjb.  Ce  qui 
est  une  propriété  de  Thyperbole;  car  la  droite  qui  est  double 
de  rajoutée  à  Taxe^  c'est«>à-dire  de  celle  qui  est  menée  du 
oenb*e  est  le  côté  transverse  de  Fhyperbole  (y).  Mais  la  surface  KM 
est  égale  à  la  surface  comprise  sous  ZA  ^  ba  ^  et  la  surface  ffs  est 
égale  à  la  surface  comprise  sous  Z£^  B£;  car  la  droite  s  est  égale 
hZB  y  la  droite  N  à  be  ^  et  la  droite  m  à  ba.  Donc ,  le  cylindre 
qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme  diamètre^ 
et  pour  axe  la  droite  A£  est  au  cylindre  qui  a  pour  base  le 
cercle  décrit  autour  de  ka  comme  diamètre^  et  pour  axe  la 
droite  A£  comme  la  surface  a  est  à  la  surface  sn.  Nous  démon** 
trerons  semblablement  que  cbapun  des  autres  cylindres  qui 
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sont  placés  dans  le  cylindre  total ,  et  qui  ont  pour  axe  une 
droite  égale  à  AE  est  au  cylindre  qui  est  dans  la  figure  inscrite 
et  qui  a  le  même  axe  comme  la  surface  ex  est  à  la  surface  qui 
lui  est  correspondante  parmi  celles  qui  sont  appliquées  à  la  ligne 
S  y  et  dont  les  parties  excédantes  sont  des  quarrés  (cf  ).  On  a  donc 
certaines  quantités^  savoir  les  cylindres  qui  sont  placés  dans 
le  cylindre  totale  et  dont  chacun  a  un  axe  égal  à  la  droite  Ae, 
et  certaines  autres  quantités^  savoir  les  surfaces  où  se  trouve  la 
lettre  û ,  qui  sont  en  même  nombre  que  les  premières  ;  et  ces 
quantités  sont  proportionnelles  deux  à  deux^  parce  que  ces  cylin^ 
dres  sont  égaux  entre  eux  ainsi  que  les  suri^ces  n.  Or ,  quelques^ 
uns  de  ces  cylindres  sont  comparés  avec  d'autres  cylindres  qui 
sont  dans  la  figure  inscrite ,  le  dernier  n'étant  point  comparé 
avec  un  autre;  et  de  plus  ,  parmi  les  sur&ces  dans  lesquelles  se 
trouve  la  lettre  o^  quelques-unes  sont  comparées  avec  d'autres 
surfaces  correspondantes  qui  sont  appliquées  à  la  ligne  fl  ^  et 
dont  les  parties  excédantes  sont  des  quarrés  ^  sous  les  mêmes 
raisons  ^  la  dernière  n'étant  point  comparée  avec  ime  autre. 
Il  est  donc   évident  que  la    somme  des   cylindres    qui  sont 
placés  dans  le  ciylindfe   totcd   est-  à   la   somme  des  cylindres 
qui    sont   placés  dans   la  figure  inscrite   comme  la   somme 
des  surfaces  û  est  à  la  somme  de  toutes  celles  qui  sont  appli- 
quées ,  '  la  ^lu3  grande,  étant  exceptée  (2).  Mais  on  a  démontré 
que  la  raison  de  la  sommé  de  toutes  les  surfaces  a  à  la  somme 
de  toutes  les  sùriaces  qui  soiif  appliquées^  la  plus  grande  étant 
exceptée  ^  est  plus  grande  que  .  la  raison  de  la  droite  M&  à  une 
droite  composée  de  la  moitié  de -S  et  de  la  troisième  partie  de 
M  (3).  Donc  la  raison  du  cylindre  total  à  la  figure  inscrite  est 
plus  grande  que  là  raison  de  2A  à  ep ,  et  cette  dernière  raison 
est  la  même  que  celle  du  cylindre  total  au  cône  ^  y  ainsi  que 
cela  a  été  démontré.  Donc  la  raison  du  cylindre  total  à  la 
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figure  inscrite  est  plubs  grande  que  la  raison  du  cylindre  au 
cône  "¥.  Donc  le  cône  "i"  est  plus  grand  que  la  figure  inscrite. 
Ce  qui  ne  peut  être  ;  car  on  a  démontré  que  la  figure  inscrite 
est  plus  grande  que  le  cône  "i^.  Donc  le  segment  du  conoïde 
n'est  pas  plus  grand  que  le  cône  ^p. 

Mais  il  n^est  pas  plus  petit.  Car  qu'il  soit  plus  petit  ^  si  cela 
est  possible.  Inscrivons  dans  le  segment  une  figure  solide  com«- 
posée  de  cylindres  ayant  une  hauteur  égale  et  circonscrivons* 
lui  en  une  -autre ,  de  manière  que  Texcès  de  la  figure  cir* 
conscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  moindre  que  Fexcès  du 
cône  sur  le  segment;  et  &isons  le  reste  comme  auparavant 
Puisque  la  figure  inscrite  est  plus  petite  que  le  segment^  et  que 
Texcèft  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  est  plus 
petit  que  Fexcès  du  cône  sur  le  segment ,  il  est  évident  que  la 
figure  circonscrite  sera  plus  petite  que  le  cône  "p. 

Le  premier  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  ^ 
qui  a  pour  axe  la  droite  A£  est  au  premier  des  cylindres 
placés  dans  la  figure  circonscrite  ,  qui  a  pour  axe  la  droite 
A£  conmie  la  surface  n  est  à  la  sur&ce  KM  ;  car  ces  cylindres 
sont  égaux  entre  eux  ^  ainsi  que  ces  surfaces.  De  plus  ^  chacun 
des  autres  cylindres  qui  sont  placés  danr  le  cylindre  total ,  et 
qui  ont  pour  axe  une  droite  égale  à  A£  est  au  cylindre  qui 
lui  est  correspondant  dans  la  figure  inscrite ,  et  qui  a  le 
môme  axe  y  comme  la  surface  cxest  à  la  sur&ce  correspondante 
parmi  celles  qui  sont  appliquées  à  la  droite  s,  et  dont  les  parties 
excédantes  sont  des  quarrés  ;  parce  que  chacun  des  cylindres 
circonscrits  ^  le  plus  grand  étant  excepté ,  est  égal  à  chacun  des 
cylindres  inscrits  ^  le  plus  grand  n^étant  pas  excepté.  Donc  le 
cylindre  total  est  à  la  figure  inscrite  comme  la  somme  des  sur** 
faces  a  est  à  la  somme  des  surfaces  qui  sont  appliquées  ^  et  dont 
les  parties  excédantes  sont  des  quarrés.  Mais  on  a  démontré 
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que  la  raison  de  la  sommé  des  surfaces  û  à  la  somme  de  toutes 
les  autres  surfaces  est  moindre  que  la  raison  de  la  droite  nu  à 
une  droite  composée  de  la  moitié  de  H  et  du  tiers  de  m.  Donc  la 
raison  du  cylindre  total  à  la  figure  circonscrite  sera  moindre  que 
la  raison  de  ZA  à  ep.  Mais  za  est  à  ep  comme  le  cylindre  total  est 
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au  cône  "F.  Donc  la  raison  de  ce  même  cylindre  à  la  figure  cir- 
conscrite est  moindre  que  la  raison  de  ce  cylindre  au  cône  *. 
Donc  la  figure  circonscrite  est  plus  grande  que  le  cône  ^.  Ce 
qui  est  impossible  ;  car  on  a  démontré  que  la  figure  circon- 
scrite est  plus  petite  que  le  cône  *■.  Donc  le  segment  du  conoïde 
n*est  pas  plus  petit  que  le  cône  •*^.  Donc,  puisqu'il  n'est  ni 
plus  grand  ni  plus  petit ,  la  proposition  est  démontrée. 

PROPOSITION    XXVIIL 

Si  un  segment  d'un  conoïde  hyperbolique  estreCranchéparun 
plan  non  perpendiculaire  sur  Taxe  y  le  segment  du  conoïde  sera 
au  segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que 
le  segment  ^  comme  une  droite  composée  de  Taxe  du  segment  j, 

^4 
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et  du  triple  de  la  droite  ajoutée  à  Taxe  est  à  une  droite  com« 
posée  de  Taxe  du  «egmaut  ^  et  du  double  de  la  droite  ajoutée 
à  Taxe. 

Qu^un  vsegment  d'un  conoide  hyperbolique  smt  retranché, 
par  un  plan^  comme  noi;^  Favons  dit  Coupons  lé  segment 
par  un  autre  plan  conduit  par  l'axe ,  et  perpendiculaire  sur 
le  premier.  Que  cette  section  soit  Thyperbole  abt  ;  que  la 


section  du  plan  qui  retranche  le  segment  soit  la  droite  rA  ; 
et  enfui  que  le  sommet  du  cône  qui  contient  le  conoïde 
soit  le  point  e.  Far  le  point  b^  conduisons  la  droite  ^^ 
parallèle  à  ai  ;  cette  droite  sera  tangente  à  Thyperbole  au 
point  B.  Prolongeons  la  droite  qui  joint  le  point  s  et  le  points; 
cette  droite  partagera  Ar  en  deux  parties  égales  (a)  ;  le  point  B 
sera  le  somnxat  du'segment  ;  la  droite  ba  ,  son  axe  y  et  enfin  la 
droite  Be^  Fajoutée  à  Taxe.  Que  les  droites  ez  et  zh  soient 
égales  chacune  à  Be^  et  par  la  droite  <^r  ^  £gdsons  passer  un  plan 
parallèle  au  plan  conduit  par  Ar;  ce  plan  toijchera  le  co- 
noïdé  au  point  b.  Puisque  le  plan  conduit  par  af  coupe  le 
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conoïdè  sans  être  'perpendiculaire  sur  Taxe  y  la  section  sera  une 
ellipse  qui  aura  pour  grand  diamètre  la  droite  ta  (i^).  Puisque 
Ton  a  une  ellipse  décrite  autour  de  ât  comme  diamètre  y  et  que 

la  droite  ba  est  menée  de  son.  centre  dans  le  plan  qui  passe  par 

« 

le  diamètre,  et  qui  est  perpendiculaire  sur  le  plan  de  rellipse,  on 
peut  trouver  un  cylindre  qui  ait  son  axe  sur  la  droite  ba,  et  da-ns 
la  surface  duquel  se  trouve  l'ellipse  décrite  autour  de  af  comme 
diamètre  (lo).  Ce  cylindre  étant  trouvé,  on  aura  un  certain  seg- 
ment de  cylindre  ayant  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  seg- 
ment du  conoïde  et  dont  Tautre  base  sera  le  plan  conduit  par 
«T.  De  plus  y  on  pourra  trouver  un  cône  qui  ait  pour  sommet 
le  point  B  y  et  dans  la  surface  duquel  se  trouve  Tellipse  décrite 
autour  de  af  comme  diamètre  (9).  Ce  cône  étant  trouvé,  on  aura 
un  segment  de  cône  ayant  la  même  base  et  le  même  axe  que  le 
segment  du  cylindre  et  le  segment  du  conoïde.  Il  faut  démon- 
trer que  le  segment  du  conoïde  est  au  segment  de  cône  dont 
nous  venons  de  parler  comme  ha  est  à  AZ. 

Que  HA  soit  à  AZ  comme  le  cône  '^  est  au  segment  de  cône. 
Je  dis  que  le  segment  du  conoïde  sera  égal  au  cône  -ir  ;  car  si 
le  segment  du  conoïde  n^est  pas  égal  au  cône  ^f,  qu'il  soit 
plus  grand ,  si  cela  est  possible.  Inscrivons  dans  le  segment  du 
conoïde  une  figure  solide  composée  de  segmens  de  cylindre 
qui  aient  une  hauteur  égale,  et  circonscrivons-lui  en  une  autre, 
de  manière  que  l'excès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure 
inscrite  soit  moindre  que  l'excès  du  segmient  du  conoïde  sur 
le  cône  '^.  Puisque  l'excès  de  la  figure  circonscrite  qui  est  plus 
grande  que  le  segment  sur  la  figure  inscrite  est  plus  petit  que 
l'excès  du  segment  sur  le  cône  ^i^ ,  il  est  évident  que  la  figure  in- 
scrite sera  pflus  grande  que  le  cône  '*•* 

Prolongeons  les  plans  de  tous  les  segmens  qui  sont  d«ns  la 
figure  inscrite  jusqu'à  la  surfiM^e  du  segment  de  cylindre  qtii  a 
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la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  du  conoïde.  Que 
BP  soit  la  troisième  partie  de  bA  ;  et  faisons  le  reste  comme  aupa- 
ravant. Le  premier  des  segmens  placés  dans  le  segment  total  de 
cylindre^  qui  a  pour  axe  la  droite  A£  est  au  premier  des  segmens 
placés  dans  la  figure  inscrite^  qui  a  pour  axe  ùe  comme  le  quarré 
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de  A  A  est  au  quarré  de  ke  ;  car  les  segmens  qui  ont  la  même 
hauteur  ^ont  entre  eux  comme  leurs  bases.  Mais  les  bases  sont 
des  ellipses  semblables;  donc  ces  bases  sont  entre  elles  comme  les 
quarrés  des  diamètres  correspondans  (7).  Mais  le  quarré  de  aa 
est  au  quarré  de  K£,  comme  la  surface  comprise  sous  ZA  ^  ab  est 
à  la  surface  comprise  sous  Z£^  eb;  parce  que  Ton  a  mené  la 
droite  ZA  du  point  e  où  les  asymptotes  se  rencontrent ,  et  que 
les  droites  AA  ^  ke  sont  parallèles  à  la  tangente  menée  par  le 
point  B  (^)  :  de  plus  ^  la  surface  comprise  sous  ZA  y  ab  est  égale 
à  la  surface  n  ^  et  la  surface  comprise  sous  ZE  y  eb  est  égale  à  la 
surface  SN.  Donc  le  premier  des  segmens  placés  dans  le  segment 
total^  qui  a  pour  axe  la  droite  ae  est  au  premier  segment  qui  est 
placé  dans  la  figure  inscrite  ^  et  qui  a  pour  axe  la  droite  ae 
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comme  la  sur&ce  n  est  à  la  surface  hh.  De  même  chaeun  des  autres 
segmens  qui  sont  placés  dans  le  segment  total  ^  et  qui  ont  pour 
axe  une  droite  égale  à  àE  est. an  segment  correspondant  qui  est 
jdacé  dans  la  figure  inscrite  ^  et  qui  a  pour  axe  une  droite  égale 
à'AE^  comme  la  surface  n  est  à  la:  surface  correspondante,  parmi 
les  surfaces  qui  sont  appliquées  à  la  droite  ^x^  et  dont  les  parties 
excédantes  sont  des  quarrés.  On  a  donc  certaines  quantités^  savoir 
les  segmens  qui  sont  placés  dans  le  cylindre  total  ^  ^  cert^ine^ 
autres  quantités^  savoir  lesr  snri^ces  où  s§  tr^^ive  1^  lettre  o  ^  qjui, 
sont  en  même  nombre  que  leSv segmens .^  et.quisont.prjOportionr. 
nelles  deux  à  deux.  Mais  ces  segmens  sont  comparés  avec  d^autres 
segmens  qui  sont  dans  la  figure  inscrite  ;.Qt  le  dernier  n^est  p9Jmt 
comparé  avec  un  autre;  et  de  plus ,  les  surfaqes  n  sqi;^t  con^pa* 
rées^  sous  les  mêmes  raisons  ^  avec  d'autres  surfaces  correspon- 
dantes  qui  sont  appliquées  à  la  ligiie  S  y  et  dont  les  parties  excé- 
dantes sont  4es  quarrés;  et  la  dernière  h'estr  point  coo^parée 
avec  une  autre»  Il  est  donc  évident  que  Ia  somme  des'  premiers 
segmens  est  àlasomme  des  secokids  comme  la  somme. de itout^s, 
les  surfaces  o  est  à  la  ^  somme  de  toutes  «  celles  qui  spAt-.^ppli-- 
quées^  la  plus  grande  étant  exceptée  (â).  Mais  la  raison  de  la 
somme  des  surfaces  a  à  la  somme  de  toutes  sur&ces  appliquée^» 
la  plus  grande  étant  exceptée  ^  est  plus  grande  que  la  raison  de  la . 
droite  mk  à  une  droite  composée  de  la  moitié  de  K  et  du  tier^.de. 
M  (:i).  Donc  y  la  raison  du  segment  total  à  là  figure  inscrite  est- 
plus  grande  que  là  raison  de  la  droite  hm  à  une  droite  composée, 
de  la  moitié  de  n  et  du  tiers  de  m  ;  et  par  conséqusent  plus  grande 
que  la  raison  de  ZA  à  éif.  Donc ,  la.raison;  du  segment  total  à  la 
figure  inscrite  est  plus  grande  que  la  raison  .du  segmpnt  total  au , 
cône  '^.  Ce  qui  est  impossible;  .car  on  a.d^oiPAlxé  qu^  Ij^i figure 
inscrite  est  plus  grande  que  le  cône  '^n  Dcmqlc  le  segment  du 
conoïde  n^est  ]^as  plus  grand  que  leoônp i'r 
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Si  Fon  suppose  que  le  segment  du  conoïde  est  plus  petit 
que  le  cône  ^p  ^  nous  inscrirons  dans  ce  segment  une  figure 
solide  composée  de  segmens  de  cylindre  qui  aient  la  mémer 
hauteur ,  et  nous  lui  en  circonscrirons  une  autre ,  de  manière 
que  Fexcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit 
moindre  que  Fexcès  du  cône  '*^  sur  le  segment  Nous  démon-^ 
trerons  de  la  même  manière  que  la  figure  circonscrite  est  plus 
petite  que  le  cône  *•  ;  et  que  la  raison  du  segment  de  cylindre 
qui  a  la  même  base  et  le  môme  axe  que  le  segment  du  conoïde 
Jl  la  figure  circonscrite  est  moindre  que  la  raison  de  ce  seg<- 
ment  de  cylindre  au  cône  ^.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  le 
segment  du  conoïde  n^est  pas  plus  petit  que  le  cône  ^  ;  donc  la 
proposition  est  évidente. 

PROPOSITION    XXIX. 

La  moitié  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé  par  im  plan 
conduit  par  le  centre^  et  perpendiculaire  sur  Faxe  est  double 
du  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment. 

Qu\ih  sphéroïde  soit  coupé  par  on  plan  conduit  par  le 
centre  et  perpendiculaire  sur  Faxe;  qu'il  soit  encore  coupé 
par  un  autre  plan  conduit  par  Faxe  ;  que  la  section  du  sphé- 
roïde soit  Fellipse  abfa^  ayant  pour  diamètre  Faxe  du  sphéroïde 
B A  ^  et  pour  centre  le  point  e  :  il  est  indifférent  que  ba  soit  le 
grand  ou  le  petit  diamètre  de  Fellipse.  Que  la  section  du.plan 
qui  coupe  le  segment  soit  la  droite  fa.  Cette  droite  passera  par 
le  centre ,  et  fera  des  angles  droits  avec  bù,  ;  parce  que  Fon  sup- 
pose que  ce  plan  passe  par  le  centre  ^  et  qu'il  est  perpendiculaire 
sur  Faxe.  D  faut  démontrer  que  le  sèment  qui  est  la  moitié  du 
sphéroïde^  et  qui  a  pour  bttse  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme 
diamètre^  et  pour  sommet  le  point  b,  est  double  du  cône  qui 
a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment 
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Que  le  côœ  -^  ébifc  double  de  c^ui  iijui  a  la  même  biase  et 
je  même  axe  eB  que  le  segment  Je  dis  que  la  moitié  du  9ghé^ 
roïde  est  égale  au  oèxtB'^^  Car  si  la  moitié  du  sphéroïde  n'est 
pas  éeale   au    cône  ^  •  supposons  d'abord  du'elle  soit  plus 
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grande^  si  cela  ost  possible.  Dans  le  segment  qui  est  la  moitié  du 
sphéroïde ^ inscrivons  unefigui^e  soUde  comjposée de  cylindres ^ 
ayant  u^e  hauleur  égale  >  et  cirçQnscriyof^-lui.en  une  au^e^ 
de  manière'^que  Fexcès  de  la  figure  circonscrite  s^r ,  la  figujc^ 
inscrite  soit  jipioindre  que.  Texcès  dix  demi-epl^éroïde  sur  le  cône 
*9'.  Puisque  la  figure  circonscrite  est  plus,  grande  gue  le  demi-* 
sphéroïde  ^  Texcès  du  demi-sphéroïde  sur  la  figure  inscrite  sera 
plus  petit  que  Texcès  du  dezpi-sphéroïde  sur. le  côj^je  "«ir^il  est 
évident  que  la  figure  inscrite  dans  le  demi-*segoiei:it.  sera  plus 
grande  que  le  cône  •^.     •  •    \  ... 

.  Soit  un  cylindre  qui  ait  pour  base  le  cercle  décrit  autour 
de  Ar  comme  diamètre ,  «t.  pour  ax»  la  droite  Be.  Puisque 
ce  cylindre  est  triple  du  cône  qui  a  la  mém^  base  et  le 
même  axe  que  le  sqgm^nt^  et:  que  le  ■  cône  '^  ,^  doul^e  de 
ce  cône ,  U  est  évident  que  ce  cylindre,  sera  éga)[  à  trois  fois  la 
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^'moitié  du  cône  ^.  l^rôlongeons  les  plans  de  tous  les  cylindres 
dont  la  figure  inscrite  est  composée  jusqu'à  la  sur&ce  du  cylin^ 
dre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment.  Le 
cylindre  total  sera  partagé  en  autant  de  cylindres  qu'il  y  en  a 
dans  la  figure  circonscrite  >  et  chacun  de  ces  cylindres  sera  égal 


au  plus  grand  de  ceux-ci.  Prenons  des  droites  où  se  trouve  la 
lettre  s  ;  que  ces  droites  soient  en  même  nombre  que  les  seg- 
mens  de  la  droite  Be^  et  que  chacune  d'elles  soit  égale  à  la  droite 
Be  :  sur  chacime  d'elles  décrivons om  quarré.  Du  dernier  de  ces 
^narrés  retranchons  un  gnomon  qui  ait  pour  largeur  la  droite 
Bi;  ce  gnomon  sera  égal  à  la  surface  comprise  sous  bi^  ia  (€).  Du 
quarré  suivant  retranchons  un  gnomon  qui  ait  une  largeuir 
double  de  Bi;  ce  gnomon  sera  égal  à  la  surface  comprise  sous 
BX  y  XA.  Continuons  de  retrancher  de  chaque  quarré  qui  suit 
un  gnomon  qui  ait  une  largeur  plus  grande  d'un  segment  que 
la  largeur  du  gnomon  qui  précède;  chacun  de  ces  gnomons  sera 
égal  à  une  sur&ce  comprise  sous  deux  segmens  de  B A,  un  de'  ces 
segmens  étant  égal  à  la  largeur  du  gnomon.  Mais  lé  quarré  qui 
reste  du  second  quarré  a  tzn  côté  égal  à  la  droite  0£  {y) }  donc 
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le  premier  des  cylindres  placés  dans  le  cylitidre  totale  qui  a  pour 
axe  la  droite  e£  est  au  premier  des  cylindres  placés  dans  la  figure 
inscrite^  qui  a  pour  axe  la  même  droite  e£  comme  le  quarré  de  Ae 
est  au  quarré  de  ke  y  et  par  conséquent  comme  la  surface  comprise 
sous  Be  ^  eA  est  à  la  sur&ce  comprise  sous  be^  ea  (/)•  Donc  le  pre- 
mier cylindre  est  au  second  cylindre  comme  le  premier  quarré 
est  au  gnomon  qui  a  été  retranché  du  second  quarré.  Semblable* 
ment  y  chacim  des  autres  cylindres  qui  ont  pour  axe  une  droite 
égale  à  eE  sera  au  cylindre  qui  est  dans  la  figure  inscrite^  et  qui 
a  le  même  axe  comme  le  quarré  qui  lui  correspond  est  au  gno* 
mon  qui  a  été  retranché  du  quarré  suivant  On  a  donc  cer- 
taines quantités  y  savoir  les  cylindres  qui  sont  placés  dans  le 
cylindre  total  y  et  certaines  autres  quantités  y  savoir  les  quarrés 
des  droites  K  ^  K  qui  sont  en  même  nombre  que  les  cylindres  ; 
et  ces  quantités  sont  proportionnelles  deux  à  deux!  Mais  ces 
cylindres  sont  comparés    à  d'autres    quantités  y   savoir   aux 
cylindres  placés  dans  la  figure  inscrite  y   et  le  dernier  n'est 
point  comparé  à  un  autre  ;  et  les  quarrés  sont  comparés  à 
d'autres   quantités  dans  les  mêmes  raisons ,  savoir  aux  gno- 
mons correspondans  qui  sppt  retranchés  des  quarrés ,  et  le  der- 
nier  quarré  n'est  point  comparé  à  un  autre.  Donc  la  somme 
de  tous  les  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total   est  à  la 
somme  de  tous  les  autres  cylindres  comme  la  somme  de  tous 
les  quarrés  est  à  la  somme  de  tous  les  gnomons  qui  en  sont 
retranchés  (3).  Donc  le  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même 
axe  que  le  segment  est  à  la  figure  inscrite  comme  la  somme  de 
tous  les  quarrés  est  à  la  somme  de  tous  les  gnomons  qui  en  sont 
retranchés.  Mais  la  somme  de  ces  quarrés  est  plus  grande  que 
trois  fois  la  moitié  de  la  somme  des  gnomons  qui  en  sont  x'etran- 
çhés.  En  effet ,  on  a  pris  certaines  lignes  OT  ,  E2 ,  HT ,  sr ,  H« 

qui  se  surpassent  également ,  et  dont  la  plus  petite  est  égale 

»5 
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A  leur  excès  ;  Ton  a  pris  de  plus  d'autres  lignés  déttgaéefi  par 
les  lettres  H  a  qui  sont  en  même  nombre  que  les  premières , 
et  dont  chacune  est  égale  à  la  plus  grande  des  dernières.  Donc 
la  somme  des  quarrés  construits  4ur  les  lignes  dont  chacune  est 
égale  à  la  plus  grande  est  plus  petite  que  le  triple  de  la  somme 
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ded  quarrés  construits  sur  les  droites  qui  se  surpassent  égale- 
ment ;  et  si  Ton  retranche  le  quarré  construit  sur  la  plus  grande 
droite  ^  cette  somme  sera  plus  grande  que  le  triple  de  la  somme 
des  quarrés  restans  ;  ce  qui  a  été  démontré  dans  les  choses  que  nous 
ayons  publiées  sur  les  hélices  (lo^  cor.).  Mais  piiisque  la  somme 
de  tous  ces  quarrés  est  plus  petite  que  le  triple  de  la  somme 
des  autres  quarrés  qui  ont  été  retranchés  de  ceux-ci  ;  il  est 
évident  que  cette  somme  est  plus  grande  que  trois  fois  la  moitié 
de  la  somme  des  surfaces  restantes  (a).  Donc  cette  somme  est 
plus  grande  que  trois  fois  la  moitié  de  la  somme  des  gno- 
mons. Donc  aussi  le  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même 
axe  que  le  segment  est  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  de  la 
figure  inscrite  (€).  Ce  qui  est  impossible  ;  car  ce  cylindre  est 
égal  à  trois  fois  la  moitié  du  cône  i^,  et  Von  a  démontré  que 
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la  figure  inscrite  est  plus  grande  ijue  le  cône  ^,  Donc  la  moitié 
du  sphéroïde  n^est  pas  plus  grande  que  le  cône  "¥. 

La  moitié  du  sphéroïde  n^est  pas  plus  petite  que  le  cône 
4^.  Qu'elle  soit  plus  petite,  si  cela  est  possible.  Inscrivons 
de  nouveau  dans  la  moitié  du  sphéroïde  ime  figuré  solide 
composée  de  cylindres  qui  aient  la  même  hauteur  ;  et  cir- 
conscrivons *  lui  en  une  autre ,  de  manière  que  Fexcès  de 
la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que 
Texcès  du  cône  *•  sur  la  moitié  du  ^sphéroïde  ;  et  âiisons  lé 
reste  comme  auparavant  Puisque  la  figure  inscrite  est  plui 
petite  que  le  segment ,  il  est«  évident  que  la  figure  cirdonscrité 
sera  plus  petite  que  le  cône  ^. 

Le  premier  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total  y  qui 
a  pour  axe  la  droite  se  est  au  premier  des  cylindres  placés  dans 
la  figure  circonscrite  ,  qui  a  pour  axe  la  droite  e£  y  comme  le 
premier  quarré  est  4  ce  même  quarré.  Le  second  des  cylin- 
dres placés  dans  le  cylindre  total ,  qui  a  pour  axe  la  droite  £il 
est  au  second  des  cylindres  placés  dans  la  figure  circonscrite, 
qui  a  pour  axe  la  droite  £n  y  comme  le  second  quarré  est  au 
gnomon  qui  en  est  retranché.  De  même,  chacun  des  autres 
cylindres  qui  sont  placés  dans  le  cylindre  total  y  et  qui  ont  pour 
axe  une  droite  égale  à  0£  est  au  cylindre  correspondant  qui 
est  placé  dans  la  figure  circonscrite  y  et  qui  a  le  même  £Dce , 
comme  le  quarré  correspondant  est  au  gnomon  qui  en  est 
retranché.  Donc  la  somme  de  tous  les  cylindres  qui  sont  placés 
dans  le  cylindre  total  est  à  la  somme  de  tous  les  cylindres  qui 
sont  placés  dans  la  figure  circonscrite  comme  la  somme  de  tous 
les  quarrés  est  à  une  stcrfac^  égale  à  la  somme  du  premier  quarré, 
et  des  gnomons  qui  sont  retranchés  des  autres  quoiirés  (à).  Mâh 

« 

la  somme  de  tous  les  quarrés  est  plus  petite  treis  fois  la  moitié 
d'uno  surface  égale  à  la  sonmie  Au  premier  quarré ,  et  des  gno-^ 
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mous  qtu  âont  retrancliés  des  autres  quarrés  ;  parce  que  cette 
somme  est  plus  grande  que  le  triple  de  la  somme  des  quarrés 
construits  sur  les  droites  inégales^  le  quarré  construit  sur  la 
plus  grande  droite  étant  excepté  {Hélices^  pro.  10.  cor.). Donc , 
le  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment 
est  plus  petit  que  trois  fois  la  moitié  de  la  figure  circonscrite.  Ce 
qui  ne  peut  être;  car  ce  cylindre  est  égal  à  trois  fois  la  moitié 
du  cône  ^P  ;  et  Ton  a  démontré  que  la  figure  circonscrite  est 
plus  petite  que  le  cône  -¥.  Donc  la  moitié  du  sphéroïde  n'est  pas 
plus  petite  que  le  cône  -¥.  Donc  elle  lui  est  égale^  puisqu'elle 
n'est  ni  plus  grande  ni  plus  petite. 

PROPOSITION   XXX. 

« 

Si  im  sphéroïde  quelconque  est  coupé  par  un  plan  conduit 
par  le  centre  et  non  perpendiculaire  sur  l'axe  ^  la  moitié  du 
sphéroïde  sera  encore  double  d'un  segment  de  cône  qui  aura  la 
même  base  et  le  même  axe  que  le  segment 

Coupons  le  sphéroïde.  Coupons*le  ensuite  par  im  autre  plan 


M  A  N 

conduit  par  l'axe  et  perpendiculaire  sur  le  plan  coupant  ;  que 
la  section  du  sphéroïde  soit  l'ellipse  abia  ,  dont  le  centre  est 
le  point  e  j  et  que  la  section  du  plan  coupant  soit  la  droite 
kt.  Cette  droite  passera  par  le  point  e;  parce  qu'on  a  supposé 
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que  le  plan  étoit  conduit  par  le  centre.  On  aura  donc  une  cer- 
taine  ellipse  décrite  autour  de  Ar  comme  diamètre  ai  ,  parce 
qu^on  a  supposé  que  le  plan  coupant  n^étoit  pas  perpendiculaire 
sur  Faxe.  Menons  les  droites  ka  ,  mn  parallèles  à  ai  ;  et  que  ces 
droites  soient  tangentes  à  Tellipse  aux  points  b  ^  A  ;  et  par  ces 
droites  Ëusons  passer  des  plans  parallèles  à  celui  qui  a  été  con- 
duit par  la  droite  Ar.  Ces  plans  toucheront  le  sphéroïde  aux 
points  B  ^  A  y  la  droite  qui  joint  les  points  b  ,  A  passera  par  le 
point  e  (1 8);  les  sommets  des  segmens  seront  les  points  b  ^  A^  et 
les  axes  les  droites  Be ,  aA.  On  peut  donc  trouver  un  cylindre 
dont  Taxe  soit  la  droite  bo,  dans  la  surface  duquel  se  trouve  Fel-* 
lipse  décrite  autour  de  Ar  comme  diamètre  (i  o).  Ce  cylindre  étant 
trouvé,  on  aura  un  segment  de  cylindre  qui  aura  la  même  base  et 
le  même  axe  que  la  moitié  du  sphéroïde.  On  peut  de  plus  trouveîr 
\in  cône  qui  ait  son  sommet  au'  point  b,  et  dans  la  surface  duquel 
se  trouve  reliipse  décrite  autour'ué  Àr  comine  dïainfetifè'foY. 
Ce  cône  étant  trouvé ,  on  aura  uil'certairi  Segméiiï  dé  cône  qUl 
aura  la  même  baise  et  le  même  axe  que  le  àegraent  dit  sphéroïde; 
Je  dis  àue  la  mbiti'é  du  sphéroïde  iest  douHe  de  ce  cône.  *  '  ^ 
Que  lé  cône '-V  soit  double  de  ce  segment  de  côilel  Si  la  moitié 
du  sphéroïde  n'est  pas  égalé  au  cône  'V,  qu^rl  soit  plus  gràttd  ^  si 
cela  est  possible.  Inscrivons  dails  la  moitié  du  sphéroïde  une  figuré 
composée  de  segmens  de  cylindre  qui  aieht  une  hauteur  égale , 

et  circonscrivons-lui  en  une  autre ,  dé  manière  que  Fexcès  de  la 

•  •  •-■»•• 

figura  cfîrconiscrîté  sur  la  'figure  '  ïnscrite  soit  *  plus  jietit  que 
Fexcès  de  la  moitié  du  sphéroïde  sur  le  cône  ^.  Nous  démon- 
trerons de  la  même  manière  que  nous  Tavons  fait  plus  haut^ 
que  la  figure  inscrite  est  plus  grande  que  le  cône  ^  ;  que  le  segment 
de  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment 

est  égal  à  trois  fois  la  moitié  dti  cône  -^j  et  que  ce  segment  est 

»  11»'  *  • 

plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  de  la  figuré  inscrite  dans 
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la  moitié  du  sphéroïde.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  la  moitié  du 
sphéroïde  n^est  pas  plus  grande  que  le  cône  ^. 

Que  la  moitié  du  sphéroïde  soit  plus  petite  que  le  cône  ^. 


^  àX  N 

Inscrivons  dans  la  moitié  du  sphéroïde  ime  figure  solide  com- 
posée de  segmens  de  cylindres  qui  aient  une  hauteur  égale ,  et 
circonscriyons^lui  en  une  autre ,  de  manière  que  Texcès  de  la 
figure  circopiscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  j^us  petit  que 

É 

Texcès  du  eône  ^  sur  la  moitié  du  sphéroïde.  Nous  démontrerons 
encore  >  conune  nous  Tavons  fait  plus  haut ,  que  la  figure  cir- 
conscrite est  plus  petite  que  le  cône  ^i^;  que,  le  segment  de 
cylindre  qui  a  la  même  hase  et  le  même  axe  que  le  segment 
du  qphéroïde  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  duqôae  ^  ;  et  que  ce 
segment  est  plus  petit  que  trois  fois  la  moitié  de  la  figure  cir- 
conscrite. Ce  qui  |ie  peut  être.  Donc  la  moitié  du  sphéroïde 
n'est  pa3  plus  petite  que  le  oône  ^f.  Mais  si  la  moitié  du  sphé- 
roïde  n'est  m  plus  grande  ni  plus  petite  que  ce  cône  ^  elle  lui 
est  égale.  Donc  la  proposition  est  évidente* 

r  '  ■ 

PROPOSITION   XXXL 

i 

he  segment  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé  par  un  plan 
perpendiculaire  sur  Taxe  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  est  au 
cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  te  segment  / 
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comme  une  droite  composée  de  la  moitié  de  Taxe  du  q^Hérçide^ 
et  de  Taxe  du  plus  graud  segment  est  i  Taxe  du  plus  ^and 
segment 

Qu'un  segm^Qit  quelcoiigue  d^un  ^I^éroïde^oit  retrandsié  pas 
un  plan  perpçndjlcuJwa^e  sur  Taxe  ^  sas^  pasa(?r  par  fe  centre;  que 
ce  même  segment  soît  coupé  par  un  autre  plan  conduit  par 
Taxe  ;  que  la  section  du  sphéroïde  soit  Tellipse  abf  y  dont  le  dia- 
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■lètra  BZ  Mft  Taxe  du  ipkérQtde  ^  et  dont  le  ceiitape  e9llé  pcnrt  e  ; 
et  que  la  section  du  {dbnqui  Ectrandie  le  segment  sert  kdroite 
Arf.  Cette  droite  sen  pevpemdiewdaire  sur  bz;  paaree  que  Fou  a 
supposé  que  le  plan  coupant  éteit  peipendiculasre  sur  Taxe. 
Que  fe  segment  qui  est  produit  par  cette  sedioci  y  et  qui  a  son 
sommet  au  point  i  soit  plus  petit  que  la  mcHtié  du  sphéroïde; 
et  que  zu  soit  égal  à  B9.  Il  faut  démontrer  que  le  segment  qui  a 
pour  sommet  le  point  b  est  am  câtoe  qui  a  la  même  base  et  le 
niéme  axe  que  ce  segment  comme  ah  est  à  ^z.      ' 

Soit  un  cyMndre  qin  ait  la  Hiémte  base  et  le  même  axe  que  le 
plus  petit  segment  Prenons  de  j^us  un  cÔne  '^  qui  soit  au  cène 
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qtii  a  la  même  base  et  le  même  axe  comme  AH  est  à  Az.  Je  dis 
que  le  cône  *  est  égal  au  segment  qui  a  son  sommet  au  point  b. 
Car  si  ce  cône  ne  lui  est  pas  égal ,  qu'il  soit  d'abord  plus  petit, 
si  cela  est  possible.  Inscrirons  dans  le  segment  une  figure  solide 
composée  de  cylindres  qui  aient  une  hauteur  égale ,  et  cir« 
couscriTon$--lui  on  une  autre,  de  manière  que  Texcès  de  la 
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figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  moindre  que  Fex- 
ces. du  segment  du  sphéroïde  sur  le  cône  '9^(2  j).  Puisque  Texcès 
de  la  figure  circqnscrite  sur  la  figure  inscrite  est  plus  petit  que 
Vepi^çés  ^u  segment  sur  oe  cône,  il  est  évident  que  la  figure 
içpcirîte^  est  plus  grande  que  le  cône  -¥.    , 

Que  BP  soit  la  troisième  partie  de  ba.  Puisque  bh  est  triple  de 
Be ,  et  BA  triple  de  bp  ,  la  droite  AH  sera  triple  de  ep.  Donc 
le  cylindre  qui  a  la  même  base  que  le  segment ,  et^pour  axe  la 
droite  B  A  est  au  oÔQe  qui  «a  la,  même  base  et  le  même  axe 
comme  ah  est  à  ep.  Mais  le  côije  dont  nous  venons  de  parler  est 
au  cône  '^  comme  AZ  est  à  AH.  Donc ,  par  raison  d'égalité  dans 
la  proportion  troublée,  le  cylindre  qip  a  Iji  piépie  ba^  fst  le 


ET    DES   SPHÉROÏDES.  aot 

même  axe  que  le  segment  est  au  cône  'ir  comme  Az  est  à  ep. 
Prenons  à  présent  les  lignes  dans  lesquelles  sont  les  lettres  s  K; 
supposons  que  ces  droites  soient  en  même  nombre  que  les 
segmens  qui  sont  dans  la  droite  ba  ^  et  qu'elles  soient  égales 
chacune  à  la  droite  za.  Que  chacune  des  droites  no  soit  égale 
à  la  droite  ba.  Chacune  des  droites  restantes  no  sera  double  de 
la  droite  eA  (C).  Appliquons  à  chacune  des  droites  NK  une  sur- 
face qui  ait  une  largeur  égale  à  BA;  dans  chacune  de  ces  surfaces 
construisons  un  quarré  y  et  menons  sa  diagonale.  Retranchons 
de  la  première  de  ces  surfaces  un  gnomon  qui  ait  une  largeur 
égale  à  B£  ;  retranchons  de  la  seconde  un  gnomon  qui  ait  une 
largeur  égale  à  bx;  retranchons  de  la  même  manière  de  chaque 
surface  qui  suit  immédiatement  un  gnomon  qui  ait  une  largeur 
plus  petite  d^un  segment  de  b A  que  le  gnomon  précédent.  Il  est  évi- 
dent que  le  gnomon  qui  a  été  retranché  de  la  première  surface  sera 
égal  à  la  surface  comprise  sous  be^  b,i,  et  le  reste  sera  une  surface 
appliquée  sur  NO  ^  dont  la  partie  excédante  sera  un  quarré  qui 
a  pour  côté  ime  droite  égale  à  A£  (y).  Le  gnomon  qui  est  retran- 
ché de  la  seconde  surface  sera  égal  à  la  surËu^e  comprise  sous 
zx^  XB^  et  le  reste  sera  une  surface  appliquée  sur  NO  dont  la  partie 
excédante  sera  un  quarré  ;  et  ainsi  de  suite.  Cela  étant  ainsi , 
prolongeons  les  plans  de  tous  les  cylindres  dont  la  figure  inscrite 
dans  le  segment  est  composée  jusqu'à  la  surface  du  cylindre  qui 
a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  Le  cylindre  total 
sera  partagé  en  autai^t  de  cylindres  qu'il  y  en  a  dans  la  figure 
circonscrite ,  et  chacun  de  ces  cylindres  sera  égal  au  plus  grand 
de  ces  demiersp  Le  premier  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre 
total  y  qui  a  pour  axe  la  droite  ae^  est  au  premier  des  cylindres 
placés  dans  la  figure  inscrite  y  qui  a  pour  axe  la  droite  A£  comme 
le  quarré  de  Ar  est  au  quarré  de  K£.  Mais  cette  dernière  raison 
^t  la  même  que  celle  de  la  sur&ce  comprise  sous  ba^  Az  à  h 
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surface  comprise  sous  be  ^  £Z.  Donc  le  premier  des  cylindres 
placés  dans  le  cylindre  total  est  au  premier  des  cylindres  placés 
dans  la  figure  inscrite  comme  la  première  surface  est  au  gno- 
mon qui  eh  a  été  retranché.  Semblablement  ^  chacun  des 
autres  cylindres  qui  sont  placés   dans  le  cylindre  total  ^  et 
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qui  ont  pour  axe  tme  droite  égale  à  A£  sera  au  cylindre  cor^ 
respondant  qui  est  placé  dans  la  figure  inscrite  et  qui  a  le 
même  a3te  ,  comme  la  surface  qui  lui  correspond  est  au 
gnomon  qui  en  a  été  retranché*  On  a  donc  certaines  quan^ 
tités^  savoir  les  cylindres  qui  sont  placés  dans  le  cylin- 
dre total  j  on  a  de  plus  certaines  autres  quantités ,  savoir 
les  surfaces  qui  sont  appliquées  sur  SCK,  et  qui  ont  pour  largeur 
une  droite  égale  à  b  A  ;  et  ces  dernières  quantités  sont  en  même 
nombre  que  les  cylindres ,  et  leur  sont  proportionnels  deux  à 
deux.  Mais  ces  cylindres  sont  comparés  à  d'autres  cylindres 
qui  sont  dans  la  figure  inscrite ,  le  dernier  n'étant  point  com- 
paré à  un  autre;  et  ces  surfaces  sont  comparées  à  d'autres 
semblablement  placées^  dans  des  raisons  égales,  c'est-à-dire 
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anx  gnomons  qui  sont  retranchés  dé  ces  premières  surfaces  y  et 
la  dernière  surface  n'est  point  comparée  avec  une  autre.  Il 
est  donc  évident  que  la  somme  de  tous  les  premiers  cylindres 
est  à  la  somme  de  tous  lés  autres  cylindres  comme  la  somme  de 
toutes  ces  surfaces  est  à  la  surface  de  tous  les  gnomons  (â).  Donc 
le  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment 
est  à  la  figure  inscrite  comme  la  somme  de  toutes  ces  sur- 
filées, est  à  da  somme  de  tous  les  gnomons.  Mais  Ton  a  cer- 
taines lignes  égales  dans  lesquelles  sont  les  lettres  N  o^  et  à  chacune 
desquelles  on  a  appliqué  une  surface  dont  la  partie  excédante  esft 
un  quarré  ;  les  côtés  des  quarrés  se  surpassent  également  ^  et  cet 
excès  est  égal  au  côté  du  plus  petit  quarré  :  on  a  de  plus  d'autres 
surfaces  appliquées  à  NH ^  qui  ont  pour  largeur  une  droite  égale 
à  BA^  qui  sont  en  même  nombre  que  les  premières^  et  dont  cha* 
cune  est  égale  à  la  plus  grande  de  celles-ci.  Il  est  donc  évident 
que  la  raison  de  la  somme  de  toutes  les  surfaces  dont  chacune 
est  égale  à  la  plus  grande  ^  à  la  somme  de  toutes  les  autres  est 
moindre  que  la  raison  de  KK  à  tme  droite  composée  de  la  moitié 
de  NO  et  du  tiers  de  HO  (3).  Il  est  donc  évident  que  la  raison 
de  la  somme  de  ces  surfaces  à  la  somme  des  gnomons  est  plus 
grande  que  la  raison  de  la  droite  HN  à  une  droite  composée  de 
la  moitié  de  NO  et  des  deux  tiers  de  HO  {ai).  Donc  la  raison  du 
cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  à 
la  figure  inscrite  dans  le  segment  est.  plus  grande  que  l'a  raison 
de  HN  à  une  droite  composée  de  la  moitié  de  No  et  des  deux 
tiers  de  o;sc.  Mais  la  droite  ùz  est  égale  à  SN  ;  la  droite  Ae  est 
égale  à  la  moitié  de  NO  ^  et  la  droite  AP  égale  aux  deux  tiers  de 
HO  ;  donc  la  raison  du  cylindre  total  à  la  figure  inscrite  dans  le 
segment  est  plus  grande  que  la  raison  de  AX  à  9P«  Mais  Ton  a 
démontré  que  le  cylindre  est  au  cône  ^r  comme* Ai  est  à  ep  ; 
donc  la  raison  du  cylindre  à  la  figure  inscrite  est  {4ils  grande 
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que  la  raison  de  ce  même  cylindre  au  cône  'ir.  Ce  qui  ne  peut 
être  ;  car  on  a  démontré  que  la  figure  inscrite  est  plus  grande 
que  le  cône  -¥.  Donc  le  segment  du  sphéroïde  n^est  pas  plus 
grand  que  le  cône  •*-. 

Que  ce  segment  soit  plus  petit  que  le  cône  'ir  ,  si  cela  est 
possible.  Inscrivons  de  nouveau  dans  le  segment  une  figure 
solide  composée  de  cylindres  qui  aient  une  hauteur  égale ,  et 
circpnscrivons-lui  en  une  autre  ^  de  manière  que  l'excès  de  la 
figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que  Texcès 
du  cône  '^  sur  le  segment ,  et  faisons  le  reste  comme  aupara* 
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vaut  Puisque  la  figure  inscrite  est  plus  petite  que  le  segment ,  et 
que  Texcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  est  plus 
petit  que  YeiLchs  du  cône  ^  sur  le  segment^  il  est  évident  que 
Ja  figure  circonscrite  est  plus  petite  que  le  cône  ^. 

Le  premier  des  cylindres  placés  dans  le  cylindre  total ,  qui  a 
pour  axe  la  droite  ae  est  au  premier  des  cylindres  placés  dans 
la  figure  circonscrite ,  qui  a  le  même  axe ,  comme  la  dernière 

4^S  SUr&CeS  qui  sont  annliouées   à  SN  .  et  nui  nnt   uma  lAraAiiT* 
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égale  à  la  droite  ba  est  à  cette  même  surface;  car  ces  cylindres 
sont  égaux  9  ainsi  que  ces  sur&ces;  le  second  des  cylindres 
placés  dans  le  cylindre  total  y  qui  a  pour  axe  une  droite  égale 
à  A£  est  au  cylindre  correspondant  dans  la  figure  circonscrite 
comme  la  première  des  surfaces  qui  sont  appliquées  à  sa  ^ 
et  qui  ont  une  largeur  égale  à  ba  est  au  gnomon  qui  en  est 
retranché  ;  et  chacun  des  autres  cylindres  qui  sont  placés  dans 
le  cylindre  total  et  qui  ont  um  axe  égal  à  la  droite  A£  est 
au  cylindre  qui  lui  est  correspondant  dans  la  figure  circonscrite 
comme  la  surface  qui  lui  est  correspondante  parmi  celles  qui 
sont  appliquées  à  HN  est  au  gnomon  qui  en  a  été  retranché 
ayant  celui  qu'on  nomme  le  dernier.  Donc  y  par  la  même 
raison  qu'auparavant  y  la  somme  de  tous  les  cylindres  placés 
dans  le  cylindre  total  est  à  la  somme  de  tous  les  cylindres  placée 
dans  la  £gure  circonscrite  comme  la  somme  de  toutes  les  surfaces 
qui  sont  appliquées  à  HN  est  à  une  surface  composée  dé  la  der-* 
nière  surface  et  de  tous  les  gnomons  qui  sont  retranchés  des 
autres  surfaces.  Puisque  Y  on  a  démontré  que  la  raison  de  Ici 
somme  de  toutes  les  surfaces  appliquées  à  sn  à  la  somme  dQ 
toutes  les  surfaces  qui  sont  -appliquées  à  HO,  et  dont  les  parties 
excédantes  sont  des  quarrés^  la  plus  grande  étant  exceptée  y  est 
plus  grande  que  la  raison  de  SN  à  une  droite  égale  composée 
de  la  moitié  de  MO  et  du  tiers  de  %o  y  il  est  évident  que  la 
raison  de  la  somme  de  ces  mêmes  surfaces  à  •  la  somma 
des  surfaces  restantes  y  savoir  la  dernière  <  surface  et  les  gno-^ 
mons  qui  sont  retranchés  des  sur&ces  restantes  est  moindre 
que  la  raison  de  la  droite  dë~  EN  à  une  droite  composée  de 
la  moitié  de  no  et  des  deux  tiers  de  HO.  Il  est  donc  évi«» 
dent  que  la  raison  du  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le 
même  axe  que  le  segment  à  la  figure  circonscrite  est  moindre 
que  la  raison  de  zà  à  ep«  Mais  la  raison  du  cylindre  dont  nous 
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Tenons  de  parler  au  cône  fr  est  la  même  que  celle  de  ^zk  ep^ 
donc  la  raison  du  cylindre  à  la  figure  circonscrite  est  moindre 
que  la  raison  de  ce  même  cylindre  an  oone  ^.  Ce  qui  ne  peut 
être;  car  on  a  démontré  que  la  figure  circonscrite  est  plus 
petite  que  le  cône  ^.  Donc  le  segment  du  sphéroïde  n'est  paa  plus 
petit  que  le  cane  ^i^.  Donc  il  lui  est  égal^  puisqu'il  n'est  ni 
plus  grand  ni  plus  petit 

PROPOSITION    XXXII. 

Si  un  sphéroïde  est  coupé  par  um  plan  qui  ne  passe  pas  par  la 
centre  ^  et  qui  ne  soit  pas  perpeiMiiculaire  sur  Taxe ,  le  plus 
petit  segpient  $jEHra  au  segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et 
la  même  as^e  qu^  le.  segment  comme  une  droite  composée  de 
]a  iiioitié  de  la  droite  qui  joint  les  sojoimets  des  segmens  qui  sont 
p;*oduits.par  le  plan  ooapaixt  et  de  Taxe  du  petit  segment  est  à. 
l'axe  du  grand  segns^ant, 
;  C!oupons  un  sphéroïde  queleon**^ 
que^  cpmtne  nous  venons  de  le  dire» 
CoupQiis.epauite  Ip  sphéroïde  par  lut 
plan  conduit  par  l'axe  «tpèrpendî-T 
culaisô  sur  le  piremier  ;  que  cette 
aectk>a  du  sphéroïde  soit  Tellipse 
hhTèk  >  et:  que  la  section  du  plan  qui 
retranche,  le  segment  soit  la  droite 
TA*  Menons  à  la  droite  Ar  les  parai? 
lèleo  n^y  ST  qui  touchent  TeUipse  aux 
points  B^  2  ;  et  par  ces  parallèles  faisons  passer  des  plans  paral-p 
lèles  au  plan  conduit  gar  Ar.  Ces  plans  toucheront  le  sphéroïde 
auY  points  b-^  r^  et  la. droite  B£  qui  joindra  les  sommets  des 
segmens  passera  par  le  centre  (18).  Que  le  point  e  soit  le  centre 
du  sphéroïde  et  de  l'eUipse.  Puisque  le-  sphéroïde  est  coupé  par 
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un  plan  non  perpendiculaire  sur  Taxe ,  la  section  est  une 
ellipse  qui  a  pour  diamètre  la  droite  Ar  (i5).  Prenons  un 
cylindre  dont  Taxe  soit  la  droite  BA  ^  et  dans  la  sur&ce  duquel 
se  trouve  Tellipse  décrite  autour  de  Ar  comme  diamètre  (loj. 
Prenons  aussi  un  cône  qui  ait  son  sommet  au  point  b^  et  dans  la 
surface  duquel  se  trouve  l'ellipse  décrite  autour  de  Ar  comme 
diamètre  (9).  On  aura  un  certain  segment  de  cylindre  ayant  la 
même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  du  sphéroïde  ;  on 
aura  aussi  un  certain  segment  de  cône  ayant  la  même  t3ftse  ^ 
le  même  axe  que  le  segment  du  sphéroïde.  Il  faut  démMitridlr 
que  le  segment  du  sphéroïde  dont  le  sommet  est  le  point  S'est  att 
segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce 
segment,  comme  ah  est  à  AZ.  ' 

Que  la  droite  zh  s<rit  égale  à  la  droite  ez.  Prenons  un  cône 
^  qui  soit  au  segment  de  cône  qUi  a  la  même  base  et  le  niêmô 
axe  que  le  segment  du  sphéroïde ,  comme  ah  est  &  ht.  Si  lé 
Segment  du  sphéroïde  n'est  pas  égal  au  cône  ^,  qu'il  soit 
d'abord  plus  grand ,  si  cela  est  possible.  Inscrivons  dans  là 
àegment  du  sphéroïde  une  figure  solide  composée  de  segmens 
de  cylindre  qui  aient  une  hauteur  égale ,  et  circonscri- 
vons-lui en  une  autre ,  de  manière  qxie  l'excès  de  la  figure 
circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que  l'excès  dit 
segment  du  sphéroïde  sur  le  cône  *-.  On  démontrera  ,  comme 
nous  l'avons  fait  plus  haut,  que  la'  figure  inscrite  est  pluà 
grande  que  le  cône  -i^ ,  et  que  la  raison  du  segment  dé  cylindre 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  à  la  figure 
inscrite  est  plus  grande  que  la  raison  de  ce  segment  de  cylindre 
au  cône  •*•.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  le  segment  du  sphéroïd* 
n'est  pas  pins  grand  que  le  cône  '^. 

Qu'il  soit  plus  petit,  si  cela  est  possible.  ïnscrivoids  de 
nouveau  dans    le  ^segment    du  sphéroïde  une  figure  solide 
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composée  de  segmeiis  de  cylindre  qui  aient  une  hauteur 
égale  y  et  circonscrivons^Iui  en  une  autre  ^  de  manière  que 
Texcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  moindre 
que  Texcès  du  cône  ^  sur  le  segment  du  sphéroïde.  On  démon** 
trera  de  la  même  manière  que  nous  Tavons  fait  plus  haut^ 
que  la  figure  circonscrite  est  plus  petite  que  le  cône  -ir ,  et  que  la 
raison  du  segment  de  cylindre  qiii  a  la  même  basé  et  le  même 
axe  que  le  segment  du  sphéroïde  à  la  figure  circonscrite  est 
moindre  que  la  raison  du  segment  de  cylindre  au  cône  '^.  Ce 
qui  ne  peut  être.  Donc  le  segment  du  sphéroïde  n'est  pas  plus 
petit  que  le  cône  f.  I)onc  ce  ^vl'ïL  f^Qit  démontrer  est  évident 

PROPOSITION   XXXIIL 

Le  grand  segment  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé  non  par 
son  centre  par  un  plan  perpendiculaire  sur  Taxe  est  au  cône 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment ,  comme 
une  droite  composée  de  la  moitié  de  Taxe  du  sphéroïde  et  de 
l'axe  du  petit  segment  est  à  l'axe  du  petit  segment 

Coupons  un  sphéroïde  quelconque  comme  on  vient  de  le 
dire  ;  que  ce  même  sphéroïde 
soit  coupé  par  un  autre  plan 
conduit  par  l'axe  et  perpeur 
diculaire  sur  le  premier  ;  que 
cette  section  soit  l'ellipse  ABr 
«yant  pour  diamètre  la  droite 
BÂ  qui  est  Taxe  du  sphéroïde^ 
et  que  la  section  du  plan  qui 
retranche  le  segment  soit  la 
droite  ta.  Cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  EA.  Que  le 
grand  segnient  soit  celui  qiii  a  son  sommet  au  point  B ,  et  que  le 
eeotire  du  sphénoïde  soit  le  point  e.  Faisons  les  droites  ah,  bz 
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chacune  égale  à  Ae.  Il  faut  démontrer  que  le  segment  du  sphé^ 
roïde  dont  le  sommet  est  le  point  b  est  au  cône  qui  a  la  même 
base  et  le  même  axe  que  ce  segment  comme  eh  est  à  ea. 

Coupons  le  sphéroïde  par  un  plan  conduit  par  le  centre  et 
perpendiculaire  sur  Taxe ,  et  que  le  cercle  qui  est  produit  par 
cette  section  soit  la  base  d'un  cône  qui  ait  son  sommet  sur  A.  Le 
sphéroïde  total  sera  double  du  segment  qui  a  pour  base  le  cercle 
décrit  sur  ka  comme  diamètre  et  qui  a  pour  sommet  le  point  A. 
Mais  le  segment  dont  nous  venons  de  pai*ler  est  double  du  cône 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment.  Ce  qui  a  été 
démontré  (29).  Donc  le  sphéroïde  total  est  quadruple  du  cône 
dont  nous  venons  de  parler.  Mais  ce  cône  et  celui  qui  a  pour 
base  le  cercle  décrit  autour  de  Af  comme  diamètre  et  pour  som- 
met le  point  A  sont  en  raison  composée  de  la  raison  de  eA  à  £A , 
et  de  la  raison  du  quarré  de  xe  au  quarré  de  £A  ;  et  la  raisoû 
du  quarré  de  Ke  au  quarré  de  EA  est  la  même  que  celle  de  la 
surËice  comprise  sous  se  ^  eA  à  la  surface  comprise  sous  be  ,  ea; 
et  de  plus ,  la  raison  de  eA  à  EA  est  la  même  que  la  raison  da 
KA  à  eA.  Donc  la  surface  comprise  sous  ff A  ^  se  est  à  la  surface 
comprise  sous  Be ,  eA  comme  Ae  est  k  A£.  Mais  la  raison  oomr- 
posée  de  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  XA^  es  à  la  sur- 
face comprise  sous  Be  ^  eA  ^  et  la  raison  de  la  sur&ce  coinprise 
sous  Be^  eA  à  la  surface  comprise  sous  be^  ea  sont  les  mêmes  que 
la  raison  de  la  surface  comprise  sous  jia  ^  Be  à  la  sur&ce  ôom- 
prise  sous  be  ,  EA.  Donc  le  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit 
autour  de  ka  comme  diamètre ,  et  qui  a  pour  sommet  le  point 
A  est  au  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar 
comme  diamètre  et  pour  sommet  le  point  A ,  comme  la  sur&ce 
comprise  sous  SA^  Be  est  à  la  surface  comprise  sous  bb^  ba.  Mais 
le  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  Ar  comme 
diamètre  et  pour  sommet  le  point  A  est  au  segment  du  sphé-- 
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composée  de   segmehs   de    r 
égale ^  et  circonscrivons-lui, 
Texcès  de  la  figure  circonsf 
que  l'excès  du  cône  '*'  s'  ? 
trera  de  la  même  w  [  \ 
que  la  figure  ciroonr 
raison  du  segment/ 
axe  que  le  segp   f 
moindre  que  > 
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:e  y  comme  la  sur&ce 
ise  sous  Z£  ^  £A  ^  c'est- 
itré  qu'un  segment 
ône  qui  a  la  même 
luie  droite  co^ 
Taxe  du  p 
e  comm 
sphé 
A' 


qui  ne  peut  ' 
petit  que  ? 


.plA. 

.ot  d&ns  la  moi  t. 
^  sous  2H^  SA  est  à  la  sur- 
le  sphéroïde  total  et  la  première 


^  du 
•^*  iUe  surface; 

X  est  dans  la  moitié 
.^eroïde  est  au  segment 
jL\  est  plus  petit  quelamoitié 
du  sphéroïde  comme  la  sur- 
Êice  comprise  sous  ;sA^Be  est  à 
la  surface  comprise  sous  vty  £A; 
et  de  plus  y  le  sphéroïde  total 
est  au  plus  petit  segment  comme  la  surface  comprise  sous  zh  y 
HA  est  à  la  sur£ice  comprise  sous  2£ ,  £A  ;  donc  le  plus  grand 
segment  du  sphéroïde  est  au  plus  petit  comme  Texcès  de  la 
sur&ce  comprise  sous  zh  y  ma  sur  la  surface  comprise  sous  ze  , 
AE  est  à  la  surface  comprise  sous  Z£  y  £A.  Mais  Texcès  de  la  sur- 
face comprise  sous  zh  y  sa  sur  la  surface  comprise  sous  Z£  y  ea 
est  égal  à  la  surface  comprise  sous  SA  ^  eh  ^  conjointement  avec 
la  surface  comprise  sous  ze,  se  ;  donc  le  plus  grand  segment  du 
sphéroïde  est  au  plus  petit  comme  la  surface  comprise  sous  sa. 
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£H5  conjointement  avec  la  surface  comprise  sous  Z£^  H£  est  à  la 
surface  comprise  sous  Z£  ^  ea.  Mais  le  plus  petit  segment  du  sphé« 
roïde  est  au  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  lui  ^ 
coipxae  la  sivf^e  comprise  sous  ze^  eu,  est  à  là  surface  com]prise 
sous  B£  y  Eùk  ;  car  la  première  raison  est  la  même  que  x^elle  de 
Z£  à  B£;  et  le  c6xle  qm  est  dans  le  plus  petit  segment  est  au 
cône  qtii  est  dans  le  plus  grand  segment  comme  la  surface  com- 
prise  sous  B£  ^  £A  est  au  quarré  de  B£  ;  car  ces  cônes  qui  ont  If 
même  base  sont  entre  eux  comme  lèuts  hauteurs.  !Donc  le 
plus  grand. segment  du  sphéroïde  est  au  cône  qui  est  dans  pe 
segment  comme  la  sur&ee  comprise  sous  si x^  eh,  conjointe- 
ment avec  la  surface  comprise  sous  Z£ ,  se  est  au  quarré  de  b£. 
Mais  cette  raison  est  la  même  que  celle  de  £H  à  £A  ;  parce  que 
la  surface  comprise  sous  ff^ ,  eh  est  à  la  surface  comprise  sous 
9 A  ^  £A  comme  eh  est  à  £A  ;  et  que  la  surface  comprise  sous  Z£  , 
fl£  est  à  la  sur&ce  comprise  sous  Z£^  e£  comme  la  sur&ce  eh  est 
à  EA  ;  car  fi£  est  à  e£  comme  eh  est  à  ea^  les  droites  KA  ^  eA^  A£ 
étant  successivement-  proportionnelles^  et  eA  étant  égal  à  HA. 
Donc  la  surface  comprise  sous  KA  ^  eh  ^  conjointement  avec  la 
surface  comprise  sous  Z£  ^  KE  ^  est  à  la  surface  comprise  sous  0A , 
EAy  conjointement  avec  la  surface  comprise  sous  Z£ ,  se  comme 
EH  est  à  EA.  Mais  le  quarré  de  be  est  égal  à  la  surface  comprise  sous 
i^A^EA,  conjointement  avec  la  surface  comprise  sou$  Z£;  se;  parce, 
que  le  quarré  de  Be  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  ff  A;,  £A ,  et^ 
que  Texcès  du  quarré  de  be  sur  le  quarré  de  Be^est  égal  à.Iii 
sur&ce  comprise  sous  Z£,  be,  les  droites  bq,  b^  étant  égales, 
entre  elles.  Il  est  donc  évident  que  le  grand  segment  du  sphéroïde 
e^t  au  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce.  segment , 
comuie  CH  est  à  EA. 
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PROPOSITION   XXXIV. 

Si  on  sphéroïde  est  coupé  par  nn  plan  qui  ne  passe  pas  par 
le  centre  y  et  qui  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur  Taxe  ^  le  plus 
grand  segment  du  sphéroïde  sera  au  segment  de  cône  qui  a  la 
même  base  et  le  même  axe  que  lui ,  comme  une  droite  com- 
posée de  la  moitié  de  la  droite  qui  joint  les  sommes  des  seg« 
liieas  qui  ont  été  produits  par  cette  section  y  et  de  Taxe  du  petit 
segment  est  à  l'axe  du  petit  segment 

Coupons  un  sphéroïde  par  un  plan  y  comme  nous  venons  de 
le  dira  CSoupons  ensuite  le  sphéroïde  par  xm  autre  plan  qui 
passe  par  Taxe  et  qui  soit  perpendiculaire  sur  le  plan  coupant 
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QvL€f  la  section  du  sphéroïde  soit  Felîipse  abt A ,  et  la  section  du 
plan  œupant  y  la  droite  îa.  Menons  -k  la  droite  Af  les  parallèles 
HP ,  ST  qui  touchent  FeUipse  aiix  points  A ,  fi  ;  et  par  ces  paral- 
lèles conduisons  des  plans  parallèles  au  plan  conduit  par  at.  Ces 
plans  toudieront  le  sphéroïde  aux  points  b  ^  A  ^  et  les  points  b^  a 
seront  les  sommiets  des  segmens.  Menons  la  droite  bâ  qui  joigne 
les  sommets  des  segmens  qui  ont  été  engendrés;  cette  droite 
passera  par  le  centre  (18).  Que  le  centre  soit  le  point  e.  Que  le 
plus  grand  segment  du  sphéroïde  soit  celui  dont  le  sommet  est  le 
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point  B.  Faisons  la  droite  Au  égale  à  Ae  ^  et  la  droite  Bl  égale 
aussi  à  AO,  H  faut  démontrer  que  le  plus  grand  segment  est  à  un 
segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce 
segment  y  comma  £H  est  à  £A« 

Coupons  le  sphéroïde  par  un  plan  conduit  par  le  centra  efi 
parallèle  au  plan  conduit  par  ai  ;  et  inscrivons,  danf  la  moitié 
du  sphéroïde  un  segment  de  cône  qui  ait  son  sommet  au  point 
A.  Que  la  droite  HA  soit  à  la  droite  eA  ,  conoucne  Ae  est  à  £A* 
On  démontrera  de  la  même  manière  que  nous  Tavojas  fait  pins, 
haut  9  que  le  sèment  de  cône  inscrit  44qs  )a  moitié  du^isphé^ 
roïde  est  au  segm^it  de  cône  inscrit  dans  le  plus  petit  segment  ^ 
oomma  la  sur&ce  comprise  tous  «sa  >  B9  est  ^à  la  suiikc^ 
oomi^riM  sous  be  »  ba;  et  qm  le  9^8ient  de  o^oe  inscrit 
dans  le  plus  petit  segpnent  est  au  s^grQ^nt  :  d^ins  lequel  A  est; 
inscrit^  comme  la  sur&ce  comprise  sous. 'BÇ/^qa  ert  4' }a>s|ir«^ 

V 

£5ice  comprise  sous  Z£^  £A.  Donc  le  segment  de  cône  inscrit 
dans  la  moitié  du  sphéroïde  est  au  plus  petit  segment  de  ce 
sphéroïde  y  comme  la  surfistce  comprise  sous  KA  y  Be  est  à 
la  surface  comprise  sous  Z£  ^  eA;  Doub  le'  qihéioiîde  total  sera 
au  segment  de  cône  inscrit  dans  la  moitié  du  sphéroïde ,  comme 
la  sur&ce  comprise  sous  zh,  ha  est  à  la  surface  comprise  sous 
Be  ^  KA  ;  car  le  sphéroïde  total  et  la  première  surface  sont  qua« 
druples  du  cône  et  de  la  surface  comprise  sous  Be  y  SA.  Mais 
le  segment  de  cône  dont  nous  venons  de  parler  est  au  plus  petit 
segment  du  sphéroïde  y  comme  la  surface  comprise  sous  ha  y  Be 
est  à  la  surface  comprise  sous  Z£  ^  £A  ;  donc  le  sphéroïde  total 
est  au  plus  petit  sèment  du  sphéroïde  comme  la  surface  com- 
prise sous  ZH ,  HA  est  à  la  surface  comprise  sous  £Z  y  £A.  Mais  le 
plus  grand  segment  du  sphéroïde  est  au  plus  petit  comme  Tex^- 
ces  de  la  surface  comprise  sous  zh  ,  ha  sur  la  surface  comprise 
sous  Z£^  £A  est  à  la  surface  comprise  sous  Z£,  ba;  et  le  plus 
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petit  segment  du  q)héroïde  est  au  segment  de  cdne  qiù  1u{ 
est  inscrit  comme  la  surface  comprise  sous  lE,  eu,  est  à  la 
surface  comprise  sous  B£  ,  eu.  ;  car  on  a  démontré  que  cette 
raison  est  la  même  que  celle  de  tE  à  B£  ;  et  enfin  le  segment 
de  cône  inscrit  dans  le  plus  petit  segment  est  au  segment  de 
cône  inscrit  dans  le  plus  grand  segment  comme  la  sur&ce  com- 
prise sous  BE^  £A  est  au  quarré  de  be;  car  les  segmens  de  cône 
dont  nous  venons  de  parler  ayant  la  même  base ,  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs  y  et  ces  hauteurs  sont  entre  elles 
comme  les  droites  ae  ,  eb.  Donc  le  plus  grand  segment  du  sphé* 
roïde  est  au  segment  de  cône  qui  lui  est  inscrit  comme  Téxcès 
de  la  sur&ce  comprise  sous  m  y  ffA  sur  la  surÊu:e  comprise  sous 
ZE^  £A  est  au  quarré  de  B£.  On  démontrera  de  la  même  manière 
que  nous  l'avons  fait  plus  haut ,  ^ue  cette  raison  est  la  même 
que  celle  de  eh  à  ea, 
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ARCHIMàDE  A   DOSITHÉE^   SaLUT. 


T  tj  me  pries  sans  cesse  d^écrire  les  démonstrations  des 
théorèmes  que  favois  envoyés  à  Conon.  Tu  as  déjà  plusieurs 
de  ces  démonstrations  dans  les  livres  qu^Héraclides  fa  portés; 
et  je  t'en  envoie  quelques  autres  qui  se  trouvent  dans  celui-ci 
No  sois  pas  étonné  si  j'ai  dijQeré  si  long-temps  de  mettre  au 
jour  les  démonstrations  de  ces  théorèmes.  La  cause  en  a  été 
que  j'ai  voulu  laisser  le  temps  de  les  trouver  aux  personnes 
versées  dans  les  mathématiques^  qui  auroient  désiré  s'occuper  de 
cette  recherche.  Car  combien  y  a-t-il  de  théorèmes  en  géomé- 
trie  qui  paroissent  d'abord  ne  présenter  aucun  moyen  d'être 
connus  et  qui  dans  la  suite  deviennent  é videns  ?  Conon  mou- 
rut sans  avoir  eu  le  temps  de  trouver  ces  démonstrations ,  et 
û  laissé  à  ces  théorèmes  leur  obscurité  ;  s'il  eût  vécu ,  il  les  eût 
trouvées  sans  doute  ;  et  par  ces  découvertes  et  par  plusieurs 
autres^  il  eût  reculé  les  boxnes  de  la  géométrie.  Car  nous  n^igno- 
rons  pas  que  cet  homme  avoit  une  capacité  et  une  industrie 
admirables  dans  cette  science.  Plusieurs  années  se  sont  écou- 
lées  depuis  sa  mort ,  et  je  ne  sache  pas  cependant  qu'il  se  soit 
trouvé  personne  qui  ait  résolu  quelqu'un  de  ces  problêmes.  Je 
vais  les  exposer  tous  les  uns  après  les  autres.  Il  est  arrivé 
que  deux  problèmes  qui  ont  été  mis  séparément  dans  ce  Hvre 
sont  tout*à-fait  défectueux.  De  sorte  que  ceux  qui  se  vantent 
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de  les  avoir  tous  découverts  sans  en  apporter  aucune  démon»^' 
stration  sont  refutés  par  cela  seul ,  qu'ils  confessent  avoir  trouvé 
des  choses  qxii  ne  peuvent  Têtre  d'aucune  manière  (a). 

Je  vais  te  faire  connaître  quels  sont  ces  problêmes  ;  de  quels 
problêmes  sont  les  démonstrations  que  je  t'ai  envoyées,  et  de 
quels  problêmes  sont  celles  qui  se  trouvent  dans  ce  livre. 

1.  Une  sphère  étant  donnée ,  trouver  une  sttr&ce  plane  égale 
à  la  surface  de  cette  sphère. 

Ce  problème  est  résolu  dans  le  livre  que  j'ai  publié  sur  la 
isphère;  car  puisqu'on  a  démontré  que  la  ^urfiice  d'une  sphère  est 
quadruple  d'un  des  grands  cercles  de  cette  sphère,  il  est  facile 
de  voir  comment  il  est  possible  de  trouver  une  surface  plane 
égale  à  la  surface  d'une  sphère. 

2.  Un  cône  ou  un  cylindre  étant  donné ,  trouver  une  sphère 
égale  à  ce  cône  ou  à  ce  cylindre. 

5.  Couper  une  sphère  par  un  plan ,  de  manière  que  ses 
seginens  aient  entre  eux  une  raison  donnée. 

4.  Couper  une  sphère  donnée  par  un  plan ,  de  manière  qua 
les  surfaces  des  segraens  aient  entre  elles  une  raison*  donnée. 

5.  Un  segment  sphérique  étant  donné,  le.  rendre  semblable  à 
un  segment  sphérique  donné  (6). 

6.  Étant  donnés  deux  segmens  sphériques  de  la  même  sphère 
ou  de  différentes  sphères ,  trouver  un  segment  sphérique  qui 
soit  semblable  à  l'un  d'eux  et  qui  ait  une  surface  égale  à  celle 
de  l'autre. 

7.  Retrancher  un  segment  d'une  sphère  donnée ,  de  manière 
que  le  segment  et  le  cône  qui  a  la  même  base  et  la  même  hau- 
teur que  ce  segment  aient  entre  eux  une  raison  donnée  :  cette 
raison  ne  peut  pas  être  plus  grande  que  celle  de  trois  à 
deux. 

Héraclldes  t'a  porté  les  démonstrations  de  tous  les  problêmes 
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dont  nous  venons  de  parler.  Ce  qui  avoit  été  mis  séparément 
après  ces  problêmes  est  faux.  Voici  ce  qui  venoit  ensuite: 

1.  Si  ijne  sphère  est  coupée  par  un  plan  en  deux  parties  iné- 
gales^ la  raison  du  plus  grand  segment  au  plus  petit  est  doublée 
de  celle  de  la  plus  grande  surface  à  la  plus  petite. 

Ce  qui  est  évidemment  faux  diaprés  ce  qui  t'a  déjà  été  envoyé 
(de  la  Spk.  et  du  Cyî.  â.  9.). 

â.  Ceci  étoit  encore  ajouté  aux  problèmes  dont  nous  avons 
parlé.  Si  ime  sphère  '  est  coupée  en  deux  parties  inégales  p^ 
un  plan  perpendiculaire  sur  un  de  ses  diamètres  y  la  raison 
du  plus  grand  segment  au  plus  petit  est  la  même  que  celle  du. 
plus  grand  segment  du  diamètre  au  plus  petit 

Car  la  raison  du  plus  grand  sqgment  de  la  sphère  au  plus 
petit  est  moindre  que  la  raison  doublée  de  .la  plus  grande  sur- 
face à  la  plus  petite  ;  et  plus  grande  que  la  raisooi  sesquialtère 
(delà  Sph.  et  du  ÇyL  2.  9.).  . 

3.  On  avoit  enfin  ajouté  le  problème  suivant  qui  est  encore 
foux  :  Si  un  dia«nètre  d^une  sphère  quelconque  est  coupé  de 
manière  que  le  quarré  construit  sur  le  plus  grand  segment  soit 
triple  de  celui  qui  est  construit  sur  le'  plus  petit;  et  si  le  plan 
qui  est  conduit  par  ce  point  perpendiculairement  sur  le  dia- 
mètre^ coupe  la  sphère^  le  plus  grand  segment  sera  la  plus 
grand  de  tous  les  segniens  sphérîques  qui  ont  une  surfiice  égale* 
^  Cela  est  évidemment  faux  d'après  les  théorèmes  qiie  je  t'ai 
dé^à  envoyés  ;  car  il  est  démontré  que  la  demi*sphè4*e  est  le 
plus  grand  de  tous  les  segmens-  qui  ont  ime  sur&ce  ég%l^  (  ds 
la  Sph.  et  du  CyL  â.  10.). 

On  proposoit  ensuite  ce  qui  suit  relativement  au  côae  : 

1.  Si  une  parabole,  le  diamètre  restant  immobile,  fait  une 
révolution  de  manière  que  le  diamètre  soit  Taxe ,  la  figure 
décrite  par  la  parabole  s'appellera  conoïde. 
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2.  si  unplah  touôhe  un  conoïde^  et  si  un  autre  plan  parallèle 
au  plan  tangent  retranche  Uû  segment  du  conoïde^  le  plan 
coupant  s'appellera  la  base  du  6egment  qui  est  produit^  et  le  point 
où  le  premier  jrfan  touche  le  conoïde ,  s'appellera  son  sommet.  ^ 

3.  Si  ]a  figure  dont  lious  Venons  de  parler  est  coupée  par  un 
plan  perpendiculaire  sur  Taxé  >  il  est  évident  que  la  seoiion 
sera  un  cercle:  mais  il  faut  démontrer  que  le  segment  produit 
par  oettesectiCMi  est  égal  aiix  trots  moitiés  du  cône  qui  a  la  même 
base  et  la  même  hauteur  que  ce  segmmit 

>  4.  Si  deux  segmens  d  -  un  o6noïde  aont  rêtai^antliiéA  par  des  plans 
cii^duits  d'une  mamêre  quelconque ,  il  est  éyident  que  les  , 
sections  seront  des  ellipses^  pourvu  qtoe  les  plans  coupans  ne- 
soieait  pas  p«rpendicultdres  sur  J'axe  :  mfds  il  éaut  déitiopitfer 
que  ces  Sdgmests  soct  entre  eux  oomine  Its  q^uarrés  des  droites 
menées  deleiin  somotietsau  plan  cauj[iaiit  paralléleitnentà  Taxe. 

Je  ne  t'envoie  pas  encore  ces  démonstratiobi. 

On  ptopôsoit  nn&k  ve  qui  *8uit^  rdatâvetnent  aux  hélices. 
Ce  mut  d6fc  problème  qui.ii'ont  rien  de .  oooafaim  avec  ceux 
diait  w>Uft  Vetamis  de  ^parler.  J'ehà  ai  écrit  pour  toi  les  déknon-- 
slMM;i<»s  dans  *ce  livre.  Voici  ce  qile  l'on  proposoit: 

2«  Si  une  ligne  droite  ^  une  de  stas  extrémités  ï^slant  immo- 
bile;^ tourne  dans  un  pkm  avec  usie  vitesse  tmilbrme  jusqu'à  ce 
qu'elle  ^ii  Mv^littê  «u  m^me  «endroit  d'oiL  elle  «voit  contmencé 
à^é  âio^iv^ir-^  tft  i»i  mi  point  iq  i!iKHt  «Véc  une  vttoste  màSotme 
dàni^ Hli^tb qwî  tourne^  on  pfentrat  dfe  l'extrémîbé  immobile  , 
bè  pùifûl  décrim  une  llélice  dons  wi  plan.  Jie  dis  que  la  «ur&ce 
qui  est  comprise  par  l'héUce ,  et  par  la  ligne  dxtMte  revenue 
au  méKM  ^eMdrâît  d'<«à  t^Ué  a^oit  «emmonoé  à  se  mouvoir 
est  la  liit>kâ^èiii!e  pàirtie  d'iM  eerdo  qui  a  pour  cetntre  le  point 
imtâc^il^  ^  et  pour  i-sQ^^Mi  la  partie  lAe  la  iîgno  droite  qui  a  été 
parcourue  par  le  point  dans  une  ^^e  révotutrom  de  ia  droite. 
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un  plan  non  perpendiculaire  sur  Taxe ,  la  section  est  une 
ellipse  qui  a  pour  diamètre  la  droite  Ar  (i5)»  Prenons  un 
cylindre  dont  Taxe  soit  la  droite  ba  ,  et  dans  la  sur&ce  duquel 
se  trouve  Tellipse  décrite  autour  de  At  comme  diamètre  (loj. 
Prenons  aussi  un  cône  qui  ait  son  sommet  au  point  b^  et  dans  la 
surface  duquel  se  trouve  Tellipse  décrite  autour  de  Ar  comme 
diamètre  (9).  On  aura  xui  certain  segment  de  cylindre  ayant  la 
même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  du  sphéroïde  ;  on 
aura  aussi  un  certain  segment  de  cône  ayant  la  même  base  et 
le  même  axe  que  le  segment  du  sphéroïde.  Il  faut  démô&triôr 
que  le  segment  du  sphéroïde  dont  le  sommet  est  le  point  8  est  aïk 
segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce 
segment,  comme  ah  est  à  AZ.  ' 

Que  la  droite  ZH  soit  égale  à  la  droite  ez.  Prenons  un  cône 
*■  qui  soit  au  segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même 

*  

axe  que  le  segment  du  sphéroïde ,  comme  ah  est  à  ht.  Si  lé 
segment  du  sphéroïde  n'est  pas  égal  au  cône  ^,  qu'il  soit 
d'abord  plus  grand ,  si  cela  est  possible.  Inscrivons  dans  le 
segment  du  sphéroïde  une  figure  solide  composée  de  segmens 
de  cylindre  qui  aient  une  hauteur  égale ,  et  circonscri-** 
vons-lui  en  une  autre ,  de  manière  que  l'excès  de  la  figure 
circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que  l'excès  du 
segment  du  sphéroïde  sur  le  cône  ^.  On  démontrera  ,  comme 
nous  l'avons  fait  plus  haut,  que  la  figure  inscrite  est  plué 
grande  que  le  cône  •*• ,  et  que  la  raison  du  segment  dé  cylindre 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment  à  la  figure 
inscrite  est  plus  grande  que  la  raison  de  ce  segment  de  cylindre 
au  cône  ■i'.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  le  segment  du  sphéroïde 
n'est  pas  plus  grand  que  le  cône  ♦. 

Qu'il   soit   plus   petit,  si  cela    est  possible.   Inscrivons  de 
nouveau  dans    le  segment    du  sphéroïde  une  figure  solide 
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composée  de  segmeiis  de  cylindre  qui  aient  une  hauteur 
égale  ^  et  circonscriyons-Iui  en  une  autre  ^  de  manière  que 
Fexcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  moindre 
que  l'excès  du  cane  ^  sur  le  segment  du  sphéroïde.  On  démon^ 
trera  de  la  même  manière  que  nous  Tavons  fait  plus  haut^ 
que  la  figure  circonscrite  est  plus  petite  que  le  cône  ^i^  ^  et  que  la 
raison  du  segment  de  cylindre  qui  a  la  même  base  et  le  même 
axe  que  le  segment  du  sphéroïde  à  la  figure  circonscrite  est 
moindre  que  la  raison  du  segment  de  cylindre  au  cône  ^.  Ce 
qui  ne  peut  être.  Donc  le  segment  du  sphéroïde  n'est  pas  plus 
petit  que  le  c^iie  f.  Dope  ce  (|u'il  fallQÎt  démpntrer  est  évident 

PROPOSITION   XXXIIL 

Le  grand  segment  d'un  sphéroïde  quelconque  coupé  non  par 
son  centre  par  un  plan  perpendiculaire  sur  Taxe  est  au  cône 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce  segment^  comme 
une  droite  composée  de  la  moitié  de  l'axe  du  sphéroïde  et  de 
Taxe  du  petit  segment  est  à  l'axe  du  petit  segment 

Coupons  un  sphéroïde  quelconque  comme  on  Tient  de  le 
dire  ;  que  ce  même  sphéroïde 
soit  coupé  par  un  autre  plan 
conduit  par  l'axe  et  perpen-r 
diculaire  sur  le  premier;  que 
cette  section  soit  l'ellipse  Asr 
ayant  pour  diamètre  la  droite 
BÂ  qui  est  l'axe  du  sphéroïde^ 
et  que  la  section  du  plan  qui 
retranche  le  segment  soit  la 
droite  ta.  Cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  ea.  Que  le 
grand  segment  soit  celui  q^i  a  son  sommet  au  point  B  ^  et  que  le 
eenti:e  du  sphénoïde  soit  le  ]^omt  e^  Faisons  les  droites  ah,  bz 


ET    DES    SPHÉROÏDES.  309 

chacune  égale  à  Ae.  II  faut  démontrer  que  le  segment  du  sphé- 
roïde dont  le  sommet  est  le  point  b  est  au  cône  qui  a  la  même 
base  et  le  même  axe  que  ce  segment  comme  £H  est  à  ea. 

Coupons  le  sphéroïde  par  un  plan  conduit  par  le  centre  et 
perpendiculaire  sur  Taxe ,  et  que  le  cercle  qui  est  produit  par 
cette  section  soit  la  base  d'un  cône  qui  ait  son  sommet  sur  A.  Le 
sphéroïde  total  sera  double  du  segment  qui  a  pour  base  le  cercle 
décrit  sur  ka  comme  diamètre  et  qui  a  pour  sommet  le  point  A. 
Mais  le  segment  dont  nous  venons  de  pai*ler  est  double  du  cône 
qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  le  segment.  Ce  qui  a  été 
démontré  (29).  Donc  le  sphéroïde  total  est  quadruple  du  cône 
dont  nous  venons  de  parler.  Mais  ce  cône  et  celui  qui  a  pour 
base  le  cercle  décrit  autour  de  af  comme  diamètre  et  pour  som- 
met le  point  A  sont  en  raison  composée  de  la  raison  de  eA  à  £A  ^ 
et  de  la  raison  du  quarré  de  xe  au  quarré  de  £A  ;  et  la  raisofi 
du  quarré  de  Ke  au  quarré  de  £A  est  la  même  que  celle  de  la 
surface  comprise  sous  Be^  eA  à  la  surface  comprise  sous  B£  ,  £A; 
et  de  plus ,  la  raison  de  eA  à  £A  est  la  même  que  la  raison  de 
HA  à  eA.  Donc  la  surface  comprise  sous  9A  ^  Be  est  à  la  surface 
comprise  sous  se ,  eA  comme  Ae  est  à  A£.  Mais  la  raison  oom-* 
posée  de  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  KA^  en  à  la  sur-*" 
face  comprise  sous  Be  ^  eA  ^  et  la  raison  de  la  surface  coinprise 
sous  Be^  eA  à  la  surface  comprise  sous  b£^  £A  sont  les  mêmes  qu^e 
la  raison  de  la  surface  comprise  sous  ka  ^  se  à  la  sur&ce  ûom« 
prise  sous  b£  ,  £A.  Donc  le  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit 
autour  de  ka  comme  diamètre ,  et  qui  a  pour  sommet  le  point 
A  est  au  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  af 
comme  diamètre  et  pour  sommet  le  point  A  ^  comme  la  surface 
comprise  sous  SA  ^  Be  est  à  la  surface  comprise  sous  bb^  £A.  Hais 
le  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  autour  de  af  comme 
diamètre  et  pour  sommet  le  point  A  est  au  segment  du  sphé- 

27 
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roïde  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  ^  comme  la  surface 
comprise  sous  B£  y  £A  est  à  la  surface  comprise  sous  Z£  ^  £A^  c'est- 
à-dire  comme  b£  est  à  £Z  ;  car  on  a  démontré  qu'un  segment 
plus  petit  que  la  moitié  du  sphéroïde  est  au  cône  qui  a  la  même 
base  et  le  même  axe  que  ce  segm.ent^  comme  une  droite  com- 
posée de  la  moitié  de  Taxe  du^  sphéroïde  et  de  Taxe  du  grand 
segment  est  à  Taxe  du  grand  segment  y  c'est-à-dire  comme  Z£  est 
à  B£  (3  2).  Donc  le  cône  qui  est  dans  la  moitié  du  sphéroïde  est 
au  segment  qui  est  plus  petit  que  la  moitié  du  sphéroïde  comme  la 
surface  comprise  sous  0A ,  Be  est  à  la  surface  comprise  sous  Z£  y 
A£.  Mais  le  sphéroïde  total  est  au  cône  qui  est  dans  la  moitié  du 
sphéroïde  comme  la  surface  comprise  sous  Zh^  ha  est  à  la  sur«- 
&ce  comprise  sous  Be  y  ha  ;  car  le  sphéroïde  total  et  la  première 
surface  sont  quadruples  du 
cône  et  de  la  seconde  surface; 
et  le  cône  qui  est  dans  la  moitié 
du  sphéroïde  est  au  segment 
qui  est  plus  petit  que  la  moitié 
du  sphéroïde  comme  la  sur- 
&ce  comprise  sous  HA^Be  est  à 
la  surface  comprise  sous  Z£^  £A; 
et  de  plus  y  le  sphéroïde  total 

est  au  plus  petit  segment  comme  la  surface  comprise  sous  zh  y 
HA  est  à  la  surface  comprise  sous  Z£,  £A;  donc  le  plus  grand 
segment  du  sphéroïde  est  au  plus  petit  comme  l'excès  de  la 
sur&ce  comprise  sous  zh  ,  ha  sur  la  surface  comprise  sous  ze  , 
A£  est  à  la  surface  comprise  sous  ZE ,  ea.  Mais  l'excès  de  la  sur- 
face comprise  soùs  zh  ,  ha  sur  la  surface  comprise  sous  ze  ,  ea 
est  égal  à  la  surface  comprise  sous  ha  ,  eh  ,  conjointement  avec 
la  surface  comprise  sous  ze,  he  ;  donc  le  plus  grand  segment  du 
sphéroïde  est  au  plus  petit  comme  la  surface  comprise  sous  ha. 
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£H5  conjointement  avec  la  surface  comprise  sous  ZE,  he  est  à  la 
surface  comprise  sous  Z£  ^  £A.  Mais  le  plus  petit  segment  du  sphé- 
roïde est  au  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  lui  ^ 
comme  la  surf^e  comprise  sous  Z£^  ea  est  à  la  surface  comprise 
sous  B£^  £A;  car  la  première  raison  est  la  même  que  ;Celle  dé 
Z£  à  B£;  et  le  cène  qui  est  dans  le  plus  petit  segment  est  au 
cône  qui  est  dans  le  plus  grand  segment  comme  la  surface  com- 
prise  sous  B£  ^  ea  est  au  quarré  de  be  ;  car  ce^  cônes,  qui  ont  If 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  Donc  le 
plus  grand. segment  du  sphéroïde  est  au  cône  qui  est  dans  pe 
segment  comme  la  surface  comprise  sous  ha^  eh^  conjointe-- 
ment  avec  la  surface  comprise  sous  Z£ ,  se  est  au  quarré  de  be. 
Mais  cette  raison  est  la  même  que  celle  de  eh  à  ëa  ;  parce  que 

■ 

la  surface  comprise  sous  sa  y  eh  est  à  la  surface  comprise  sous 
HA  ^  EA  comme  eh  est  à  ea  ;  et  que  la  surface  comprise  sous  ZE  , 
KE  est  à  la  surface  comprise  sous  ze^  e£  comme  la  surface  eh  est 
à  EA  ;  car  &£  est  à  e£  comme  eh  est  à  ea^  les  droites  HA  ^  eA  ^  A£ 
étant  successivement-  proportionnelles ,  et  eA  étant  égal  à  HA. 
Donc  la  surface  comprise  sous  ha  ^  eh  ^  conjointement  avec  la 
surface  comprise  sous  Z£  ^  HE  ^  est  à  la  surface  comprise  sous  HA  , 
EA^  conjointement  avec  la  surface  comprise  sous  ZE  y  eE  comme 
£H  est  à  EA.  Mais  le  quarré  de  be  est  égal  à  la  surface  comprise  sous 
HA^EA,  conjointement  avec  la  surface  comprise  sou^  ze}  se;  parce, 
que  le  quarré  de  Be  est  égal  à  la  surface  comprise  sous  HA;,  ea^  et; 
que  Texcès  du  quarré  de  be  sur  le  quarré  de  se;  ;  est  égal  à  la 
sur&ce  comprise  sous  Z£^  e£,  les  droites  Be,  b%  étant  égales, 
entre  elles.  U  est  donc  évident  que  le  grand  segment  du  q>héroïde 
e^t  au  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  cesegmeiity 
cpmme  £h  est  à  ea. 
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à  AZ;  supposons  que  la  droite  ne  dirigée  vers  le  point  B  soît 
égale  à  la  droite  £  ^  et  prolongeons  là  droite  menée  du  centre  K 
au  point  e.  La  raison  de  ez  à  0K  sera  la  même  que  la  raison  de 

« 

60  à  en.  Donc  la  raison  de  zê  à  eK  sera  moindre  que  la  raison 
de  l'arc  se  à  l'arc  donné  ;  ;^rcê  que  la  droite  se  est  plus  petite 
que  Tare 'fié,  tandis  que  la  droite  en  est  plus  grande  que  Tare 
donné.  Donc  aussi  la  raison  de  la  droite  7e  au  rayon  est 
moindre  que  l'arc  Be  k  l'arc  donné. 


^  < .      ." 


PROPOSITION   VL 


Etant  donnés  un  cercle  ,  et  dans  un  cercle  line' ligue  plus 
petite  que  le' diamètre,  il  est  possible  de^metiet  'âd  centre  à  là 
circonférence  une  droitef  qui  cbupe  ta.  'ligne  donnée  dans  le 
cercle ,  dé  manière  que^  îa"  raison  '  de  là  aroîtë  placée  entre  la 
circonférence  et  la  ligne  donnée  dans  le  cercle  à  la  droite 
menée  de  l'extrénûte  dû  -  rayon  qui  est  dans  la  circonférence  à 
une  des  extrémités  de  la  ligne  donnée  dans  le  cercle  soit  la  même 
nqu'nné'  ràis6îi^^ôposée|  pbîii^vu^qtté'c^lté  iraisOtt  sbît  moindre 
f^e  'ceBë  dé  lïl  àfoitiè  de  k  li^è  doàhée  âaniifle  ce^deà  la 
'îiéi-peiiaictrlaii^e  menée  "du  centre'kn'  cette  ligne.' 

<^é  Asr  soit  le  cercle  donné ,  et  que  son  centre' soit  lé  point  K; 
"Sbitdohnee'daris 'de  Cercle  la  hgne    '     '    ^  '^  ! 

TA  plus  petite  que  le  diamètre;  et  que  '   T'j. 
lar^iisonideTà  h  soitmoiàôttei^tié'*' 
la  raison  de  re  à  k^,  la  d]:k>ite  )cd  -  ' 
étant   perpendiculaire  siu*  '  tAi  39ti 
centre  menons  kn  parallèle  à  Ar  ëf 
TA  perpendiculaire  sur  KF.  Les  trian-^*'  ^    f.  ;     ;    i  :  .* 

gles  reK ,  fka  sont  semblables; iDMlét^  est  à^  &K  comme  jcr  est 
k  rA.I>€me lariùsoii^ de  e  à ^h  est moindt^ que  la  raison d.e kr  à 
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point  B.  Faisons  la  droite  AH  égale  à  Aa  ^  et  la  droite  BZ  égale 
aussi  à  Ae.  Il  faut  démontrer  que  le  plus  grand  segnuent  est  à  un 
segment  de  cône  qui  a  la  même  base  et  le  même  axe  que  ce 
segment ,  comme  jeh  est  à  £A. 

Coupons  le  sphéroïde  par  xm  pl^n  conduit  pfir  le  centra  e% 
parallèle  au  plan  conduit  par  af  ;  et  inscrivons,  dap^  la  moitié 
du  sphéroïde  un  segment  de  cône  qui  ait  son  sommet  au  point 
A.  Que  la  droite  £A  soit  à  la  droite  eA  ^  comme  Ae  est  à  ea. 
On  démontrera  de  la  même  manière  que  nous  Tavo^s  fait  plus, 
haut  9  que  le  segment  de  c6ne  inscrit  d^qs  la  moitié  du^/sphé-^ 
roïde  est  au  segment  de  cane  inscrit  dans  le  plus  petit  segpiûût, 
comme  la  surface  comprise  sous  aa  >  B0  est  ^à  la  mvikçt^ 
comprise  sous  be  ,  £A  ;  et  qiw  le  ^^nient  de  cône  inscrit 
dans  le  plus  petit  s^piieot  est  au  segment  :  :d«tns  lequelii  esfc 
inscrit^  comme  la  surface  comprise  sous.'BÇ/^JiAe^li  ÀJa>s$ir«i 
face  comprise  sous  Z£ ,  £A.  Donc  le  segment  de  cône  inscrit 
dans  la  moitié  du  sphéroïde  est  au  plus  petit  segment  de  ce 
sphéroïde  y  comme  la  surfisice  comprise  sous  ^A ,  Be  est  à 
la  surface  comprise  sous  Z£  ^  bA;  X>onB  le'  qphéroîide  total  sera 
au  segment  de  cône  inscrit  dans  la  moitié  du  sphéroïde ,  comme 
la  surface  comprise  sous  zn,  9 A  est  à  la  sur&ce  comprise  sous 
Be  ^  SA  ;  car  le  sphéroïde  total  et  la  première  surface  sont  qua- 
druples du  cône  et  de  la  surface  comprise  sous  Be  ^  KA.  Mais 
le  segment  de  cône  dont  nous  venons  de  parler  est  au  plus  petit 
segment  du  sphéroïde ,  comme  la  surface  comprise  sous  SA ,  Be 
est  à  la  surface  comprise  sous  Z£  ^  £A  ;  donc  le  sphéroïde  total 
est  au  plus  petit  segment  du  sphéroïde  comme  la  surface  com- 
prise sous  2H ,  HA  est  À  la  surface  comprise  sous  ez  ,  ea.  Mais  le 
plus  grand  segment  du  sphéroïde  est  au  plus  petit  comme  l'ex- 
cès de  la  surface  comprise  sous  zh  ,  SA  sur  la  surface  comprise 
sous  ZE,  EA  est  à  la  siuface  comprise  sous  ze,  ea;  et  le  plus 


W  Comme  z  «l  à  H,  la 

«6t  à  H« 
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£1  sera  à  k  droite  ir  ccHtnme  2 


>  » 


FROPOSITION    VIIL 


'  '  Sttef ^mméiin  tercle,etdsns  ce  cescle  attelle  jAva  petiteque 
le  diamètre;  étant  donnée  de  plus uneligne qui  touolie  le  cercle 
à  une  des  extrémités  de  la  ligne  donnée  dans  ce  cercle ,  on  peut 
mener  du  centre  une  droite  ^  cte  manière-  que  la  partie  de  cette 
droite  placée  entre  la  circonférence  du  cercle  et  la  ligne  donnée 
âans  k»  oerelè,  ef  fefc  pwtie  de  la^tangearte  placée  entre  1»  droite 
fiieûêe  *tt  «entM  et  hr  point  d«  ccntact^aientenlare elles  uae 
taisetii  proposée  ;  poufvu.  fiw  oettr  Maàatk  soit  tamBàx»  qn« 
•elfe  Aë  lu  âesn^igoe  àoniée.  âaas  kr.  «ftrdb  k  Ik  pMpcndi* 
etaMm  métoe  di»  c«nti<e>  me  cetta  hffm, 
■  Qae  Asm  S€Rt  le*  ctidte  denaé  ;  que  ia  aiiiila  Ugae  qzd  est 


«tonnée  dtei»  Iteceïck,  et  qi»  «•«  plo* 

petiVd'  qufti  te-  diamètre.  Que^  «A  tffBH- 

che  le  cercle  au  point  r,  et  q«»  kf  wri- 

«m  ëb  2  ft  H  8ôi«  motBftre  que  ce^ 

4e  re  à  ex.  Si  Ton  mène  ka  piiratlèle 

à  er,  la  raison  de  z  à  h  sera  «ncovo 

moindre  que  celle  de  rK  à  r  a«  Qhm  Kr 

soit  à  rsi  comme  z  estàH.  La  dk'<n1e  tC9 

sera  plus  grande  que  TA.FaisiEm^.paaK- 

ser  une  circonférence  par  lee(  po»nt#K,  a,  ».*Pniiqii»  la  droite 

ST  est  plus  grande  que  la  droits  tA^  et  qtw  les  droit»»  rr^  »a  s© 

oéiïpefif  IMM^  '^pitg^owpMiCpreBd^tiite  dlroite  m  qui  se  diri- 

gbàat veille poiittt  i: Mit é^« à  UP.Tybv^,  la- surface  comprise 

aotm  »,  «A  «fet'àla  stisfiMé  c<Maif»ise  soh9  ke,  ia  commie  »i  est  à 

sii  «tl»M#M}e  ccnmprisotoutfXF,  i^  etf  4  U  fwfoce  ccaDprise 
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soUs  Kl ,  tA  comme  in  est  à  ta.  Donc  m  est  à  ta  comme  M  ett^ 
K£  (a).  Donc  tm  est  à  ta  ^  et  ik  à  Kr  ,  et  rs  à  kb  comme  Si  est 
à  K£.  Donc  la  droite  restante  ir  est  à  la  droite  restante  b£  comxmi 
m  est  à  FK  ^  et  comnie  h  est  à  z  {€).  Donc  kk  tombe  sur  la  tan- 
gente ^  et  sa  partie  be  placée  entre  la  circonférence  et  la  lignio 
donnée  dans  le  cercle  est  à  la  partie  de  la  tangente  pl^K^él» 
entre  kk  et  le  point  de  contact  comme  z  est  à  h. 

PROPOSITION    IX 


Les  mêmes  choses  étant  données  ^  et  la  ligne  qid  est  donnée 
dans  le  cercle  étant  prolongée ,  on  peut  mener  du  centre  du 
cercle  une  droite  à  la  ligne  prolongée ,  de  manière  que  la  i>artie 
de  cette  droite  placée  entre  la  circonférence  et  la  ligna  pro« 
longée  y  et  la  partie  de  la  tangente  placée  entre  la  droite  monéç 
du  centre  et  le  point  de  contact  aient  entre  elles  une  raisox 
proposée  ;  pourvu  que  cette  raison  soit  pluf  grande  que  celle  de 
la  moitié  de  la  li^e  donnée  dans  le  cerde  à  la  perpendiculaii:* 
menée  du  centre  du  cercle  sur  cette  m^me  ligne. 

Que  ABrÂ  soit  le  cercle  donné;  et  que  rA  soit  la  ligne  qui  test 
donnée  dans  le  cercle^  et  qui  est  plus 
petite  que  le  diamètre.  Prolongeons 
cette  ligne  ;  que  la  droite  nv  touche 
le  cercle  au  point  r^  et  que  la  raison 
de  z  à  H  soit  plus  grande  que  celle 
de  re  à  eK.  La  raison  de  2  à  h  sera 
encore  plus  grande  que  la  raison  de 
Kl  à  lA.  Que  Kr  soit  à  r0  comme  z 
est  à  H.  La  droite  xr  sera  plus  petite 

que  TA.  Faisons  passer  de  nouyeau  une  circonfér^xce  de  oerele 
par  les  points  M,  k,  a.  Puisque  la  droite  si  est  plus  petite 


N 
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que  TA  ,  et  que  les  droites  km  ,  OT  se  coupent  à  angles  droite  ^ 
on  peut  prendre  une  droite  IN  qui,  étant  dirigée  vers  le  poiçt 
^K  y  soit  égale  à  la  droite  tm.  Puisque  la  surface  comprise  sous  Sf, 
-ïA  est  à  la  surface  comprise  sous  ai,  ' 
'  KE  comme  Ki  est  à  K£  ;  que  la  sur- 
face  comprise  sous  ki  ,  m  est  égale  à 
la  surface  comprise  sous  Hi ,  ia  ,  et 
que  la  surface  comprise  sous  Ki ,  r  a 
est  égale  à  la  surface  comprise  sous 
ai  ,  K£;  parce  que  k£  est  à  IK  comme 

■  ir 

"Ar  est  à  AI  ;  la  droite  m  sera  à  K£ 
comme  la  surface  comprise  sous  ki,  in  " 

est  à  la  sur&ce  comprise  sous  ki  ,  r  a  ,  x'est-à-dire  comme  ni  est 
'à  TA,  c^èst-à-dire  comme  tm  est  à  pa.  Mais  tm  est  à  ta  comme 
'nv  est  à  Kr  ;  donc  m  est  à  K£  comme  CT  est  à  kb  ,  et  la  droite  res- 
tante  ir  est  à  la  droite  restante  b£  comme  ET  est  à  rK.  Mais  fît  est 
à  TK  comme  H  est  à  z  ;  donc  la  droite  K£  tombe  sur  la  ligne 
ï>rolongée,  et  la  partie  B£  qui  est  placée  entre  la  ligne  pro- 
longée et  la  circonférence  est  à  la  partie   n  de  la  tangente 

•  •  •  •         »  « 

placée  entre  la  droite  lïienée  du  centre  et  le  point  de  contact 
comme  z  est  à  h. 
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PROPOSITION    X. 


Si  des  lignes  en  aussi  grand  hoôibre  que  Ton  voudra  et  qui 
se  surpassent  également  sont  placées  les  unes  à  la  suite  des 
autres,  et  si  Texcés  est  égal  à  la  plus  petite;  si  Ton  prend 
d'autres  lignes  qui  soient  en  même  nombre  que  les  premières , 
et  dont  chacune  soit  égale  à  la  plus  grande  de  celles-ci,  la 
somme  de  tous  les  quarrés  construits  sur  les  lignes  qui  sont 
égales  chacune  à  la  plus  grande,  conjointement  avec  le  quarré 
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de  la  plus  grande ,  et  la  sur&ce  comprise  sous  la  pins  petite  et 
sous  une  ligne  composée  de  toutes  les  lignes  qui  se  surpassent 
également^  sera  triple  de  la  somme  de  tous  les  quarrés  con« 
struits  sur  les  lignés  qui  se  surpassent  également  (et). 

•  Que  des  lignes  a^  B  ^  r  ^  Zi>  £  ^  z,  h,  e,eu  aussi  grand  nombre 
qu'on  voudra  ^  et  qui  se  surpassant  également  y  soient  placées  les 
unes  à  la  suite  des  autres  ;  et  que  e  soit  égal  à  leur  excès.  A  la 
ligne  B  ajoutons line  ligne  i  égale  à  e  ;  à  la  ligner^  une  ligne  k 
égale  à  H  ;  à  la  liguB  A ,  une  ligne  a  égale  à  z;  à  la  ligne  £ ,  Une 
ligne  M  égale  à  la  ligne  fi  ;  à  la  ligne  z  ^  une  ligne  N  égale  à  A  ;  à  la 
ligne  H,  une  ligne  s  égale  à  la  ligne  r;  et  enfin  à  la  ligne  e^  une 
ligne  o  égale  à  b.  Les  lignes  qui  résulteront  de  cette  addition  seront 
égales  entre  elles  y  et  égales  chacune  à  la 

« 

plus  grande.  Il  faut  démontrer  que  la 
somme  des  quarrés  de  toutes  ces  droites , 
c'esl-à-dire  la  somme  du  quarré  de  A  et 
des  quarrés  des  droites  qui  résultent  de 
cette  addition  9  conjointement  avec  le 
quarré  de  A ,  et  la  surface  comprise  sous  •  ^  ^ 
e  et  sous  une  ligne  composée  de  toutes  les 

lignesA,B,r,A,£,  z,H,e  est  triple  de  la  somme  de  tous  les 
quarrés  construits  sur  A,B,r,A,£,z,H,e. 

Car  le  quarré  de  Bi  est  égal  à  la  somme  des  qijiarrés  des  lîpies 
I ,  B ,  conjointement  avec  le  djouble  de  la  surface  compris^  sous 
B ,  I  ;  le  quarré  de  kt  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  des  lignes 
K,  r ,  conjointement  avec  le  double  de  la  sur&ce  comprise  sous 
K  /r  ,•  semblablement,  les  sommes  des  quarrés  des  autres  lignes 
égales  chacune  à  A  sont  égaux  aux  sommes  des  quarrés  de  leurs 
ségmens^  conjointement  avec  les  doubles  des  surfaces  com- 
prises sous  ces  mêmes  s^mens.  Donc  la  somme  des  quarrés  des 
lignes  A,  B,r,  a,e,  z,  h,  e,avec  la  somme  des  quarrés. con- 
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étruits  sur  I ,  K  9  A  ^  M^  N  ^  0  9  O9  conjointement  avec  le  qttaiTé 
de  A  eit  double  de  la  ^omme  des  qnarrés  construits  sur  A  ^  b  ^  r  ^ 

Il  reste  à  démontrer  que  la  somme  des  doubles  des  surfaces 
comprises  soqs  les  segmens  de  chacune  des  lignes  égales  à  a  ^ 
conjointement  avec  la  surface  comprise  sous  la  ligne  e  et  sous 
une  ligne  oomposée  de  toutes  les  lignes  A^B^r^A^E^z^H^e 
est  égale  à  la  somme  des  quarrés  des  ligaes  a^  b^  r,  a^  e^  z,  h, 
é.  En  eSst  y  le  double  de  la  surface  comprise  sous  b  ^  i  est  égal 
ail  double  de  la  sairface  comprise  sous  b  ^  e  ;  le  double  de  la 
rarfaee  comprise  sous  k  ^  r  est  égal  k  la 
surfime  comprise  sous  ^  et  sous  le  qua^ 
druple  de  r ,  parce  que  K  est  double  de 
e;  la  double  surface  coin|>rise  sous  A^ 
A  est  égale  à  la  surface  comprise  sous  e 
sous  le  sextuple  de  A;  parce  que  a  est 
triple  de  e^  et  semblablement  les  doubles  ^ 
des  autres  surfaces  comprises  sous  les  seg-* 
mens  sont  égaux  à  la  surface  oonqirise  sous  la  iigne  0  et  mus 
Ija  ligne  suivante  ^  multipliée  par  les  nomhœê  piîirs  ^ni  suiTeni 
ceux-H;i.  Donc  la  somme  de  toutes  oe^  sui^faoes  >  conjointement 
avec  celle  qui  est  comprise  sous  la  ligne  e  et  sous  une  ligU6 
cotx^osée  de  A^  B^  r^  A^  £^  ^9^-f  ^  Mra  égale  à  la  surfisice 
eomprise  scpus  la  ligne  ^  ^  sous  une  ligne  composée  de  a  ^  du 
triple  de  B  ^  du  quintuple  de  r  et  des  lignes  suivantes  multi«^ 
fiiées  par  les  nombres  impairs  qui  suivent  ceux-ci  (^).  Mais 
lasoihme  des quarrés construits  sur  A^  b^  r^  A^  £^  z,  H,  e  est 
aussi  égale  à  la  surface  comprise  sous  ces  mômes  lignes ,  parce 
que  le  quarré  de  A  est  égal  à  la  surfiioe  comprise  sous  la  ligne 
e  et  sous  une  Ugne  composée  de  tontes  ces  lignes ,  c'est^«dire 
sous  une  ligne  composée  de  A  et  des  ligues  restantes  dont  cha^ 
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cxme  est  égale  à  a  ;  car  la  ligne  e  est  contenue  autant  de  fois 
dans  A  ^  que  A  est  contenu  dans  la  somme  des  lignes  égales  à  a  (y). 
Donc  le  quarré  de  A  est  égal  à  la  sur&ce  comprise  sous  la  ligne 
e  et  sous  une  ligpe  composée  de  a  ^  et  du  double  de  la  somme 
des  lignes  B^  r^  /i,n,ly  H,  e;  car  la  somme  des  ligpes  égales  à 
a  ^  la  ligne  A  exceptée^  «st  égale  au  double  de  la  somme  des 
lignes  B^  r^  a^b,  Zy  h,  e  (J^).  SemUabfoménti  1&  quané  de.  b  est  ^gal 
à  la  surfiice  comprise  sous  la  ligne  #^  et  souâ  une  ligne  eotnposée 
de  la  ligne  b  et  du  dottUe  des  lignes  r ,  a,  £  ^  z  ^  H,  e;  le  q»arré 
de  r  est  égal  à  la  surface compcise :aoils U ligne  e ,  etsons.une 
ligne  composée  de  la  ligne  r  et  du  double  des  lignes  a^£^z^h^ 
e.  Par  la  même  raison  les  quarrés  des  lignes  restantes  sont  égaux 
aux  surfaces  comprises  sous  la  ligne  e  et  sous  une  ligne  composée 
de  la  ligne  qui  suit  et  desd^vCkbks  des<  lignes  restantes»  H  est  donc 
évident  que  là  somme  dfaqnarrés  de  toutes  ces  ligneii  est  ég^le 
à  la  surface  comprise  sous  e  et  so«is  Utielig*0  oomposéede  toutes 
eeslig^nas^  e'esiràMdIre  sous  une  ligne  eçouposée  de  a^  da  trifiïto 
ds  B^  du  qumtuple  de  r^  et  des  lig>»es  çwyaatea  mullspliéea  par 
les  &ènbffca  ^tà  «irent  .eeuxHÛ. 


;      r 


n  ttût  évidemment  de^là que  la  aenuoe âfiê.i^auaxé*  cenatruiti 
me  Ub  ligne*  :^  spni  4lpi^  <^iaçuaie  4  la  pUu  ffwad»  est 
llusi  petite  qiwl  le>tr^le  de  la^semm^  de»;4aai7Eéfr  coiulrui«s  sivr 
les  Hgnee  in^es  ;  car  lai  premiése  somme  seroifc  tnple  de  la 
seconde»  m  Ton  angmentoit  la  psemièr»  de  certaine»  quantités. 
U  est  encore  évident  que  la  psâmèie  aaaaa»  est  pins  grande  que 
le  triple  de  la  seconde,  si  «« letFaiU)!»!  deceUerfci  le  tnple  du 
quarré  delà  pioagrandctlicM.  Cw  ce  d^snt  la  première  somme 
est  augmentée  e»t.  moiadcd»  qtie  W  tnf>le  du  ^furvé  de  1^  plui 


^fi 
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grande  ligne  (i).  Donc  si  Fon  construit  de»  figures  semblables 
sur  les  ligues  qui  se  surpassent  également  et  sur  les  lignés  qui 
soii't  égales  chacune  à  la  plus  grande^  la  somme  des  figures 
construites  sur  les  lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la  plus 
grande  sera  plus  petite  que  le  triple  de  la  somme  des  figures 
construites  sur  les  lignes  inégales  y  et  la  première  somme  sera 
plus  grande  que  le  triple  de  la  seconde  y  si  Ton  retranche  de 
celle-ci  le  trîfde  de  la  figure  construite  sur  la  plus  grande 
ligne^Car  ce»  figures  qui  sont  semblables  ont  entre  elles  1^  ménsie 
raison  que  les  qucurrés  dcmt  noup  ayonff  parlé, 

PROPOSITION   XL 


Si  des  lignes  en  bxoA  grand  nombre  qu'on  voudra^  et  qui  se 
surpassent  également  sont  placées  les  une*  à  la  suite  des  antres^ 
et  si  Ton  prend  d'autines  lignes  dont  le  aombi:^  soit  plus  petit 
d'une  unité  que  le  nombre  de  celles  qui  se  surpassent  éga^ 
lement^  et  dont  chacune  soit  égale  à  la  plus  grande  des  lignes 
inégales.  La  raison  de  la  Giomme  des  quàrrés  des  lignes  qui  sont 
égales  chacune  à  la  plus  grande  à^  la  somme  des  quarrés  des 
lignes  qui  se  surpassent  également  >  lé-qnarré  de  la  plus  petite 
étant  excepté^  est  moindre  que  la  raison  du  quarré  de  la  plus 
grande  à  la  surface  comprise  sous  }a  plus  grande  ligne  et  sous 
la  plus  petite^  conjointement  avec  le'tiersdu  quajtré  eônstiHi^it 
Pëicès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  p^O  |  '  et  lai  raison  de 
èbmmë  des  quarrés  des Hgnes qui  écint égales  chacune  à  lapins: 
grande  à  la  somme  des  quarrés  clés  lignes  qui  se  surpassent 
également 9  le  quarré  de  la  plus  grande  étant  excepté^  est 
plus  grande  que  cette  même  raison  (a).       ' 

Que  des  lignes  en  aussi  grand  nombre  qu^on  Voudra  ^  et  qui 

•  r         . 

Se  surpastènt  également  'soiettt  placées  les  unes  à  la  sai|e  des 
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autres^  la  droite  ab  surpassant  rA;  fa  ,  ££  ;  ez^  kaj  Ha^  w  ;  jx, 
AM  ;  et  AM  y  HH.  A  la  ligne  fa  ,  ajoutons  une  ligne  ro  égale  à  un 
excès;  à  la  ligne  £Z  ^  la  ligne  En  égale  à  deux  excès  ;  à  la  ligne  He, 
la  ligne  hp  égale  à  trois  excès  ;  et  ainsi  de  suita  Lès  lignes  ainÂ 
composées  seront  égales  entre  elles  ^  et  égales  chacune  à  la  plw 
grande.  11  &ùt  démontrer  que  là  Maison  de  la  somme  dei 
quarrés  des  lignes  ainsi  composées  à  la  somme  des  quarrés  des 
lignes  qui  se  surpassent-également  y  le  quarré  de  N0  étant  6K^ 
cepté  y  est  moindre  que  la  raisoil  du  quarré  de  ab  ^  à  la  stir&u;» 
comprise  sous  ab  ^  Nft  >  conjointëniont  avec  le^  tiers  dioi  quarré 
de  NT  ;  et  que  la  raison  de  la  somme  des  quarrés  des  lignes  aind 
composées  à  la  somme  de  tous  les  quarrés  des  lignes  qui  se 
surpassent  également ,  le  quarré  de  la  plus  grande  ligne  étant 
excepté ,  est  plus  grande  que  cette  même  raison  (tt). 

De  chacune  des  lignes  qui  se  surpassent  également^  retran* 
chons  une  ligne  égale  à  Texeès  {€}  Le  quarré  de  Aa  sera  à  la  su^- 
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face  comprise  sous  ab  ,  «b  ^  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarré  de  A« ,  comme  le 
quarré  de  OA  est  à  la  surface  comprise 
sous  OA  y  Ax  y  conjointement  avec  le  tiers 
du  quarré  de  ^o  j  comme  Je  quarré  de  nz 
est  à  la  surface  comprise  sous  nz  ^  ^z , 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de 
^n ,  et  conmie  les  quai'rés  de&  autrea  lignes  sont  à  des  Surfaces 
prises  de  la  même  maniée.  l)ono  la  somme  de^  quarrés  con^ 
«traits  sur  les  lignes  OA^  nz,  rt^  sx,  tm,  rte  est  à  la  sur- 
face comprise  sous  la  ligne  Ntf ,  et  sous  ime  ligne  composée  de 
celles  dont  nous  Tenons  de  parler,  conjointement  aveo  le 
tiers  de  la  somme  des  quarrés  construits  sur  les  lignes  ox,  w^, 
pn  y  XTy  Ttf ,  YN^  comnie  le  quarré  de  ab  est  à  la  stu^fiice  com- 
l^^e  sous  AB ,  M ,  coi^ointeraent  jivec  le  tiers  du  quarré  de  «A. 
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Donc  i  si-  Ton  démontre  que  la  surface  comprise  sous  la  ligne  N0 

et  sous  une  ligne  composée  de  OA ,  nz ,  pe ,  2K,  tm,  t?,  conjointe- 
.meflt  avec  le  tiers  de  la  somme  des  quarrés- construits  sur  ox, 

n^,  va  y  2ç-,  Ti|,  TN  est  plus  petite  que  la  somme  des.quar- 
:rés  eoiistruits  sur  ab,  ta,  ez^  He  ^  i^  ,  am  y  et. qu'elle  est  plus 
-grande  que  la  somme  des  quarrés  construits  sur  les  lignes  fa^ 

ËZ,  He^  iK^  aM^  kk>  il  sera  évident  qu'on  aura  démontré  ce 

qui  est  proposé.  . 

'    t  fin  e^t ,  la  surface  comprise  sous  la  ligne  N9  et  sous  uine  ligne 

composée  de  otiy  nz  ^  pe ,  sk  ^  tm,  tk  ^  conjointement  avec  le 

tiers  .de  la  somàiietdes  quarr^s  çon^ruits  sur  ox^  Ti^  y  pa^  xr^ 
'Ti{  y  YN  est  égale  à  la  sonune  des  quarrés  construits  sur  XA^  ^z^ 

00  3  ?rK^  i{M>  \^%y  conjointement  avec  la  surface  comprise  sous.la 

ligne  NH  ^ . et  sous  une*  lignée  composée^  de  ox  ,;.çiy ,  pû  ,  xç- ,  Tif , 
«TH/.et  le  tiers  de  là  somme  des  qujEtrrés  conatrmls  sur  les  lignes 

ex ,  n4^^  PO ^  •sr' ,  ti|  ^  tî^  ;  et  la  somme  des  quarrés  con- 
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struits  sur  les  lignes  ab  ,  r  A ,  EZ ,  ne ,  ix , 

AM  est  égale  à  la  somme  des  quarrés  cou- 

sti-uits  sur  les  lignes  b^^  xù.  y -^z  y  Qk^  ^  <t%; 

i/M,  conjointement  aypc   I4  sopime  des 

<{uarrés  construits  sur  les  lijgnes ,  A4> ',  rx> 

1'*',  Hû,  iç-,  Kxjiy  et  la  surface  comprise 

sous  la  ligne  b«  et  sous  le  double  d'une 

ligpç  composée  A«,  rx,  B^',  HQ,  ir,   Aif.  Mais  les  quarrés 

.construits  sur  des  lignes  pgales  cfafK^iine  ji  ;Ni;  ,  sont  ioommuas 

.ajix  unes  •  et  aux  autres  :  de  ces  quantités  ;  et  la  surface  com- 

.prise  sous  la  ligue  nh  et  sous  une  ligne  composée  de  ox ,  n^ , 

:np,  ç-x^  HT ,  TN  est  plus  petite  que, la  suHape  comprise  sous  b« 

et  fous. le, double  d'unç  ligne  composée  de  A* ,  rx ,  x^ ,  hû,  rç-, 

Aiff  parce. que  la  soipme^çsli^es  dont  nous  venons  de  parler 

est  égale  à  la  somme  des  lignes  ro,  eit,  ph^  12,  at,  tn  ,  et 
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plus  grande  que  la  somme  des  lignes  restantes.  De  plus ,  lai  somme 
des  quarrés  construits  sur  A« ,  TX,  E'ir,  ho  ^  l?^  ^  At|  est  plus 
grande  que  le  tiers  de  la  somme  des  quarrés  construits  sur  ox , 
n-*',  pn ,  ïç",  Tt| ,  TN  ;  cequi  a  été  démontré  plus  haut  (lo.  Cor.)* 
Donc  la  somme  des  surfaces  dont  nous  venons  de  parler  est  plus 
petite  que  la  somme  des  quarrés  construits  surAB^  fa,  b£^  ub, 
IK  >  AM.  Il  reste  à  démontrer  que  la  somme  de  43es  mêmes  surfisiçes 
est  plus  grande  que  la  somme  des  quarrés  constnât»  qpir ta  y  E^^ 
He^  iK-^  AM,  KH.  En  efiet^  la  soibuie  des  quarrés  oonstruils  sur 
les  lignes  lA ,  BZ>  He^  ik  ^  am^  kit-  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
construits  sur  rx ,  £^^ ho/iç-^  al{ ^  conjoint^nent  avecla  sbhime 
des  quarrés  construits  sur  XA,  4^2^  Q^,  tk^  qM  ^  ek  ,  et  la  sur* 
face  comprise  sous  la  ligne  N9  et  sous  le  double  d^une  ligne  corn.- 
posée  de  rx^  £'4'^  Hû^i7"y  Atf.  Mais  les  quanc^és  construits  sur  XA^ 
-^1 ,  CïSy  TK,  Mtf  ^  NH  sont  communs  ;  et  la  surface  comprise 
sous  la  lignent  et  so^s  une  ligne  composée  .de  ox ,  n^y  vd,  x<r, 
tfT  ^  TH  est  plus  grande  que  ia  surface  comprise  sousm0  et  sous 
le  doTible  d^ùne  ligne  composée  de  rx^  b^fv  hq.^  i?r  ^  aîj;  déplus.; 
la  somme  des  quarrés  oonstruits  «ùr  xo^  ^n^  ûb^  9^s,  tfr^  ni 
est  plus  grande  que  lé  .tripla  de  la.  somme  des  quarrés  oonstruits 
sur  les  lignes  rx  ^  lE-^y  na  \  iTy  Àtf  ;  ce  .qui  est  aussi  démon- 
tré  (lo^  Cor.).  Donc  la  somme  des  surfaces  dont  nous  venons 
de  parler  est  plus  grande  que  la  somma  4^  quifrrés  construits 
sur  les  lignes  rA^  El,  ne  ^  ik  ^  am^  nït. 


»  / 


COROLLAIRE. 

Donc  ;  ^  si  v.sur  cet  lî^im  oa  construit  des  figures  seœUibles^ 
tant  siir  celle»  qui  te  surpassent  égàl^knent  >  que»  suf  icdlis^:  qui 
sont  égales  dhaeune  à  la  plus  gcaade^  la  raisQU  de  :l4:SQnïm« 
des  fifiures  xxinstrUites  sur  lés  liisiles  éimle^  cb«cuu^  à  la  plus 
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grande  à  la  somme  des  figures  construites  sur  les  lignes  qui  se 
surpassent  également  ^  la  figure  construite  sur  la  plus  petita 
çtfmt .  excepte ,  sera  moindre  quei  la  raison  du  quarré  de  la 
plus  grande  ligne  à  la  stxr&Lce  comprise  sous  la  plus  grande  ligne 
et  sous  la  plus  petite ,  con^ntement  aveo  le  tiera  du  quarré  de 
l'excès  de  la  plus  grande  ligne  sur  la  plus  petite  ;  et  la  raison  de 
la  somme  des  figures  construites  sur  les  lignes  égales  chacune 
k  la  plus  grande  h  la  somme  des  figures  construites  sur  les  lignes 
qui  se  surpassent  ëf alement^  la  fiigure  construite  sur  la  plus 
grande  étant  exceptée^  sera  "jgiuB  g:randp  que  cette  même  rai- 
son. Gar  ces  figures  qui  sont  semblalilea  aont  entr^  elles  comme 
les  quârrés  dont  nous  avons  patlé. 

.      .•    •   •  .    -. 

DÉFINITIONS.. 

1.  Si  une  droite  menée  dans  un  plan  >  une  de  ses  extrémités 
restant  immobile^  tourne  avec  une  vitesse  uniforme  jusqu'à  ce 
qfa^elle  soit  revenue  au  m^e  etadroit  d'où  elle  avolt  coinmencé 
à  se  mpuvoiF^  çtai  dana  la  ligne  qui.  a  tourné^  un  point  se 
nkisnt  avec  une  viiteesé  unifi^vnw^  eb  partant'  du  poiint  inunofaile 
de  cette  ]ig»a^  ce  pointr  décrira. une  liéliQek 

2.  Le  point  de  la  ligne  droite  qui  reste  immobile  s'appellera 
le  commencement  de  Thélice. 

3.  La  position  de  la  ligne  droite  d'où  cejtte  ligne  a  com* 
mencé  à  se  mouvoir  ,  s'aj^Uwa  le  com^mencement  de  la  révo- 
lution. 

4/Iia  droite  que  le  point  a  parcourue  dans  celle  où  il  se  meut 
peu^mt  lapremif^e  révolution  ^  s'appeUiera  ia première  droite; 
eelle  que  le  point  a  pareonrue  .pendant  la  seccmde  révolution 
appellera  k  seconde  4  et-  ainsi  de  suite  :  Vest-à««dire  que  les 
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noms  des  autre»  droites  seront  les  mêmes  que  le  nom  des 
révolutions. 

5.  La  sur&ce  comprise  par  Thélice  décrite  dans  la  première 
révolution  et  par  la  première  droite  s^appellera  la  première 
surface  ;  ht  surface  comprise  par  Thélice  décrite  dans  la  seconde 
révolution  et  par  la  seconde  droite  s^appellera  la  seconde  sur- 
face ,  et  ainsi  de  suite. 

6.  Si  du  point  qui  est  le  commencement  de  Fhélice  ^  on 
mène  une  ligne  droite  quelconque  y  ce  qui  est  du  côté  de  cette 
Ugne  vers  lequel  la  révolution  se  &it ,  s'appellera  les  antécé- 
dens  y  et  ce  qui  est  de  Tautre  côté  s'appellera  les  conséquens. 

7.  Le  cercle  décrit  du  point  qui  est  le  commencement  de  l'hé- 
lice comme  centre^  et  d'un  rayon  égal  à  la  première  droite^  s'ap* 
pellera  le  premier  cercle  ;  le  cerclé  décrit  du  même  point  et 
avec  un  rayon  double  de  la  première  droite  s'appellera  le 
second^  et  ainsi  des  autres. 

PROPOSITION    XII. 

-  Si  tant*  de  droites  que  l'on  voudra  sont  menées  du  commen-* 
cément  d'une  hélice  décrite  dans  la  première  révoluticm  à  cette 
même  hélice  en  formant  des  angles  égaia  entre  eux  ^  ces  droites 
se  surpasseront  également 

Soit  ime  hélice  dans  laquelle  les  droi- 
tes AB^  Ar^  AA^  A£^  AZ  fassent  des  ai:^ 
gles  égaux  entre  leux.  H  faut  démontrer 
que  l'excès  de  AT  sur  ab  est  égal  à  l'excès 
de  AA  sur  at  ^  et  ainsi  de  suite. 
.  Car  dans  le  temps  que  la  ligne  droite 
qui  tourne  arrive  de  ab  en  ai  ^  le  point  qui  se  meut  dans  cette 
ligne  parcourt  l'excès  de  rA  sur  A»;  et  dans  le  temps  que  la  ligne 
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di*oite  arrive  de  Ar;«n  AA^  le  point  parcourt  Texcès  de  aa  sur 
Ar.  Mais  la  ligne  droite  va  dans  un  temps  égal  de  ab  en  af  et 
de  Ar  en  aa^  parce  que  les  angles  sont  égaux  ;  donc  le  point 
qui  se  meut  dans  la  ligne  droite  parcourt  dans  un  temps  égal 
Texcès  de  af  sur  ab  ,  et  Texcès  de  AA  sur  af  (i);  donc ,  Texcès 
de  AF  sur  ab  est  égal  à  l'excès .  de  aa  sur  af  ,  et  ainsi  de  suite. 

PROPOSITION    XIIL 

Si  une  ligne  droite  touche  une  hélice ,  elle  ne  la  touchera 
qu'en  un  seul  point 

Soit  Fhélice  abfa.  Que  le  commencement  de  Thélice  soit  le 
point  a;  que  le  commencement  de  la.x^volution  soit  la  droite 
AA  ^  et  que  la .  droite  Z£  touche  cette  hélice.  Je  dis  que  cette 
droite  ne  la  touchera  qu'en  un  seul  .point 

Car  que  la  droite  ZE  touche  l'hélice  aux  deux  points  F  ^  H , 
si  cela  est  possible.  Menons  les  droites  af  ,  ah.  Partageons  en 
deux  parties  égales  l'angle  compris  entre.AH^  af^  et  que  le 
point  où  la  droite  qui  partage  cet  angle  en  deux  parties  égales 
rencontre  l'hélice  soit  le  point  e.  L'excès  de  ah  sur.  Ae  sera 
égal  à  l'excès  de  Ae  sur  af  ,  parce 
que  ces .  droites  comprennent  des 
angles  égaux  entre  eux.  Donc  la 
somme  des  droites  ah  ^  af  est  dou- 
ble de  Ae.  Mais  la  somme  des  droites 
AH^  AF  est  plus  grande  que  le  double  ^ 
4e  la  droite  Ae  qui  est  dans  le  triangle  et  qui  partage  l'angle  en* 
deux  parties  égales  («).  Il  est  donc  évident  que  le  point  où  la 
droite  Ae  rencontre  la  droite  ih  tombe  entre  les  points  e ,  A. 
Donc  la  droite  Et  coupe  l'hélice ,  puisque  parmi  les  points  qujr 
aonj:  dans th^  il  exL est quelqu'unqui  tombe  en dedansde l'I^élice. 
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Mais  on  avoit  supposé  que  la  droite  ez  étoit  tangente.  Donc 
la  droite  £Z  ne  touche  Thélice  qu  en  un  seul  point 

PROPOSITION   XIV. 

■ 

Si  deux  droites  sont  menées  à  une  hélice  décrite  dans  la  pre- 
mière révolution  du  point  qui  est  le  commencement  de  Fhélice^ 
et  si  ces  droites  sont  prolongées  jusqu'à  la  circonférence  du  pre- 
.  mier  cercle^  les  droites  menées  à  Thélice  seront  entre  elle$  comme 
les  arcs  de  ce  cercle  compris  entre  Textrémité  de  Thélice^et  les 
extrémités  des  droites  prolongées  qui  sont  dans  la  circonfé- 
rence :  les  arcs  de  cercle  étant  pris  à  partir  de  Textrémité  de 
rhélice^  en  suivant  le  sens  du  mouvement 

Soit  rhélice  ABrA£e  décrite  dans  la.  première  révolution;, que 
le  commencement  de  Thélice  soit  le  point.  A  ;  que  le  commence- 
ment de  la  révolution  soit  ex,  et, que  le  premier,  cercle  soit 
.OKH.  Que  les  droites  AE^  A  A  soient 
menées  du  point  A  à  l'hélice^  et  que 
ces.  droites  soient  prolongées  jusqu'à 
la  circonférence  du  cercle  ^  c'est-à- 
dire  jusqu'aux  points  l^JH.  Il  faut 
démontrep  que  A£  est  à  AA  comme 
l'arc  eKZ  est  à  l'arc  eKH. 

Car  la  ligne  droite  as  ayant  fait 
ime  révolution^  il  est  évident  que 
le  point  e  se  sera  mu  avec  une  vîtesse  uniforme  dans  la  cir- 
conférence exH^  et  le  point  A^  dans  la  ligne.droite  Ae;  quele 
point  e  aura  parcouru  l'arc  exi^  et  le  point  A  la  droite  AS; 
que  le  point  A  aura  parcouru  ladroite  AA  et  le  pointe  l'arc  exH, 
et  que  chacun:  de  ces  deux  points  se  sera  mu  avec  une  vites^ 
uniforme.  Il  est  donc  évident  que  A£  est  à  iwi  comme  l'arc  eKZ 
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est  à  Taro  0KH.  Ce  qtti  a  été  démontré  plus  haut  (9).  On  démon- 
treroit  semblablement  que  cela  arriveroit  encore^ quand  même 
Tune  des  deux  droites  menée  du  centre  à  la  circonférence  tom* 
beroit  à  Fextrémité  de  Fhélice. 

PROPOSITION   XV. 

Si  deux  droites  sont  menées  à  une  hélice  décrite  dans  la 
seconde  révolution  du  commencement  de  cette  hélice^  ces 
droites  seront  entre  elles  comme  les  arcs  dont  nous  ayons 
parlé  y  conjointement  avec  une  entière  circonférence  du 
cercle. 

Soit  rhélice  ABrAe£Â.M^  dont  la  partie  ABr^e  soit  décrij» 
dans  la  première  révolution  y  et  dont  Pautre  partie  sbam  soit 
décrite  dans  la  seconde.  Menons  à  Thélice  les  droites  ab^  a  a.  Il 
faut  démontrer  que  AA  est  à  AË  comme  Tare  eiz  y  conjointe- 
ment avec  ime  entière  circonférence  du  cercle  est  à  Tare  eut, 
conjointement  arec  une  entière  circonferenôe  du  cercle. 

Car  le  point  a  qui  se  meut  dans  IfL  ligne  drMte  parcourt  la 
ligne  AA  dans  le  même  temps  que  e  parcourt  une  entière  cir* 
conférence  du  cercle  et  Tare  eicz  ; 
et  le  point  a  parcourt  la  droite 
A£  dans  le  même  temps  que  le  point 
e  parcourt  une  entière  circonférence 
du  cercle  et  Tare  skh.  Or  ces  deux 

'  points  se  mèut^it  chacun  avec  une 
vitesse  uniforme,  n  est  donc  évident 

*  que  AA  est  à  AE  comme  Tare  bkz  y 

-conjointement  avec  une  entière  cir- 
conférence du  cercle  est  à  Farc  6kh  y  conjointement  avec  me 
entière  circonférence  du  cercle  (js). 
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Si  des  droites  étpient  j^^enées  à  ime  hélice  décrite  d^ns  1» 
troisième  révolution  ^  on  démo9.trerpif:  4^  Ij^  jpàv^  manière 
que  ces  droites  ^eroi^nt  ^npjç  j^les  pojfxofie  l/çs  j^rp^  dpnf;  q/^ju^ 
avons  jparlé ,  cQnfo»^texo^t  «ve^c  deux  &is .  )a  pi^ooférençu 
entière  du^çcY^e.  3emblab|eipçiM:^  9i  <^s  drpitie^  ép:>ffifiLt  nyer 
néies  à  d'autron  hélice ,  on  d^Ripntriçroit  sçmbjajblçi^enl:  que 
ces  droites  seroient  entre  elles  conu^ç  les  aiics  jdp>^t  nouf  avQA9 
parlé^  c99Joi^9ien^  ayeç  la  ç^roonfjérence  çn|ière  4^  cerplei 
prise  fmtmt  dp  f(Â^  qia'il  y  /^jgaroil;  çii  de  r^v^ljq^x^s  ;Dxoins 
une,  quand  wônw  uw^  dep  4rpite?  fr^içjbçrpi^ ^  l'ej^fréypit^  4? 
l'hélice:  i 


PROPOSITIQN    XVJ- 

■  •«-      I  ,-•1.    i 

Si  une  droite  touche  uije  hélice  déçrit^o  ,c|W^  ^f.P^f'^n^^î^ 

révolution ,  et  si  Ton  mène  j(mç  drc»t«  4v  P<Hflt  ^^  Wfftocjt  i^ 

point  qui  est  le  commencemenJ:  de  Th^ljce^  les  #pfil^  %n^  JA 

tangente  fait  avec  la  droite  qui  a  ^té  œeqiée ,  sesrQn^  jin^gau^;  ^ 

celui  qui  est  du  côté  des  antéeé^en^  e9t  obtu$f,.,ejt  oçlifi  jqjfi  ^ 

du  côté  des  conséquens  est  .ajig^:  .,;>/.»• 

Que  ABi:Ae   soit  une.  hélice  dép^ 

crite  dans  la  première  révçlution; 

que  le  point  A  soit  le  conmience- 

meni  de  rhélice  ;  la  droite  Ae  le 

commencement  de  la  révolution  et 

eKH  le  premier  cercle*  Qu'iine  xjijroite 

ÙS.Z  touche  rhélice  au  point  A,  et 

joignons  le  point  A  et  le  point  A  par  , 

la  droite  AA.  Il  fyiat  démontrer,  que  . 

^f,  fkit  avec  aa  :un  ftngle  obtu^r . 

Awc  Tinterv^Ue  aa  qt  du  poi^;itA  comme  çentare ,  décrivons 

5i 
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le  cercle  ATN.  Il  &nt  nécessairement  que  la  partie  de  la  circon- 
férence de  ce  cercle  qui  est  du  côté  des  antécédens  tombe  en  de« 
dans  de  l'hélice ,  et  que  la  partie  qui  est  du  côté  des  conséquens 

tombe  en  dehors  ;  '  parce  que  parmi  les  droites  menées  du  point 

I        •  I  • 

A  à  Fhélice^  celles  qui  sont  du  côté  des  antécédens  sont  plus 
grandes  que  AA ,  et  que  celles  qui  sont  du  côté  des  conséquens 
sont  plus  petites.  Il  est  donc  évident  que  Tangle  formé  par 
les  deux  droites  A  A ,  AZ  n'est  pas  aigu ,  parce  que  cet  angle 

•  ■ 

est  plus  grand  que  l'angle  du  demi--cercle  («).  U  Ëiut  démontrer 
à  présent  qu*il  n'est  pas  droit  Qu'il  soit  droit,  si  cela  est  pos- 
sible. Alors  la  droite  £AZ  sera  tangente  au  cercle  Atn.  Mais  il 
est  possible  de  mener  du  point  A  à  la  tangente  une  droite, 

de  manière  que  là  ï^aison  dé  la  droite  comprise  entre  le  cercle 
et  la  tau^cutc  au  rayon  coït  moin- 
dre que  la  raison  de  l'àrc  compris 
entre  le  point  decontalct  et  ïa  droite 
menée  du  centre  à  un  arc  don- 
né  (5).  C'est  pourquoi  menons  la 
droite  AI  qui'coùjie  l'hélice  au  point 
A  ,  et  la  circonférence  au  point  P  ; 
et  que  la  raison  de  pi  à  ap  soit  moin- 
dre que  la  raison  de  l'arc  AP  à  l'arc 
ANT«  Donc^  la  raison  de  la.  droite 
entière  lA  à  ap  est  moindre  que  la  raison  de  l'arc  tant  à  Tare 
ANT,  c'est-à-dire  que  là  raison  de  l'arc  srtKe  à  Tare  hko.  Mais 
la  raison  de  l'arc  knKe  à  l'arc  ttKe  est  la'méme  que  la  raison  de 
la  droite  A  A  à  la  droite^AA;  ce  qui  est  démontré  (14)  ;  donc  là 
raison  do  ai  à  AP  est  moindre  que  la  raison  de  a  A  à  A  A.  Ce  qui  est 
impossible;  car  pa  est  égal  à  ÀA  et  îA,  est  plus  grand  que  AA. 
Donc  l'angle  compris  par  les  droites  AA ,  AZ  n'est  pas  droit  llàis^ 
nous  ayons  démontré  qu'il  li'est  pas  aigu  ;  il  est  donc  obtus. 
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On  démontrerait  semblablemeiit,q|ie  la  même  chQse  orrîveroit 
encore  ri  la  droite  qui .  touche  rh,éjipe  la .  touchoit  à  son 
extréinité. 


«  1   >  /   I 
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I  .  •.  ' 


•  •     '  * 


I    •  'y 


•Jl    ^ 


Il  en  sera  de  même  si  mie  <I|:oite  touche  une  hélice  déçri|te 
dans  la  seconde  révolution. 

Que  la  droite  Et  touche  une  hélice  décrite  dans  la  seconde 

«  •  •  • 

révolution.  Faisons  les  mêmes  cho* . 

ses  qu^auparavant    Par  la   même 

raison  ^  les  parties  de  la  circonfé- 

rence  qui  sont  d  u  c6té  des  antécédens 

tomberont  dans  Fhélice.  et  celles  qui 

sont  du  côté  des  conséquens  tombe-- 

ront  en  dehors.  Donc  l'angle  forn^é  , 

par  les  droites  aa^  Azn'est  point  drq^t, 

mais  bien  obtus.  Qu'il  soit  droit ,  ri  ; 

cela  est  possible.  Alors  la  droite  jçz  tpuchera  1^  ce;*çle  pna  ;au  point 

A.  Conduisons  de  nouveau  à  la  tangente  une  droite  ai  que  coupe 
rhéUce  au  point  x.,  et  ]a  circonférence  4^  fipV^lp  P^^  ^u  point 
p.  Que  la  raison  de  pi  à  pa  soit  moindre  que  la  raison  de  Tare 
AP  à  une  circçnférence  entière  du  cercle  APN^  conjointement  arec 
Tare  ANT  :  car  on  démontre  que  pela  peut  se  faire  (5).  Donc  la 
raison  de  la  droite  entière  iJA  à  la  dro^^tp  ap  ,  est  moindre  que.|a. 
raison  de  l'arc  pant  ,  conjointement , avec  ujie  circonférence  du. 
cercle  à  Tare  ant,  conjointement  avec  une  circonférence  entière 
du  cercle.  ,Miiis.la  raisop  de  Tarç  PANr^  conjointement  .ayeo. 
une  circonférence  entière  du  cercle  ANTP  à  Tare  ANT^  con jointe^ 
n^ent  avec  une  circonférence^  entière  du.  cercle  ANTP  est  lamême 
que  la  raison  de  l'arc,  :çtf^e  ^  cpnjomtepient  avec  une  circonfé- , 


î-  *  >1 
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tence  entière  du  cercle  Bim  à  Pare  tOLB,  conjointement  arec  une 
circonférence  entière  du  cercle  dïHk  ;  et  la  raison  des  arcar  dont 
nous  venons  de  parler  est  la  même  que  la  raison  de  la  droite 
XA  à  la  droite  AA;  ce  qui  est  démontré  (14).  Donc  la  raison 
de  lA  à  AP  est  moindre  que  ta  rai- 
son de  AX  à  AA.  Ce  qui  est  impos- 
sible^ parce  que  VA  est  égal  à  AA^  et 
que  lA  est  plus  grand  que  AX.  Il  est 
donc  évident  que  Tangle  formé  par 
les  droites  AA^  AZ  est  obtus.  Donc 
Tangle  restant  est  aigu.  Les  mêmes 
choses  arriveroient  ^  si  la  tangente 
tomboit  à  l'extrémité  de  Thélice. 

Si  une  dr6iie  touûkolt  une  hélice  formée  d^une  révolution 
quelconque  et  même  à  son  extrémité ,  on  dcmontreroit  sem* 
blablement  que  cette  droite  formeroit  des  angles  inégaux  avec 
la  droite  menée  du  point  de  contact;   et  que  celui  de  ces 

« 

angles  qui  est  du  côté   des  antécédens  seroit  obtus  ^  et  que 
celui  qui  e^t  du'  côté  dès  conséquèns  seroit  aigu. 
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.{' 


Si  une  hélice  décrite  dans  la  première  révolution  est  touchée 
à  son  extrémité  par  une  droite;  si' du  pdint  qui  est  le  commence- 
ment de  KhéKce ,  on  élève  une  pei^endiciilaire  sur  la  droite  qui 
est  le  commencemeirit  de  la  révolution  ^  cette  perpendiculaire* 
rencontrera  la  tangeilte^  et  la  partie  de  cette  perpendiculaire 
comprise  entre  la  tangetite  et  le  commencement  de  Thélice  sera 
égale  à  l|i  circonférence  dfi  premier  cercle. 

Soit  Thélice  AÉfAe.  *(^ë  le  point  a  toit  le  commencement  dé 
rhéiice;  la  droite  ex  le  commeneêment  de  la  révolution. 
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et  eHK  le  pisemier  cercle.  Que  la  droite  ez  touohe  Fhélice 
au  point  e  ;  et  du  point  A  menons  la  droite  AZ  perpendi-- 
oolaire  sur  ex.  Cette  perpen- 
diculaire rencontrera  néces- 
sairement la  tangente  ez  ^ 
parce  que  les  droites  ze , 
eA  comprennent  un  angle 
aigu  (i6)«  Que  cette  perpen- 
diculaire rencontre  la  tan- 
gente  au  point  Z.  H  faut  dé- 
montrer que  la  perpendicu- 
laire ZA  est  égale  à  la  circon- 
férence du  cercle  okh. 

Car  si  elle  neluiestpaségale^ 
elle  est  ou  plus  grande  ou  plus 
petîte:Qu'elle  soit  d'abord  plus 
grande ,  si  cela  est  possible.  Je 
prends  une  droite  aa  plus  pe- 
tite que  ZA  ^  mais  plus  grande 
que  la  circonférence  du  cercle  eHK.  On  a  donc  im  cercle  shk  ^  «et 
dans  ce  cercle  une  droite  eH  plus  petite  que  le  diamètre  ;  et  da 
plus,  la  raison  de  eA  à  A  a  est  plus  grande  que  la  rtdson  de 
la  moitié  de  la  droite  He  à  la  perpendiculaire  menée  du  point 
A  sur  la  droite  ne  f  parce  que  la  premièr^  raison  est  encOre  plus 
grande  que  la  raison  de  eA  à  AZ  (a\  Qn  peut  donc  meneardupcnat 
A  A  la  ligne  prolongée  une  droite  aU^  de  manière  que  la  raisoa 
de  la  droite  mp  placée  entré  la  circonférence  et  1^  ligne  pro- 
longée à  la  droite  ep  soit  la  même  que  là,  raison  de  e^  J^ 
AA  (7).  Donc  la  raison  de  np  à  pa  sera  la  même  que  |a  raiscn^ 
de  ep  à  aa  {S).  Mais  la  raison  ep  à  AA  est  moindre  qu^.l^  rai^pa 
de  Farc  ev  à  la  ciroonférenœ  du  cercle  eHK  ;  dur  la  droÂt»  ep 


\ 
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est  plus  petite  que  Farc  ep ,  et  la  droite  aa  e^t  au  contraire 
plus  grande  que  la  circonférence  du  cercle  shk.  Donc  la  raison 
de  NP  à  PA  est  moindre  que  la  raison  de  Tare  ep  à  la  circonfé-» 
rence  du  cercle  eHK.  Donc  la 
raison  de  la  droite  entière  na 
à  AP  est  moindre  que  la  rai- 
son de  Tare  ep,  conjointe- 
ment avec  la  circonférence 
du  cercle  eHK  à  cette  circon- 
férence (t^).  Mais  la  raison  de 
Tare  ep,  conjointement  avec 
la  circonférence  du  cercle  eHK^ 
à  la  circonférence  du  cercle 
éKH,  est  la  même  que  la  rai- 
son de  XA  à  Ae;  ce  qui  est  ^ 
démontré  (i5).  Donc  la  rai*- 
son  de  NA  à  AP  est  moindre 
que  la  raison  de  xa  à  Ae.  Ce 
qui  ne  peut  être  ;  car  K  A  est 
plus   grand  que  AX,   tandis 

que  AP  est  égal  à  Ae.  Donc  la  droite  2A  n^est  pas  plus  grande 
que  la  circonférence  du  cercle  eHK. 

■ 

Que  la  droite  za  soit  à  présent  plus  petite  que  la  cfrconr 
férence  du  cercle  eHK ,  si  cela  est  possible.  Je  prends  une  droite 
aa  plus  grande  que  AZ ,  mais  plus  petite  que  la  circonférence 
du  cercle  eHK.  Du  point  e  ,  je  mène  la  droite  eM  parallèle  4 
AZ.  On  a  un  cercle  eKH,  et  une  droite  en  dans  ce  cercle  qui  a8£ 
plus  petite  qtie  le  diamètre  ;  on  à  de  plus  ime  droite. qui  touche 
le  cercle  au  point  e  ;  et  la  xtuson*  de  Ae  à  a  a  est  moindre  q^e  Ia^ 
liaison  de  ia  moitié  de  la  droite  ne  à  la  perpmdiculw*e  menée 


r 
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du  point  A  sur  la  droite  He  ;  parce  que  la  première  raison  est 

moindre  que  celle  de  eA  à  A2.  On  peut  donc  mener  du  point  a 

à  la  tangente  une  droite  An ,  de  manière  que  la  raison  de  la 

droite  pn  placée  entre  la  ligne  don  « 

née  dans  le  cercle^  et  entre  la 

circonférence  à  la  droite  en  pla- 
cée entre  la  droite  An  et  le  point 

de  contact  soit  la  même  que  la 

raison  de  eA  à  aa  (8).  Que  la 

droite  ait  coupe  le  cercle  au  point 

P  et  Fhélice  au  point  x.  Par  per- 

tnutation^  la  raison  de  la  droite 

KP  à  PA  sera  la  même  que  celle  de 

en  à  aa.  Mais  la  laîson  de. en  à 

A  a  est  plus  grande^  que  la  raison  ' 

de  Tare  ep  à  la  circonférence  du 

cercle  eHK  ;  car  la  droite  en  est 
plus  grande  que  Tare  eP ,  tandis 
que  la  droite  Aa  est  plus  petite  que 

la  circonférence  du  cercle  eHK.  Donc  la  raison  de  NP  à  ap  est 
plus  grande  que  la  raison  de  Tare  eP  à  la  circonférence  du 
cercle  eHK.  Donc  la  raison  de  pa  à  AN  est  aussi  plus  grande  que 
la  raison  de  la  circonférence  du  cercle  eHK  à  Tare  eKP  (cT).  Mais 
la  raison  de  la  circeniiércnce  du  cercle  eHK  à  Tare  eKP  est  la 
même  que  la  raison  de  eA  à  AX;  ce  qui  est  démontré  (  14). 
Donc  la  raison  de  pa  à  an  est  plus  grande  que  la  raison  de  Ae 
à  AX.  Ce  qui  ne  peut  être.  Donc  la  droite  za  n'est  ni  plus  grande 
ni  plus  petite  que  la  circonférence  du  cercle  eHK.  Donc  elle 
lui  est  égale* 
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PROPOSITION    XIX. 

Si  une  héKce  décrite  dans  k  Mcoade  ré^olnÈion  art  gauchie 
à  son  extrémité  par  une  droite ,  «et  si  du  ommieacmfimit  de 
rhélice,  on  mène  une  perpendiculaire  sur  k  lign«  qui  est  le 
commencement  de  la  révolution ,  cette  perpeudiculaire  ren- 
contrera la  tangente,  et  la  partie  de  cette  perpendiculaire 
placée  entre  la  tangente  et  l^ori^ue  de  ThéUce  sera  double 
de  la  circonférence  du  second  oerele. 

Que  rhélice  ABre  soit  décrite  dans  k  première  révolution,  e^ 
rhélice  eEr  dans  k  seconde.  Que  ^kh  soit  le  premier  cercle 
^t  TMN  le  second.  Qu'une  droite  TZ  toucbe  Fhaice  au  p^int  T , 
et  menons  la  droite  ZA  perpendiculaire  «w  TA  ;  cette  perpendi- 
culaire renconlrera  la  droite  Tt,  parce  qp^oa  a  démontré  que 
Tangle  compris  par  les  droites  AT,  TZ  est  aigu  (i7>  Il  faut 
démontrer  que  la  droite  za  est  double  de  k  circonférence  du 

cercle  tmî4. 

Car  si  cette  droite  n'est  pas  double  de  cette  circonfërence  ^ 
elle  est  ou  plus  grande  ou  plus  petite  que  son  doolble.  Qu'elle 
soit  d'abord  plus  grande  qae  son  double,  il^enons  une  droite 
AA  plus  petite  que  'ZA ,  mais  plus  grande  q«e  le  double  de  k 
circonférence  du  cercle  tmn.  On  a  dans  un  cevole^t  «lue  droite 
inscrite  dans  ce  cercle ,  qui  est  plus  petfte  qu»  le  dkmètre  ;  et 
la  raison  de  TA  à  aa  est  plus  grande  que  k  riison  de  k  moitié 
de  la  droite  tk  à  k  perpendiculaire  menée  du  point  a  «ur  k 
droite  TK  (et).  On  peut  donc  mener  du  point  a  à  la  ligne  ppo*^ 
longée  une  droite  AX ,  de  manière  que  k  droite  PS  pkpée 
entre  la  circonférence  et  la  droite  prolongée  à  la  droite  tp  soit 
k  même  que  la  raison  de  ta  à  A  A  (7).  Que  la  droite  AS  coupe  le 
cercle  au  point  p  et  l'hélice  au  point  x.  Par  permutation ,  k 
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raison  ée  la  dioite  vi  kha  <kbite  ;r a  wra  la  toéoie  qlio  la  rai* 

son  de  la  droite  tp  à  la  droite  Aa.  Mais  la  raison  de  tp'  à  aa 

est  moindre  que  la  raison  de  Tare  TP  au  double  de  la  cir- 

conférence  tmn;  car  la  i&oitè  fp  est  plùs^pitite  que  Tare  tp; 

tandis  que  la  droite  aa  est  plus  grande  que  le  double  de  la  cir« 

ponférento  du  cercle  tmh.  Donc  la  raisbn  de-pâ  à  ap  est  moindre 

que  la  raison  de  Tare  tp  an  double  de  la  ctnianférance  du 

cercle  tmn.  Donc  la  raison  de  la  droîtô  «Uière  £A  A  Af  ost 

tDoindre:  cpie  la  ndson  de  Vàxc  -. 

TP  y  coBÎohitamient^urealç  double 

dé  la  ciroût]^<nce^a  ceinôle  "ÙM 

au  double    de  la  circonférence 

tmn«  lofais  la  dernière  rainn  est 

la  même  que,  celle  de  XA  k  at  ;^ 

ce  qui  «  été  démontré  (i  A>  Donn 

la  raison  de  A£  à  AP  est  mdindte 

que  la  raison  de  xa  à  ta.   Qe 

qui    ne    peut    étra     Donc    la 

droite  ia'  n'est  paa  phis  ^«ade 

que    le  double    de   la    ciroon^ 

£érenoe    du     cercle    t^oi«     On 

démontrera  semblablemeAt  que . 

cette  droite  n'est  pas  plus  petite  que  le  double  de  la  circon* 

férence  du  cercle  tmn.  i>onp^.eUe  est  double  de  cette  dïw 

oon&reiice. 

On  démontrera  de  la  même  manière  €jpe  ai  une  béfioe 
décrite  dans  une  révolution  quelconque  est  toudbée  à  son  ex^ 
trémité  par  ime  droite^  la  perpendiculaire  menée  du  x»m« 
menpement  de  FhëUoe  sur  «1^  ligne  qui  est  la  commencement 
de  la  révolution  ^  rencontrera  la  tangente  ;i  et  cette  peipendico^ 
.  laire  sera  égale   au  produit  de.  la  circcnftrence  du  'cercle 

5û 
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dénommé  d'après  le  nombre  de»  révolutions  par  ce  même 


nombre. 


PROPOSITION   XX 


.»  '    .       •■  -   1   ,      ;*    ci      '      u' 


t  une  hélice  décrite  dans  là  preiiuèKe  révokitîoÀ  est  toudiée 
non  à  son  extrémité  par  une  droite  y  Jsi  Ton  mène  une.  droite 
du  point  de  contact  au  commencement  de  Thélice  ^  et  si  du 
point  qui  est  le  commencement'  de  Thélice  et  avec  im  inter- 
yalle  égal  à  la  droite  qui  a  été  menée>!on  décrit  ua  cercle  ;  et 
de  plus  ^  si  du^commencement  de  Thélice  on  mène  une  droite 
perpendiculaire  sur  celle  qui  a  étélocienée  du  point  de  con- 
tact au  commencement  de  Tliélioe^  cette. droite  rencontrera 
la  tangente  Xl6)  ^  et  la  partie:  de  «cette  droite  ;qui  est  placée 
entre  lÀ  tangente  et  le  commencânekit  âe  Thélibe  sera  égale 
à  Tare  de  cercle  qui  est*  placé iehtea  ie  point  de  contact  et 
le  point  de  section  dans  lequel  Je  cercle  décrit,  coupe  la 
ligne  qui  est  le  commencement  de  la  révolution  :  cet  arc  étant 
pris  à  partir  du  point  placé  dansJi^  ligue  qui  est  le  commen* 
eement  de  la  révolution  en  suivant  le  «ëns 'du  mouvement 

^ue  ABTA  soit  une  hélice  décrite  dans  la  première  révolution. 
Qu'une  droite  A£2  la  touche  au  point  A  y  et  du  point  A  menons 
au  commencement  dé  Thélice  la  droite  AA.  Du  point  A  comme 
centre^  et  avec  rin&rtalle  j^ndécrivnns  le  cercle  amn  qui 
coupe  au  point  k  la  ligne  qui  est  le  commencement  de  la  révo-> 
lution;  et:  menons  ila  droite  ZA  perpendiculaire  sur*  AA.  La  droite 
ZA  rencontrera  la  ta^ngente  (16).  Il  faut  démontrer  que  cette 
droite  est  égale  à  Farc  kmk A. 

Car  si  elle  ne^  lui  est  pa5  égale  ^  '^e  est  plus  grande  oa  plus 
petite.  Qu'elle  ^oitjd'altord  plus  grande ,  si  cela  est  possible. 
Prenons  une  droite  aa  ;  pluB .  petite  •  que  Zh  y  mais  plus  grande 
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que  rare  Kki^fA.  On  a  un  cercle  kmn  ,  et  dans  ce  cercle  une 

droite^N,  qui  est  plus  petite  que  le  diamètre;  et  de  plus ,  la 

raison  de  aa  à  aa  est  plus  grande  que  li'ràiscm  dé  la  droîAeiiî* 

à   la  perpendiculaire  menée  i da  point  a  sur  3a  droite,  atL 

On  peut  donc  «  mener  du:  point 

A  sur  la  droite  if  A  prolongée  une 

droite  A£  ^  de  manière  que  la  rai** 

son  de  £P  à  Ap  soit  la  même  que  \  , 

la  raison  de  aa  à  aa  ;  car  on  a 

démontré  que  cela  sg  peu*  1(71).  ' 

Donc  la  raison  de  ef  à  ap  sera  la 

même  <fue  la  raison  de  ap  à  a  a. 

Mais  ]|araison  de  ap  à  aa  eytmoin-* 

dre  que  la  raison  de  Tanc  ap  à 

Tare  KMA.;. parce  que  |a  dimte  ùA  ;. 

est  plus  petite  4ue.  rare  AP,>  tondis  quel Ja^di^    ^„^ 

grande,  que  Ifarc  kma.  Doup  la  raiison  de  b?  à  ]PA  /çfit  aaaain^Q  • 
que  la  raison  de  l'arc  ap  à  Tare  kma.  Donc  la  raison  de  AE  à  AP 
est  encore  moindre  que  la  raiscài  dçj'^rfc  «W?  4;l?«u-£,K^4A,,]^^i& 
la  raison  de  l'arc  k^p  à  l'arc  KUAiost  JeMpémjç.qit^  îft  WWi^ 
XA  à  AA  (14);  donc  la  raison -de  ea  à  A?-.c^4imqin4r@;:que.!la 
raison  de  xa  à  aa.  Ce  qui  ne  peut  étrô*  Doiw?.la  drq^te  za  n'est 
pas  plus  grande  que  Tare  kma.  On  démontrera,  sembl^bleifn^f 
comme  on  l'a  fait  plus  haut ,  q«.'elle  n'est  pfis  plus  petiÇei  EUÏe 
lui  est  donc  égale.  i  >. 

Si  une  hélice  décrite  dans  I»  isecQiide  rérolation  est  In^ché^ 
non  à  «on  extrémité  par  une  droite,  el  si  l'on  &|t  lejp^Wcominq 
auparavant,  on  démontrera  de  la. même  manièire  que  la  Aroitq 
comprise  entre  la  tangente  et  le^  oommencement  de  l'ihélioe  esj 
égale.à  laMârconféuonceraitetwrole  qui  a>  éli*.4écrit,  eopjoiat^ 
ment  avec  Tare  qui  lest  pl&eé  entre  les  pointa  dont  noi»^  avoij^ 


(.'j  ir; 
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parlé ,  cet  arc  étant  pris  de  la  même  manière;  et  d  une  hélice 
décrite  daiis  une  révolution  quelconque  est  touchée  non  à  son 
extrémité ,  et  si  Ton  fait  le  reste  comme  auparavant  ^  la  droite 
placée  entre  les  points  dont  nous  avons  parlé  sera  égide  à  la 
circonférence  du  cercle  qui  aura  été  décrit  ^  miUtipUée  par 
le  nombre  des  révolutions  moins  une  >  conjointement  avec 
Tare  placé  entre  les  points  dont  nous  avons  parlé  ^  cet  arc  étant 
pris  de  la  même  manière. 


PROPOSITION    XXL 


Ayant  pris  la  surface  qui  est  contenne  par  une  hélice  décrite 
dans  la  première  révolution^etpàrla  première  des  droites  parmi 
celles  qui  sont  dans  le  conunencement  de  la  bévoltitioii ,  on 
peut  circonscrire  à  cette  surfiice  une  figure  plane,  et  lui  en 
inscrire  une  autre ,  de  maniéré  que  l'excès  de  la  figure  cir» 
conscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que  toute  surfiuïe 
proposée. 

'  Que  abtA  soit  Une  hélice  dén 
crite  dans  la  premièire  rétohttién; 
que  le  point  e  soit  le  conâ^meno^- 
ment  de  Phélice;  que  la  droite  eA 
soit  le  commencement  de  la  ré-* 
▼olution  ;  et  que  ïhia  soit  le  pre-* 
mier  cercle ,  ayant  ses  diamètres 
Att  y  ti  perpendiculaires  Tun  sur 
Fautre.  Si  Fôn  partage  continuel- 
lement en  deux  parties  égales  un 
droit,  et  fe  secteur  qui  con-* 


tient  cet  angle^droit,  ce  qui  resteraTidu  secteur  sera  enfin  plus 
petit  que  la  surface  pffoposéei  Que  le  secteur  restant  AeK  soit 
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celui  qui  est  pins  petit  que  la  surfaoe  proposée*  Partageons  les 
quatre  angles  droits  en  angles  égaux  à  celui  qui  est  compris 
par  les  droites  ab,^k,  et  prolongeons  jusqu^à  Fhélice  les  droites 
qui  comprennent  ces  angles.  Que  a  soit  le  point  où  la  droite 
6K  coupe  rhéUce ,»  et  du  point  e  comme  centre  et  af  ec  Tinter^ 
Talle  eA  décrirons  un  cercle.  La  partie  de  la  oirconféreiloe  de 
ce  cercle  qui  est  dans  les  antécédens  tombera  dans  Fhélioe  ^  et 
la  partie  qui  est  dans  les  conséquens  tombera  en  dehors.  C'e^ 
pourquoi  décrirons  1- arc  cm  ,  de  manière  que  cet  arc  rencontre 
à  un  point  o  la  droite  ba  ,  et  au  point  M  celle  qui  est  tn^ûée  k 
Fhélii^e  après  la  droite  SK.  Que  n  soit  le  point  où  la  droite  eM 
coupe  l'hélice  ;  et  du  point  e  comme  centre  et  avec  Finter- 
valle  SN  décrivons  un  arc  de  cercle ,  de  manière  que  cet  arc 
rencontre  là  droite  es,  et  celle  qui  est  menée  à  Thélice  après 
la  droite  eM.  Semblablement  du  pcntre  o  déertroft#  des  arcs 
de  cercle  qui  passent  par  les  autres  points  où  les  droites  qui 
forment  des  angles  égaux  coupent  Thélice  ;  de  manière  que 
chacun  de  ces  arcs  rencontre  la  droite  qui  précède  et  celle  qui 
suit  On  aujra  alors  une  figure  composée  de  secteurs  semblables 
qui  sera  inscrite  dans  la  surface  qui  aura  été  prise  y  et  itne  autre 
figure  qui  sera*  circonscrite.  On  dànontrera  de  la  manière  sui- 
vante que  Fexcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite 
est  plus  petit  que  toute  surface  proposée. 

Le  secteur  eAo  est  égal  au  secteur  eM  a  ;  le  secteur  eim ,  au 
secteur  eNP;  le  secteur  exx,  au  secteur  exT  ;  et  chacun  des  autres 
secteurs  de  la  figure  inscrite  est  égal  à  chacun  des  secteurs  d^  la 
figure  circonscrite  qui  a  un  côté  commun.  D*eù  il  suit  que 
la  sonune  de  tous  premiers  secteurs  est  égale  à  la  somme  de  tous 
les  seconds^  Donc,  la  figure  inscrite  dans  la  surface  qu'on  a  prisé 
est  égale  à  la  figure  circonscrite  à  la  même  surface  ,  le  sectettf 
eix  étant  excepté  ;  car  le  secteur  eAk  est  le  seul  de  tous  ceux  dé 
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la  figure  circonscrite  qui  n'ait  pas  été  pris.  D  est  donc  évident 
que  l'excès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  est  égal 
au  secteur  AKe  qui  est  plus  petit  que  la  sur&ce  proposée. 

Il  suit  évidemment  de*là  qu'on  peut  circonscrire  à  la  sur- 
face dont  nous  avons  parlé ,  une  figure  telle  que  celle  dont  nous 
avons  parlé  ^  de  maiiière  que  Fexcès  de  la  figure  circonscrite 
sûr  cette  surface  soit  moindre  que  toute  surface  proposée ,  et 
qu'on  peut  lui  en  inscrire  un  autre ,  de  manière  que  l'excès 
de  la  surface  dont  nous  avons  parlé  sur  la  figure  inscrite  soit 
encore  moindre  que  toute  sur&ce  proposée. 

«  « 

PROPOSITION    XXII. 


Ayant  pris  la  surface  qui  est  contenue  dans  l'hélice  décrite 
cUns  la'^econdê  révolution^  et  la  ocoonde  droite  parmi  celles  qui 
sont  dans  le  comnxencement  de  l'hélice ,  on  peut  circonscrire  à 
cette  sur&ce  une  figure  composée  de  secteurs  semblables  ^  et 
lui  en  inscrire  un  autre ,  de  manière  que  l'excès  de  la  figure 
circonscrite  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petite  que. toute  sur- 
&oe  proposée. 

Soit  ABiAE  une  hélice  décrite 
dans  la  seconde  révolution.  Que 
le  point  e  soit  le  commencement 
de  l'hélice  ;  la  droite  Ae  ^  le  com- 
mencement de  la  révolution;  et  la  jJ 
droite  ea  ,  la  seconde  droite  parmi 
<^lles  qui  sont  dans  le  commen- 
cement de  la  révolution.  Que  azh 
soit  le  second  cercle  ^  ayant  ses 
diamètres  ah^  zi  perpendiculaires 
l'un  sur  l'autre.  Si  l'on  partage  continuellem^it  en  deux  par-" 
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ties  égales  un  angle  droit  et  le  secteur  qui  comprend  cet  angle 
droit ^  ce  qtd  i^estera  $era  enfin  plus  petit  que  la  surface  pro*- 
posée.  Que  le  secteur  restant  oka  soit  celui  qui  est  plus  petit 
que  la  surface  proposée.  Si  Ton  partage  les  autres  angles  droits 
en  angles  égaux  à  celui  qui  est  compris  par  les  droites  Ke , 
eA ,  et  si  Fon  fait  le  reste  comme  auparavant  ^  Texcès  de  la 
figure  circonscrite  sur  la  figure  inscrite  sera  une  surface  plus 
petite  que  le  secteur  exA.  Car  cet  excès  sera  plus  grand  que 
Texcès  du  secteur  eKA  sur  le  secteur  e£P. 

Il  est  donc  évident  qu'il  peut  se  faire  que  l'excès  de  la  figure 
circonscrite  sur  la  surface  qui  a  été  prise  soit  plus  petit  que 
toute  surface  proposée;  et  que  l'excès  de  la  surface  qu'on  a  prise 
sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petit  que  toute  surface  proposée» 

Il  est  semblablement  évident  qu'ayant  pris  une  surface  con- 
tenue par  une  hélice  décrite  dans  une  révolution  quelconque  et 
par  une  droite  dénommée  d'après  le  nombre  des  révolutions , 
on  peut  circonscrire  une  surface  plane  telle  que  celle  dont 
nous  avons  parlé  y  de  manière  que  l'e::i^cès  de  la  figure  circon- 
scrite sur  la  surface  qui  a  été.  prise  soit  plus  petit  que  toute 
surface  proposée  ^  et  lui  en  inscrire  ime  autre ,  de  manière 
que  l'excès  de  cette  surface  sur  la  figure  inscrite  soit  plus  petite 
que  toute  surface  proposée. 

PROPOSITION    XXIIL 

Ayant  pris  une  surface  contenue  par  une  hélice  plus  petite 
que  celle  qui  est  décrite  dans  la  première  révolution  et  qui  ne 
soit  point  terminée  au  commencement  de  la  révolution  ^  s^  l'on 
prend  la  surface  contenue  par  cette  hélice  et  par  les  droites 
ipenées  de  l'extrémité  de  cette  même  hélice  ,  on  pourra  cir- . 
Gonscrire  à  cette  surface  une  figure  plane  et  lui  en  inscrire  une 


*•  à> 


^Db 


DES    HÉLICES. 


«utre^  de  manière  que  Texcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la 
figure  inscrite  soit  moindre  que  toute  surfiuse  pzt>posée. 

Soit  ABFAE  une  hélice  dont  les  extrémités  soient  les  points  A , 
Ey  et  dont  le  commencement  soit  le  point  e.  Menons  les  droites 
Ae^  d£.  Du  point  e  comme  centre 
et  avec  l'intervalle  eA,  décrivons 
un  cercle  qui  rencontre  la  droite 
9a,  au  pointe.  Si  Toii  partageconti* 
nuellement  en  deux  parties  égales 
l'angle  qui  est  placé  au  point  e  et 
le  secteur  B^t ,  on  aura  enfin  im 
reste  qui  sera  plus  petit  que  la 
surface  proposée.  Que  le  secteur 
eAK  soit  plus  petit  que  la  sur&ce 
proposée.  Décrivons ,  comme  au- 
paravant^ des  arcs  de  cercle  qui  passent  par  les  points  où  les 
droites  qui  font  des  angles  égaux  au  point  e ,  rencontrent 
rhélice ,  de  manière  que  chaque  arc  tombe  sur  la  ligne  qui 
précède  et  sur  celle  qui  suit.  On  aura  circonscrit  à  la  surface 
contenue  par  l%élice  abf^e  et  par  les  droites  Ae ,  se  une  sur-* 
£use  plane  composée  de  secteurs  semblables ,  et  on  lui  en  aura 
aussi  inscrit  une  autre.  Or^  Texcès  de  la  figure  circonscrite  sur  la 
figure  inscrite  sera  moindre  que  la  surface  proposée  ;  car  le 
secteur  eAK  est  plus  petit  que  la  sur&ce  proposée. 

Il  suit  manifestement  de-là  qu'on  peut  circonscrire  à  la  sur- 
&ce  dont  nous  avons  parlé  y  une  surface  plane  telle  que  c^Ie 
dont  nous  avons  parlée  de  manière  que  Texcès  de  la  figure  cir* 
conscrite  sur  cette  surface  soit  plus  petite  que  toute  surface  pro- 
posée; et  que  Ton  peut  encore  lui  en  inscrire  une  autre ,  d« 
manière  que  Fexcës  de  la  surface  dont  nous  avons  parlé  sur  la 
figure  inscrite  soit  moindre  que  toute  quantité  proposée. 


DES  HÉLICES; 


â57 


PROPOSITION   XXIV. 


La  sur&Cô  qui  est  comprise  par  une  hélice  décrite  dans  la 
première  rérolution  ,  et  par  la  première  des  droites  qui  sont 
dans  le  comméncentent  de  la  rérolution^  est  la  troisième  partie 
du  premier  cercle 

Que  ABf  A£e  soit  une  hélice  décrite  dans  la  première  rér^^u-- 
tion;  que  le  point  e  soit 
Torigine  de  Thélice  ;  la  droite 
ex  y  la  première  de  celles  qui 
sont  dans  le  commencement 
de  la  révolution ,  et  akzhi  ,  le 
premier  cercle.  Que  la  troi- 
sième  partie  de  ce  cercle  soit 
celui  où  se  trouve  la  lettre  i(« 
Il  faut  démontrer  que  la  sur- 
face  dont  nous  tenons  de  pai^ 
1er  est  égale  au  cercle,  q,   » 

Ôar  si  elle  ne  lui  est  pas  égale ,  elle  est'  plus  grande  on  phu 
petite»  Qu'elle  soit  d'abord  plus  petite ,  si  cela  est  jpossible.  On 
peut  circonscrire  à  la  sur&oe  comprise  par  Thélice  ABTMe  ^ 
et  par  la  droite  a^  ^  ime  figure  plane  composée  de  secteurs  8en^- 
blables  ^  de  manière  que^TeaLcës.  de  la  figure  circonscrite  swe  la^ 
surface  dont  Hotis  venons  de  parler  «oit  moindre  que  l'excès  du 
cercle  t|  sur  c6tte  même  surface  (âi).  Circonscrivons  cette  figdne» 
Que  parmi  les  secteurs  dont  la  figure  dont  nous  venons  de  puier 
est  composée ,  le  plus  grand  soit  le  secteur.  eAK ,  et  le  plus  petit 
le  secteiv  e£0.  H  est  évident  que  la.  %ure  isirconBcrite  Sên,  plus 
petite  que  le  cercle  q.        ' 

Prolongeons  Jusqu'à,  la  circonférenee  du  cercle  les  droites 
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qui  font  des  angles  égaux  au  point  e.  On  a  certaines  lignes 
menées  du  point  e  à  Fhélice^  qui  se  surpassent  égale- 
ment  (12);  la  plus  grande  de  ces  lignes  est  la  ligne  eA;  la  plus 
petite,  qui  est  la  li^ne  OE,  est  égale  à  l'excès.  On  a  de  plus 
certaines  lignes  m<enées  du  point  e  à  la  circonférence  du  cercle , 
qui  sont  ^1  même  nombre  •  que  les  premières  et  dont  chacune 
est  égale  à  la  plus  grande  de  celles-<:i  ;  et  Ton  a  construit  des 
tecteurs  semiblablas  sur  toutes 
ces  lignes  ,  c'est  -  à  -  dire  sur 
celles  qui  se  surpassent  égale- 
ment et  sur  celles  qui  sont 
égales  entre  elles  et  égales 
chacune  à  la  plus  grande. 
Donc  la  somme  des  secteurs 
construits  sur  les  lignes  qui 
sont  égales  chacune  à  la  plus 
grande  est  plus  petite  que  le 

triple  des  secteurs  construits  sur  -les .  lignes  qui  se  surpassent 
également  Ce  qui  est  démontré  (10^  Cor.).  Mais  la  somme 
des  secteui^s  construits  sur  les  lignes  qui  sont  égales  chacune  à 
la'plus  grande  est  égale  aucerd^Aim  y  et  la  somme  dés  secteur» 
construits  sur  lès  lignes  qui  se  surpassent  également  est  égale  à 
la  figure  circonscrite.  Donc  le  cercle  ihik  est  phzs  petit  que  le 
triple  de  la  figure  circonscrite.  JflSms  ce  cercle  ^et  le  triple  du 
oeibclè.if;  donc  le  cercle  «f  est  plt^s  petit  que  k*  figure  cii'con- 
sirito-Maisil  n'est  pas  plusi  petit  ^  puisqu'au:  contraire  il  est  plus- 
grand;  donc  la  surface  comprise  par  Thélioe  AJsrAEe  et  par  la 
droite  Ae  n'est  .pas  plus  petite /que  le  cerde  ^*'  - 
'  Elle  n'est  pas  plus  granda  Qu^elk  Mit ^pAl2s  grande;  si  cela 
est  possible.  On  peut  inscrire  une  figure.;  dans  la  sàrùu»  com- 
prise par  l'hélice  ABtAfi©  et  par  ^la  droite  a»  ,  de  majifière  que 
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l'excès  de  la  surface  dont  nous  venons  de  parler  ^r  la  figure 
inscrite  soit  plus  petit  que  Fexcès  de  cette  surface  sur  le  cercle 
if  (ai).  Inscrivons  (Dette  lîgui*e;  et  que  parmi  les  secteurs  dont 
la  figure  inscrite  est  con^rposée ,  le  ^  secteur  ePH  soit  le  plus 
grand ,  et  le  secteur  oeo  ,  le  plus  petit  II  est  •  évidetit  que  1« 
figure  insciûte  sera  plus  grande  que  le  cercle  q. 

Prolongeons  jusqu'à' la  ciroonfei^ence  du  cercle  les  droites  qm 
font  des  angles  égaux  au  point  e.  On  a  certaines  lignes  menées 
du  point  e  à  Thélice,  qui  se 
surpassent  également  (i  i).  La 
plus  grande  de  ces  lignes  est 
la  droite  ex ,  et  la  plus  pe- 
tite ,  qui  '^st  la  ligne  eE  ,  est 
égale  à  Texcès.  On  a  de  plus 
certaines   lignés  menées   du 
point  e  à  la  circonférence  du 
cercle ,  qui   sont  en   même 
nombre  que  les  premières ,  et  dont  chacune  est  égale  à  la  pluif ' 
grande  de  celles-ci ,  et  Ton  a  des  secteurs  semblables  construits 
sur  toutes  ces  lignes^  c'est  à-dire  sur  celles  qui  sont  égales  entre 
elles  et  égales  chacune  à  la  plus  grande^  et  sur  celles  qui  se 
surpassent  également  Donc  la  soinme  des  secteurs  construits 
sur  les  lignes  égales  est  plus  grande  que  le  triple  de  la  somme' 
de.  .ecteur,  constait,  ™r  le.  ligne,  qm  .e  .„rp.«en.  é^' 
ment ,  celui  qui  est  construit  sur  la  plus  grande  étant  excepté. 
Ce  qui  est  démontré  (lo.  Cor.).  Mais  la  somme  des  secteurs 
construits  sur  les  lignes  égales  est  égale  au  cercle  azhi  ;  et  la 
somme  des  secteurs  construits  sur  les  lignes  '  qui  '  se  surpassent 
également^  celui  qui  est  décrit  sur  la  plus  grande  étant  excepté,  ^ 
est  égale  à  la  figure  inscrite.  Donc  le  cercle  est  plus  grand  que  le  ^ 
triple  de  la  figure  inscrite.  Mais  ce  cercle  est  le  triplé  du  cerolo 
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q.  Donc  Iç  cercle  l|  eçt  plus  grand  que  la  figure  inscrite.  Mais  il 
n*^t  p%$  p]us  grand ,  puisqu'au  contraire  il  est  plus  petit  Donc 
la  Aâr&oe.  eomprisB  p^r  Thélice  ABrA£e  et  par  la  droite  Ae  n'est 
pa$  plus  gFan4^  qu^  le  cercle  tf  Donc  le  cercle  i{  est  égal  à  la 
sur&çe  cpnjtprUQ  par  Yh^liçe  et  li^  droite  Aeu 


PRQPQÉilTION 


La  surface  comprise  par  une  hélice  Récrite  d^ns  la  seconde 
révolution  et  par  la  seconde  des  droite$  qui  sont  dans  le  com- 
mencement de  la  révolution  est  au  second  cercle  cc»iune  sept 
est  à  douze ,  c'est-à-dire  comme  la  sur&ce  cp^iprise  sous  le 
rayon  du  second  cercle  et  sous  le  rayon  du  prei^ier  ^  conjoin- 
tement avec  le  tiers  du  quarré  de  Texc^s  du  rayon  di|  second 
cercle  sur  le  rayon  du  premier  est  au  quarré  du  rayon  du  se- 
cond cercle. 

Que  ABrA£  soit  une  hélice  décrite  dans  la  secpnde  révolution. 
Qup  le.  point  e  soit  Torigin^ 
dç  rhélice^  1^  drpite  eE^  la 
grjEtmièrç  des  droites  qu;^  sont 
dans  le  ccanmencernent  de  la 
révoli^tion^  et  }a  droite  A£^ 
l^geconde  de?  drçiteç  <^^i  sont 
dans  le  commencement  de 
1^  r^YQlu|;ipn.  Que  aihi  soit 
Iç  $^P9»4  çerçlfi  ;,  Ç%  ^Ve  se» 
4ji(uq^tres  AH*  U  çoigiit  per- 
jifendiculaif  es  ^^^  sur  T^ut^^p-,  P  f^t  ^éiqQntiT^  que  la  sur- 

■  * 

feçe  coinprise  p^  ThéUçe  AMAS  et  jpçff  la  drpitç  ae  eçt  av  cercle 
AJLWçqwfne  sept  e§t  h  ^o\f^. 

Soit  çr  \in  certain  cercle  dpnt  le  quarjré  4h  r«tyon  çoit  égal  à 
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la  surface  comprise  sons  Ae  ^  ei^  conjointemeiit  avec  le  tiers 
du  quarré  dç  AE.  I^e  cercle  t  sera  au  cercle  éjlhi  comiSQe  sept 
est  à  douze  ^  parce  que  la  dernière  raispn  Qçk  la  même  que 
celle  du  quarré  du  rayon  du  cercle  <r  est  ^\i  qvarré  du  rayon 
du  cercle  azhi  (oc).  Nous  allons  démontra,  à  {«résent  que 
le  cercle  T  est  égal  à  la  sur&ce  comprise  paf  ^f'I^^Jice  AQrAfi  et 
par  la  droite  A£.  • 

Car  si  le  cercle  T  n'est  pas  égal  à  cette  surface  j»  il  est  plw  gr^Uid 
ou  plus  petit.  Qu^il  soit  d'abord  plus  grand ,  si  cela  est  pQ$sîVte« 
On  peut  circonscrire  à  cette  surface  une  figure  plane  composée 
de  secteurs  semblables  y  de  manière  que  Texci^s  de  la  figura 
circonscrite  sur  cette  surface  so^t  plus  petit  qiie.  TejLcès  dis, 
cercle  r  sur  cette  même  surface  (^»).  Cirçojuserivon^l;»  cettet 
figure.  Que  parmi  les  secteurs  dont  Ic^  figw*ç  circonscrite  ç^t 
composée^  le  plus  grand  soit  le  sectetir  ®AK  >  ^\  le  plus  piÇtitj^le 
secteur  eOA.  Il  est  évident  que  la  ligure  circonscrite  sera  plu» 
petite  que  le  cercle  <r* 

Prolongeons  jusqu'à  la  circonférence  les  droites  qm  font  ^es 
angles  égaux  au  point  e.  On  a  certaines  lignes  menées  du  point 
e  à  rhéliçe^  qui  se  surpassent  également  (^12)^  doi^t  k^  plus 
grande  est  la  ligne  eA  et  la  plus  petite  la  li^ne  eB.  Qji  %  do 
plus  d'autres  lignes  menées  du  centre  a  à  la  circonférence  di), 
cercle  axhi  ^  qui  sont  en  même  nombre  qae  les  preny.ères  et 
qui  sont  égales  entre  elles  et  égales  chaci^e  à  la  pli^^  grande  de 
celles'pci  ;  et  l'on  a  construit  des  secteurs  sen^blables  non-seule- 
ment sur  les  lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la  plus  grande  ^ 
mais  encore  sur  celles  qui  se  surpassent  égi^en^nt  ^  excepté  sur  la 
plus  petite.  Donc  la  raison  de  la  somme  des  çecteui*s  qui  sont 
construits  sur  les  lignes  égales  à  la  plus  ^ande  à  la  somme  des 
secteurs  construits  sur  les  l^nes  qui  se  surpassent  également^  le 
secteur  construit  sur  la  plus  petite  étant  excepté^  est  moindre 
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que  la  râîsoh  du  quatre  de  la  plxis  grande  à  la  surface  com- 
prise sôus  Ae,   OE,  conjointement  avec   le   tiers   du   quarré 
de  AE.  Ce  qui  est  démontré  (i  i.  Cor).  Mais  le  cercle  AZhi  est  égal 
à  la  somme  des  secteurs  construits  sur  les  ligiies  qui  sont  égales 
entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus  grande;  et  la  figure  circon- 
scrite est  égale  à  la  somme  des  secteurs  construits  sur  les  lignes 
qui  se  surpassent  également , 
celui  qui  est  construit  sur  la 
pins  petite  étant  excepté.Donc 
la  raison  du  cercle  azhi  à  la 
figure  circonscrite  est  moin- 
dre que  la  raison  du  quarré 
de  Ae  à  la  siu*face  comprise 
sous  Ae,  GE,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarré  de  ae. 
Mais  la  raison  du  quarré  de 
eA  à  la  sur&ce  comprise  sous  eA ,  ae  ,  conjointement  avec  le 
tiers  du  quarré  de  AE  est  égale  à  la  raison  du  cercle  azhi  au 
cercle  t;  donc  la  raison  du  cercle  azhi  à  la  figure  circonscrite 
est  moindre  que  la  raison  du  cercle  azhi  au  cercle  t.  Donc  le 
cercle  t  est  plus  petit  que  là  figure  circonscrite.  Mais  il  n'est 
pas  plus  petit ,  puisqu'au  contraire  il  est  plus  grand  ;  donc  le 
cercle  t  n'est  pas  plus  grand  que  la  surface  comprise  par  Thé-r 
lice  ABFAE  et  par  la  droite  ae. 

Le  cercle  t  n'est  pas  plus  petit  que  cette  surface.  Qu'il  soit 
plus  petit ,  si  cela  est  possible.  On  peut  inscrire  dans  la  sur- 
face comprise  par  l'hélice  et  par  la  droite  ae  une  figure  plane 
composée  de  secteurs  semblables ,  de  manière  que  l'excès  de  la 
surface  comprise  par  l'hélice  abfae*  et  par  la  droite  ae  sur  la 
figure  inscrite  soit  plus  petit  que  l'excès  de  cette  même  sur-^ 
face  sur  le  cercle  t*  Inscrivons  cette  figure*  Que  parmi  les 


e 
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secteurs  dont  la  figure  inscrite  est  composée  ^  le  pliis  grand  soit 
le  secteur  eKP ,  et  le  plus  petit  y  le  secteur.  0£O.  Il  est  évident  que 
la  figure  inscrite  sera  plus  grande  que  le  cercle  t* 

Prolongeons  jusqu'à  la  circonférence  du  cercle  les  droite^ 
qui  forment  des  angles  égaux  au  point  e.  On  a  de.  nouveau  cer-* 
taines  lignes  menées  du  point  e  à  Thélice ,  qui  se  surpassent 
également^  dont  la  plus  grande 
est  la  ligne  eA  ^  et  la  plus 
petite ,  la  ligne  en.  On  a  de 
plus  d'autres  lignes  menées  du 
point  e  à  la  circonférence 
4u  cercle  ^  dont  le  nonxbre  est 
plus  petit  d'une  unité  que  ce-* 
lui  des  ligues. inégales^  et  qui 
^ontégi^e^  entre  elles:  et  égales 
cliacune.à  la  plus  grande  ;  'et 
l'on  a  construit  des  secteurs  semblables  non-seulemeht  sur  lés» 
lignes  qui  se  surpassent  également  ^  mais  encore  sur  celles  qui 
sont  égales  chacune  à  la  plus  grande.  Donc  la  raison  ;de  la 
aomme  des  secteurs  construits  sur  les  lignes  qui  sont  égales  cha^ 
cune  à  la  plus  grande  à  la  soçime  des  secteurs  consttiadts  svtv 
les  lignes  qui  se  surpassent  également ,  celui  qui  est  construit 
sur  la  plus  petite  étant  excepté  ^  est  plus  grande  que  la  raison 
du  quarré  construit  siir  eA  à  la  sur&ce  comprise  sous  eA^  e£^ 
coi^i^ointement  avec  le  tiers  du  quairré  de  êa  (  1 1  >  Cok  ). 
Mais  la  Qgure  inscitite  est  composée  de  secteurs  con'sti^uits  sur 
les  lignes  qui  se  surpassent  également  ^  celui  qui  est  construit 
sur  la  plus  grande  étant  excepté;  et  le  cercle  est  égal  à  la  sommer 
de  toiiB  les  autres  secteurs  ;  -donc  la  raiîson  du  cercle  a2hi  à  la 
figure  inscrite  est  plus  grande  que  la  raison  ^n  quarré  de  eA  k 
la.  surfoee..  comprise  sous  eA^  es^  conjointement  avec  le  tiers 
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du  quatre  dé  ae  ^  c'ast-à^re 
plus  grande  que  la  raison  du 
cercle  azhi  au  cercle  r.  Donc 
le  cercle  t  est  plus  grand 
que  la  figure  inscrite.  Ce  qui 
ne  peut  être  ;  car  il  est  plus 
petit  Donc  le  cercle  T  n'est 
pas  plus  petit  que  la  surface 
comprise  par  Thélice  açfae 
et  par  la  droite  ùE.  Donc  il 
lui  est  égal. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  la  suiface  comprise 
par  une  hélice  et  par  ime  droite  dénommées  d'après  le 
nombre  des  révolutions  ^  est  au  cercle  dénommé  d'après  le 
nombre  des  révolutions  comme  la  somme  des  deux  sur&ces 
suivantes ,  savoir  :  la  surface  comprise  sous  le  rajoii  du  cercle 
déiiommé  d'a|>rès  le  nombre  des  révolutions  et  sous  le  rayon 
du  oerdo  déncnnmé  d'après  ce  nsiême  nombre  diminué  d'une 
vçité:^  et  le  ihn  du  quarré  construit  sur  l'excès  du  rayon 
du  plw  grand  de  oes  àwt  cercles  sur  le  rayon  du  plus  petit 
e^t  au  qmdrré  du  rayon  du  plus  grand. 


PROPOSITION   XXVL 


'  La  surface  comprise  par  une  hélice  plus  petite  que  celle  qui 
est  dèoritç  dsfiis,  la  première  révolution,  et  qui  n'a  pas  pour 
extrémité  l'origine  de  l'hélice  9  et  par  les  droites  meu^s  par  ses 
extrémités  à  son  origine ,  est  au  secteur  dont  le  rayon  est.  égal 
à  la  plus  grande  des  droites  menées  des  extrémités  de  l'hélice  à 
»];i^ origine,  et  dont  l'arc  est  celai  qUi  est  placé  entre  les  droites 
dont  nous  venons  de  parler  >  et  du  même  côté  de  l'hélice  comme 
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la  surface  comprise  sous  les  droites  menées  des  extrémités  de 
Fhélice  à  son  commencement^  conjointement  avec  le  tiers 
du  quarré  de  Texcès  de  la  plus  grande  des  lignes  dont  nous 
venons  de  parler  sur  la  plus  petite  y  est  au  quarré  de  la  plus 
grande  des  droites  qui  sont  menées  des  extrémités  de  Thélice 
à  son  commencement 

Que  ABrAE  soit  une  hélice  plus  petite  que  celle  qui  est  décrite 
dans  la  première  révolution.  Que  ses  extrémités  soient  les  points 
A  ^  £  ^  et  son  commencement 
le  point  e.  Du  point  e  comme 
centre  et  avec  l'intervalle  eA 
décrivons  un  cercle.  Que  la  * 
droite  se  rencontre  sa  circon- 
férence  au  point  z.  U  feut  dé- 
montrer que  la  surface  com- 
prise par  Fhélice  abfae^  et 
par  les  droites  Ae^  eE  est  au 
secteur  Aez  comme  la  surface 

comprise  sous  Ae  ^  e£  ^  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré 
de  £Z  y  est  au  quarré  de  e  A. 

Que  le  quarré  du  rayon  dû  cercle  où  se  trouvent  les  lettres 
xr  soit  égal  à  la  surface  comprise  sous  Ae ,  oe  ,  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarré  de  EZ ,  et  formons  à  son  centre  un  angle 
égal  à  celui  qui  est  formé  au  point  e.  Le  secteur  rx  sera  au  sec- 
teur eAZ  comme  la  surface  comprise  sous  as  ,  se  ,  conjointe- 
ment avec  le  tiers  du  quarré  de  ez,  est  au  quarré  de  eA;  car 
les  quarrés  des  rayons  de  ces  secteurs  sont  entre  eux  comme  ces 
mêmes  secteurs. 

Nous  allons  démontrer  à  présent  que  le  secteur  zr  est  égal 
à  la  sur&ce  cpmprise  par  Thélice  abfae  et  par  les  droites  Ae , 
OT.  Car  si  ce  secteur  n'est  pas  égal  à  cette  surface  ;  il  est  plus 

34 
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grand  ou  plus  petit  iQu'il  soit  d'abord  plus  grand ,  si  cela  est 
possible.  On  peut  circonscrire  à  la  surface  dont  nous  venons 
de  parler ,  une  figure  plane  composée  de  secteurs  6emblables , 
de  manière  que  l'excès  de  la  figure  circonscrite  sur  la  surface 
dont  nous  venons  de  parler  soit  plus  petite  que  l'excès  du  sec- 
teur sur  cette  même  surface  (a 5).  Que  cette  figure  soit  circon- 
scrite. Que  parmi  les  secteurs  dont  la  figure  circonscrite  est 
composée,  le  plus  grand  soit  le  secteur  eAH,  et  le  plus  petit 
le  secteur  00 A.  Il  est  évident  que  la  figure  circonscrite  sera 
plus  petite  que  le  secteur  xt* 

Prolongeons,   jusqu'à  Tare   du   secteur    eAZ,    les  droites 
qui  font  des  angles  égaux  au 
point  e.  On  a  certaines  lignes 

menées  du  point  0   à   Thé- 
lice  ,  qui  se  surpassent  éga- 
lement, dont  la  plus  grande 
est  la  ligne  0A,   et   la  plus 
petite,    la   ligne   0£*    On    a 
aussi  d'autres  lignes  dont  1er 
nombre   est   moindre  d'une 
unité  que  le  nombre  des  lignes^ 
menées  du  point  0  à  l'hélice ,  et  ces  lignes  sont  égales  entre  eUes 
et  égales  chacune  à  la  plus  grande  de  celles-ci,  la  droite  02  étant 
exceptée;  et  de  plus  on  a  construit  dc^  secteurs  semblables  su;r 
les  lignes  qui  sont  égales  chacune  à  la  plus  grande  et  sur  les 
lignes  qui  se  surpassent  également  ;  et  l'on  n'a  pas  consti*uit 
de  secteur  sur  la  ligne  0E.  Donc  la  raison  de  la  somme .  des 
secteurs  construits  sur  les  lignes  qui  sont  égales  entre  elles  et 
égales  chacune  à  la  plus  grande  à  la  somme  des  secteurs  cour 
struits  sur  les  lignes  qui  se  surpassent  également ,  celui  qui  est 
construit  sur  la  plus  petite  étant  excepté ,  est  moindre  que  la 
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raison  du  quan^é  de  eA  à  la  surface  comprise  sous  Ae  ^  e£  ^ 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  ez  (11,  Cor.),  Mais  le 
secteur  eAZ  est  égal  à  la  somme  des  secteurs  construits  sur  les 
lignes  qui  sont  égales  entre  elles  et  égales  chacune  à  la  plus 
grande;  et  la  figure  circonscrite  est  égale  à  la  somme  des  secteurs 
construits  sur  les  lignes  qui  se  surpassent  également.  Donc  la  rai- 
son du  secteur  eAZ  à  la  figure  circonscrite  est  moindre  que  la  rai* 
son  du  quarré  de  OA  à  la  surface  comprise  sous  eA^  eE  ^  conjoiu;- 
tement  avec  le  tiers  du  quarré  de  Z£.  Mais  la  raison  du  quarré 
de  eA  à  la  somme  des  surfaces  dont  nous  veuons  de  parler  est 
la  même  que  la  raison  du  secteur  OAZ  au  septeur  XT  ;  donc  la 
«ecteur  XT  est  plus  petit  que  la  figure  circonscrite.  Mais  il  iji'est 
pas  plus  petit ,  puisqu'il  est  au  contraire  plus  grand  ;  donc  le 
secteur  XT  ne  sera  pas  plus  grand  que  la  surface  comprise  par 
rhélice  ABTAJB  et  par  les  droites  Ae  ^  e^. 

Le  secteur  xt  ne  sera  pas  plus  petit  que  cette  même  surface; 
Qu'il  soit  plus  petite  si  cela  est  possible.  Faisons  les  mêmes  choses 
qu'auparavant  On  pourra  in- 
scrira dans  1^  surface  dont 
nous  avons  parlé  -une  figure 
plane  composée  de  secteurs 
semblables  y  de  manière  que 
l'excès  de  cette  surface  sur 
Ja  figure  inscrite  soit  moindre 
que  re;9:cès  de  cette  même  sur* 
face  sur  le  secteur  x*  Inscri->- 
vons  cette  'figure.  Que  parmi 

les  secteurs  dont  la  figure  inscrite  est  composée  y  le  plus  grand 
soit  le  secteur  eBH^  et  le  plus  petit  ^  le  secteur  oeE.  Il  est  évident 
q^e  la  figure  inscrite  sera  plus  grande  que  le  secteur  x. 

O9  a  de  nouveau  certaines  lignes  menées  du  point  9  à  J'héliçe 
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qui  se  surpassent  également  ^  dont  la  plus  grande  est  la  ligne 
eA  y  et  la  plus  petite  la  ligne  eE.  On  a  aussi  d'autres  lignes 
menées  du  point  e  à  Tare  du  secteur  oaz  y  dont  le  nombre  est 
moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  lignes  menées  du 
point  e  à  Thélice  y  et  ces  lignes  sont  égales  entre  elles  et  égales 
chacune  à  la  plus  grande  de  celles-ci^  la  ligne  eA  étant 
exceptée  ;  et  de  plus  on  a  construit  des  secteurs  semblables 
sur  chacune  île  ces  lignes^  et 
l'on  n'a  pas  construit  de  sec- 
teur sur  la  plus  grande  de 
celles  qui  se  surpassent  éga- 
lement Donc  la  raison  de 
la  somme  des  secteurs  con-^ 
struits  sous  les  lignes  qui  sont 
égales  entre  elles  et  égales  cha- 
cune à  la  plus  grande  à  la 
somme  des  secteurs  construits 
sur  les  lignes  qui  se  surpassent 

également  y  excepté  celui  qui  est  construit  sur  la  plus  grande  y 
est  plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de  eA  à  la  surface 
comprise  sous  e  a  ^  e£  ^  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré 
de  £Z(ji^  CorS).  Donc  la  raison  du  secteur  eA2  à  la  figure 
inscrite  est  plus  grande  que  la  raison  du  secteur  eAZ  au  sec- 
teur X.  Donc  le  secteur  x  est  plus  grand  que  la  figure  inscrite. 
Mais  il  n'est  pas  plus  grande  puisqu'il  est  au  contraire  plus  petit 
Donc  le  secteur  x  n'est  pas  plus  petit  que  la  stu^&ce  comprise 
par  l'hélice  abfae  et  par  les  droites  Ae  y  e£.  Donc  il  lui  est  égal* 

PROPOSITION    XXVII. 

Parmi  les  surfaces  comprises  par  des  hélices  et  par  les  droites 
qui  sont  dans  le  commencement  des  révolutions  ^  la  troisième 
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est  double  de  la  seconde;  la  quatrième^  triple;  la  cinquième^ 
quadruple^  et  ainsi  de  suite,  c^est-à-dire  que  toujours  la 
sur^e  qui  suit  est  un  multiple  qui  croit  suivant  Tordre 
^es  nombres^  La  première  surface  est  la  sixième  partie  de  la 
seconde. 

Soit  proposée  une  hélice  décrite  dans  la  première  révolution; 
une  hélice  décrite  dans  la  seconde , 
et   enfin  des  hélices  décrites  dans 
toutes  les  révolutions  suivantes.  Que 
le  commencement  de  Thélice  soit 

le  point  e,  et  le  commencement  [  (  ^  \^  ^'^^^/X 1  b  i  r' IaHe 
de  la  révolution ,  la  droite  e£.  Que 
la  première  des  surfaces  soit  k  ;  la 
seconde ,  a;  la  troisième ,  M  ;  la  qua^ 
trième ,  n  ;  la  cinquième ,  0.  Il  faut  démontrer  que  la  surface 
K  est  la  sixième  partie  de  celle  qui  suit  ;  que  la  surface  m  est 
double  de  la  surface  a  ;  que  la  surface  M  est  triple  de  cette 
même  surface  ;  et  que  toujours  les  sujHhces  qui  se  suivent  par 
ordre  sont  des  multiples  qui  se  suivent  aussi  par  ordre. 

On  démontrera  de  cette  manière  que  la  surface  K  est  la 
sixième  partie  de  la  surface  a.  Puisque  Ton  a  démontré  que 
la  surface  ka  est  au  second  cercle  comme  sept  est  à  douaœ  (a  5)  ; 
puisque  le  second  cercle  est  évidemment  au  premier  comme 
douze  est  à  trois  (a)  ;  et  puisque  le  prunier  cercle  est  à  la  sur* 
Ace  K  comme  trois  est  à  un  (24)  ^  il  s^ensuit  que  la  sur&ce  k  est 
la  sixième  partie  de  la  surface  a  {€). 

On  a  démontré  que  la  surface  xam  est  au  troisième  cercle 
comme  la  sur£GK)e  comprise  sous  re^  ea  ^  conjointement 
avec  le  tiers  du  quarré  rs  est  au  quarré  de  re  (a  5).  De  plus^ 
le  troisième  cercle  est  au  second  comme  le  quarré  de  re  est 
au  quarré  de  eB  ;   et   le  second   cercle  est  à  la  sur&ce  ka 
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comme  le  quarré  de  Be,  est  à  la  surface  comprise  sous  Be^  ex  ^ 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  ab  (â5).  Donc  la  sur-* 
face  K AM  est  à  la  surface  ka  comme  la  surface  comprise  sous  re^ 
0B  y  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  fb  est  à  la  sur^ 
face  comprise  sous  Be  ^  eA ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarré  de  aç.  Mais  ces  surfaces  sont  entre  elles  comme  dix- 
neuf  est  à  sept  :  donc  la  surface  KAM  est  à  ak  comme  dix*neui' 
est  à  sept  ;  donc  la  surface  M  est  à  la  surface  K  a  comme  douée  est 
à  sept  Mais  la  surface  ka  est  à  la  sur&ce  a  comme  sept  est  à 
six  ;  donc  la  surface  m  est  double  de  la  surface  a  (y). 

On  démontrera  de  cette  manière  que  les  surfaces  suivantes 
sont  égales  à  la  surface  a  ,  multipliép  successivement  par  les 
viennent  ensuite. 

La  surface  kamna  est  au  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite 

OB  comme  la  siirface  compriso  sous 

e£  ^  0^  y  conjointement  avec  le 
tiers  du  qttai^ré  de  A£  est  au  quarré 
de  e£  (  â5  ).  Mais  le  cercle  qui 
a  pour  rayon  la  droite  e£  est  an 
cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite 
e A  comme  le  quarré  de  e£  est  au 
jquarré  de  e^  ;  et  le  cercle  qui  a 
pour  rayon  eA  est  à  la  surface  kamk  comnae  le  quarré  de  eA  esjt 
à  la  surface  comprise  sous  eA^  er^  conjointement  avec  le 
tiers  du  quarré  de  AF,  Donc  la  surface  k amhh  est  à  la  sur«- 
face  KAMH  comme  la  surface  comprise  sous  eE^  eA^  conjoin<r 
tement  avec  1er  tiers  du  quarré  de  A£  ^  est  à  la  surface  com- 
prise sous  Ae ,  0Ty  conpintement  avec  le  tiers  du  quarré  de 
AF.  Donc ,  par  soustraction ,  la  sur&^e  ?  est  à  la  surface  KAMif 
comme  l'excès  de  la  surface  comprise  sons  £e^  eA^  con*^ 
pintemeKit  avec  le  tierç  du  quaxxé  de  jba  sur  1^  surface  coipi^ 
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prise  sous  0A ,  Ar ,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de 
Ar,  est  à  la  surface  comprise  sous  0A,  or,  conjointement  avec 
le  tiers  du  quarré  de  Ar.  Mais  Fexcès  de  la  somme  des  deux  pre- 
mièx'es  surfaces  sur  la  somme  des  deux  secondes  est  égale  à 
Texcès  de  la  surface  comprise  sous  Ee ,  0A  sur  la  surface  com- 
prise sous  Ae ,  ©r ,  c'est-à-dire  à  la  surface  comprise  sous  Ae , 
r£.  Donc  la  surface  H  est  à  la  surface  kamn  comme  la  surface 
comprise  sous  eA ,  ie  est  à  la  surface  comprise  sous  A© ,  0r , 
conjoiutement  avec  le  tiers  du  quarré  de  ta.  On  démontrera  de 
la  même  manière  que  la  surface  N  est  à  la  surface  comprise 
sous  KA^  AM^  comme  la  surface  comprise  sous  er  ^  ba  est  à  la 
surface  comprise  sous  re ,  0B ,  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarré  de  tb.  Donc  la  surface  N  est  à  la  surface  kamk  comme 
la  surface  comprise  sous  0r  ^  ba  est  à  là  sur&ce  comprise  sous 
er^  0B^  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  tb^  et  avec 

la  surface  comprise  sous  01 ,  ba  ;  et  par  conversion (cT).  Mais 

la  somme  de  ces  surfaces  est  égale  à  la  surface  comprise  sous 
A0,  ©r,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  TA;  donc^ 
puisque  la  surface  H  est  à  la  surface  kamn  comme  la  surface 
comprise  sous  0A  ^  rE  est  à  la  surface  comprise  sous  Ae  ^  0r , 
conjointement  avec  le  tiers  dû  quarré  de  rAj  que  la  sur- 
face kamn  est  à  la  surface  N  comme  la  surface  comprise 
sous  A0,  er ,  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  rA 
est  à  la  surface  comprise  sous  0r  ^  ab  ^  la  surface  s  sera  à  la 
surface  N  comme  la  surface  comprise  sous  e A  ^  r£  est  à  la  sur-* 
face  comprise  sous  0r  ^  AB.  Mais  la  surface  comprise  sous  eA  ^ 
TE  est  à  la  surface  comprise  sous  er ,  ab  comme  eA  est  à  ©F  ; 
parce  que  les  droites  te  ,  BA  sont  égales  entre  elles.  Il  est  donc 
évident  que  la  surface  s  est  à  la  surface  N  comme  0A  est  à  er* 

On  démontrera  semblablement  que  la  surface  N  est  à  la  sur- 
face M  comme  er  est  à  eB  ;  et  que  la  surface  m  est  à  la  surface 
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A  comme  Be  est  à  ao.  Or  les  droites  £e  ,  Ae^  re ,  bo^  Ae  sont 
entre  elles  comme  des  nombres  pris  de  suite. 

PROPOSITION   XXVIIL 

r 

Si  dans  une  hélice  décritedans  une  révolution  quelconque^  on 
prend  deux  points  qui  ne  soient  pas  ses  extrémités ,  si  Ton 
mène  de  ces  points  des  droites  au  commencement  de  ThéÙce , 
et  si  du  commencement  de  Thélice  comme  centre  et  avec  des 
interyalles  égaux  aux  di*oites  menées  au  commencement  de 
Thélice^  on  décrit  des  cercles;  la  surfiu^  comprise  tant  par 
Tare  du  plus  grand  cercle  placé  entre  ces  droites  ^  que  par  la 
portion  de  Fhélice  placée  entre  ces  mêmes  droites ,  et  par  le  pro- 
longement de  la  plus  petite  de  ces  droites  sera  à  la  surface  com* 
prise  tant  par  Farc  du  plus  petit  cercle  que  par  la  inéme  portion 
de  l'hélice  et  par  la  droite  qui  joint  leurs  extrémités  comme  le 
rayon  du  plus  petit  cercle ,  conjointement  avec  les  deux  tiers 
de  rexcès  du  rayon  du  plus  grand  cercle  sur  ie  rayon  du  plus 
petit  cercle  est  au  rayon  du  plus  petit  cercle ,  conjointement 
avec  le  tiers  de  son  excès. 

Soit  lli^ice  ABrÂ  décrite  dans  la  première  révolution.  Prenons 
dans  cette  hélice  les  deux  points 
A  y  T.  Que  le  point  e  soit  son  com* 
mencement  ;  des  points  A ,  r  me- 
nims  des  droites  au  point  e  ;  et  du 
point  e  comme  c^itre  et  avec  le9 
intervalles  e  A  ^  er  ^  décrivons  des 
cercles.  Il  faut  démontrer  que  la 
surface  H  est  à  la  surface  n  comme 
la  droite  d  A  ^  conjointement  avec 
les  deux  tiers  de  la  droite  ha  est 
ir  la  droite  eA ,  conjointement  avec  le  tiers  de  ha. 


\ 
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Car  on  a  démontré  que  la  surface  Hn  est  au  secteur  Hre 
comme  la  surface  comprise  sous  ne,  Ae  ,  conjointement  avec 
le  tiers  du  quarré  de  ah  est^'au  quarré  de  ne  (26).  Donc 
la  surface  s  est  à  la  surface  Nn  comme  la  surface  comprise 
sous  eA^  AH^  conjointement  avec  les  deux  tiers  du  quarré  de 
HA  est  à  la  surface  comprise  sous  Ae  ^  en  ^  conjointement  avec 
le  tiers  du  quarré  de  ha  (a).  Mais  la  surface  Nn  est  au  secteur 
KnK  comme  la  surface  e  comprise  sous  eA ^  en,  conjoin- 
tement avec  le  tiers  du  quarré  de  ha  ,  est  au  quarré  de  eH  ; 
et  le  secteur  NnK  est  au  secteur  N  comme  le  quarré  de  en 
est  au  quarré  de  eA.  Donc  la  sur&ce  Nn  sera  au  secteur  N 
comme  la  surface  comprise  sous  e  A  ^  en  ^  con^'ointement  avec  le 
tiers  du  quarré  de  ha  ,  est  au  quarré  eA.  Donc  la  surface  Nn 
est  à  la  surface  n  comme  la  surface  comprise  sous  ne  ^  eA  ^ 
conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  ha^  est  à  Ia  sur-- 
face  comprise  sous  ha  ^  eA  ^  conjointement  avec  le  tiers  du 
quarré  de  HA.  Mais  la  surface  0  est  à  la  surface  nh  comme  la 
surface  comprise  sous  eA  ^  ah  ,  conjointement  avec  les  deux  tiers 
du  quarré  de  ha  ,  est  à  la  surface  comprise  sous  ne  ^  eA  ^  con- 
jointement avec  le  tiers  du  quarré  de  ha  ;.  et  la  surface  Nn  est 
à  la  sui*face  n  comme  la  surface  comprise  sous  ne  ^  eA^  conjoin- 
tement avec  le  tiers  du  quarré  de  ha  ,  est  à  la  surface  comprise 
sous  ha  9  Ae  ^  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  de  ha.  Donc 
la  surface  z  sera  à  la  surface  n  comme  la  surface  comprise  tous 
eA ,  ha  ^  conjointement  avec  les  deux  tiers  du  quarré  de  ha  ^  est 
à  la  surface  comprise  sous  eA  ^  ha  ^  conjointement  avec  le  tiers 
du  quarré  de  HA,  Mais  la  surface  comprise  sous  eA^  HA^  con- 
jointement avec  les  deux  tiers  du  quarré  de  HA  est  à  la  surface 
comprise  sous  eA^  ha^  conjointement  avec  le  tiers  du  quarré  do 
HA  comme  la  droite  eA^  conjointement  avec  les  deux  tiers  de 
la  droiJte  ha  est  à  la  droite  eA  ,  conjointement  avec  le  tiers  de 
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la  droite  HA.  Il  est  donc  évident  que  la  surface  n  est  à  la  sur- 
face K  comme  la  droite  eA ,  conjointement  avec  les  deux  tiers 
de  la  droite  HA  ^  est  à  la  droite  eA  ^  conjointement  ayec  le  tiers 
de  la  droite  HAr 
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DE  LEURS  CENTRES  DE  GRAVITÉ- 


LIVRE   PREMIER^ 

DEMANDES^ 

i\l)es  graves  égaux  suspendus  à  des  longueurs  égales  sont 
en  équilibre  (a). 

2^.  Des  graves  égaux  suspendus  à  des  longueurs  inégales 
ne  sont  point  en  équilibre  ;  et  celui  qui  est  suspendu  à  la 
plus  grande  longueur  est  porté  en  bas. 

3^.  Si  des  graves  suspendus  à  de  certaines  longueurs  sont  en 
équilibre  ^  et  si  Yon  ajoute  quelque  chose  à  un  de  ces  graves  ^ 
ils  ne  sont  plus  en  équilibre  ;  et  celui  auquel  on  ajoute  quelque 
chose  est  porté  en  bas. 

40.  Semblablement  »  si  Ton  retranche  quelque  chose  d'un 
de  ces  graves ,  ils  ne  sont  plus  en  équilibre  ;  et  celui  dont  on 
n^a  rien  retranché  est  porté  en  bas. 

5^.  Si  deux  figures  planes  semblables  sont  appliquées  exac- 
tement Tune  sur  Tautre^  leurs  centres  de  gravité  seront  placés 
l'un  sur  l'autre. 

6.  Les  centres  de  gravité  des  figures  inégales  et  semblables 
sont  semblablemen|;  plaoésb  ^ 
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Nous  disons  que  des  points  sont  semblablement  placés  dans 
des  figures  semblables^  lorsque  les  droites  menées  de  ces  points 
à  des  angles  égaux  forment  des  angles  égaux  avec  les  côtés 

homologues» 

7®.  Si  des  grandeurs  suspendues  à  de  certaines  longueurs 
sont  en  équilibre ,  des  grandeui-s  égales  aux  premières  suspen- 
dues aux  mêmes  longueurs  seront  encore  en  équilibre. 

8**.  Le  centre  de  gravité  d'une  figure  quelconque  dont  le 
contour  est  concave^  éa  même  côté ,  se  trouve  nécessairement 
en  dedans  de  la  figure. 

Cela  posé ,  je  procède  ainsi  qu^il  6uit  : 

PROPOSITION    L 

Lorsque  des  graves  suspendus  à  des  longueurs  égaler  sont 
en  équilibre ,  ces  graves  sont  égaux  entre  eux. 

Car  s'ils  étoient  inégaux^  après  avoir  ôté  du  plus  grand 
son  excès  y  les  graves  restans  ne  seroient  pas  en  équilibre  ^ 
puisque  Ton  auroit  ôté  quelque  chose  d'un  des  graves  qui  sont 
en  équilibre  (  Dem.  5  ).  Donc  lorsque  des  graves  suqiendus 
à  des  longueurs  égales  sont  en  équilibre  ^  ces  graves  sont  égaux 
entre  eux. 

ft  * 

PROPOSITION  II. 

Des  graves  iné^ux  suspendus  à  des  longuenors  égales  ne  sont 
pas  en  équilibre  ;  et  le  grave  qui  eA  le  plus  grand  est  porté 

ejx  bas^ 

Car  ayant  ôté  l'excès ,  ces  graves  seront  en  équilibre^  parce 
que  des  graves  égaux  suspendus  à  des  longueurs  égalas  sont  en 
équilibre  {Dem^  i).  Dônc^  si  l'oix  ajoute  ensuite  ce  qui  a  été 
ôté ,  le  plus  grand  des  deux  graves  sera;  porté  en  bas ,  car 
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on  aura  ajouté  quelque  chose  à  un  des  graves  qui  sont  en  éqm> 
libre  (Dem.  5).    . 


PROPOSITION    III. 
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B 


Des  grave»  inégatiJ:  suspendus  à  ded  lotigaeurs  inégales  peuH 
vent  être  en  équilibre  >  et  alors  It  plus  grand  sera  suspendu  à 
la  plus  petite  longueur. 

Que  A^  B  soient  des  grares  iné- 
gaux ,  et  que  A  soit  le  plus  grande 
Que  ces  graves  suspendus  ajix  lon^» 
gueurs  AP^  FB  soient  en  équilibre* 
II  Êuirt  démontrer  que  la  longueur 
Ar  est  plus  petite  que  la  longueur  rB« 

Que  la  longueur  Ar  ne  soit  pas  la  plus  p«*itew  ReiMIioliontf 
YexGè$  ôj$  A  sur  b.  Puisque  Toq  a  6té  quelque  chose  d'un  des 
graves  qui  sont  en  équilibre  ^  le  grave  b  sera  porté  en  ba« 
(Denu  4).  Maia  oe  grave  ne  sera  point  porté  en  bas;  car 
si  FA  est  é^  àrB|  il  y  aura  équilibre  (IJenh  i  );  et  si  ta  est 
plus  grand  que  TB  >  ce  sera  aU  contraire  le  grave  a  qui  sera  porté 
en  bas  ;  puisque  des  graves  égaux  suqamdus  à  des  longaenri 
inégales  ne  restent  point  en  équilibre ,  et  que  le  grave  suspendu 
à  la  plus  grande  longueur  est  porté  en  bas  (  Dem.  s  )•  Donc  fa 
est  plus  petit  querB.  Donc  y  m  des  graves  suspendus  à  des  lon-« 
gueurs  inégales  âont  en  équilibre,  il  est  évident  que  oee grades 
seront  inégaux,  et  que  le  plus  grand  sera  suspendu  à  la  plue 
petite  longueur. 
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PROPOSITION   IV. 


t 


1 


B 


Si  deux  grandeurs  ég^es  n^out  pas  la  même  centre  de  gra« 
vite ,  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  ces  deux 
grandeurs  est  le  point  placé  au  milieu  de'  la  droite  qui  joint 
les  centres  de  gravité  de  ces  deux  grandeurs  («). 

Que  le  point  a  soit  le  centre  de 
gravité  de  la  grandeur  A  ^  et  le  point 
B  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur B.  Ayant  mené  la  droite  ab  , 
partageons  cette  droite  en  deux  par* 
ties  égales  au  point  r.  Je  dis  que  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de^  deux  grandeurs 

Ék,  B  est  le  point  r. 

Gar^'isi  le  point  r^  n'est  pas  le  centre  dé  gravité  de  la 
grabdeur  qui  est  composée  des  deux  grandeurs  a^  B^  sup-* 
posons  f  si  cela  est  possible  y  que  ce  soit  le  point  A.  Il  est 
démontré  que  le  centre  de  grayité  est  dans*  la  droite  ab  (S). 
Puisque  le  point  à  est  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
Gomposée  des^  deux  grandeurs  a  ^  b  y  le  point  A  étant  soutenu , 
les:  grandeuFs:  A  ^ie.  serAnt  en  équilibré.  Doiic  les  grandeurs 
a  ,  B  sui^pendues  aux  longueurs  aa  y  ab  sont  en  équilibre*  Ce 
qui  ne.  peut  être  ;  par  des  grandeurs  égales  suspendues  à  des 
longueurs  inhales  ne  sdnt  point  en  équilibre  (  Denu  â  ).  Il  est 
dpno  évident  que  \^  point  r  est  le  centre  de  grayité  de  la  gran^ 
deur  qui  est  composée  des  grandeurs  a  ;  B. 
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PROPOSITION   V. 
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Si  les  centres  de  gravité  de  trois  grandeurs  sont  placés  dans 
une  même  droite  ;  si  ces  grandeurs  ont  la  même  pesanteur ,  et 
si  les  droites  placées  entre  les  centres  de  gravité  sont  égales^ 
le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces  gran- 
deurs sera  le  point  qui  est  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
du  milieu» 

Soient  les  trois  grandeurs  A  ^  B  ^  r; 
que  leurs  centres  de  gravités  soieut 
les  points  A^  B^  r  placés  dans  une 
méine  droite  ;  et  que  les  grandeur»: 
A^  B^  r  soient  égales  entré,  elles.^' 
ainsi  que  les  droites  Ar ,  rs.  Je  dis 
que  le  centre  de  gravité  de  la  grandetir  ccmiposée  de  toutes  ces 
grandeurs  est  le  point  r. 

Car^ptùsque  les  grandeurs  A,  B  ont  la  même  pesanteur, 
leur  centre  dé  Cavité  sera  le  point  r  (4);  car  les  droites  at, 
IB  sont  égales.  Mais  le  point  r  est  aussi  le  centre  de  gravité  de 
la  grandeur  r;il  est  donc  évident  que  le  centre  de  gravité 
de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces  grandeurs  sera  le  point 
qui  est  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  du  milieu. 

Il  suit  évidemment  de-là  que  y  si  les  contres  de  gravité  de  tant 
de  grandeurs  que  l'on  voudra  et  d'un  nombre  impair,  sont  dans 
la  même  droite^  si  celles  qui  sont  également  éloignées  de 
celle  qui  est  au  milieu  ont  la  même-  pesanteur^  et  si  les  droites 
comprises  entre  les  centres  de  gravité  sont  égales ,  le  centre 
de  gi-àvit^  de  la  gf àlideur 'cbmposée  de  totites  les  grandeurs  sera 
le  point  qîd  est  le'icèntre  de  gravité  de  la  grandeur  du  milieu. 
'  Si  ce^  grandeurs  sont  d'un  nombre  pair  ^  si  leur^  centres  de 
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gravité  sont  dans  la  même  droite  ,  si  celles  du  milieu  et  celles 
qui  sont  également  éloignées  de  part  et  d'autre  des  grandeurs 
du  milieu  ont  la  même  pesanteur  ^  et  si  les  droites  placées  entre 


les  centres  de  gravité  sont  égales ,  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  de  toutes  ces  grandeurs  sera  le  point  placé 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  >  ainsi  que 
cela  est  représenté  dans  la  figure  (« 

PROPOSITION   VI. 

Dê$  grandeurs  commeitsurables  sont  en  équilibre,  lorsqu'elles 
«ont  réciproquement  prc^oortionneUe^  aux  longueurs  auxquelles 
«ev  grwtdeurs  sont  suspendues. 

3Qient  les  grandenn  oommen$urables  k,  b;  que  leurs  centres 


T    H 


de  gr^vit^  soient  les  points  Aj  b  ;  soit  une  certfune  longueur  £A; 
et  que  la  gravdeux  a  wit  i  la  grandeur  b  comme  la  longueur 
AT  est  à  la  Icmgueur  rc*  U  &at  démontrer  que  le  centre  de  gra* 
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vîté  de  la  grandeur  composée  des  deux  grandeurs  A  ^  b  ^  est  le 
point  F. 

Puisque  A  est  à  B  comme  Ar  est  à  te,  et  que  les  grandeurs  a,  b 
sont  commensnrables^  les  droites  fa,  fe  seront  aussi  commensu^ 
râbles^  c'est-à-dire  qu'elles  seront  entre  elles  comme  une  droite  est 
à  une  droite.  Donc  les  droites  £F  ,  fa  ont  une  commune  mesure. 
Que  cette  commune  mesure  soit  n.  Supposons  que  chacune  des 
droites  ah  y  ak  soit  égale  à  la  droite  £F  et  que  la  droite  £a  soit 
égale  à  la  droite  AF.  Puisque  la  droite  AH  est  égale  à  la  droite 
F£^  la  droite  af  sera  égale  à  la  droite  £H^  et  la  droite  a£ 
égale  à  la  droite  £h.  Donc  la  droite  ah  est  double  de  la  droite 
Ar  ^  et  la  droite  hk  double  de  la  droite  fe.  Donc  la  droite  x 
mesure  chacune  des  droites  ah  ^  hk  ^  puisqu'elle  mesure  leurs 
moitiés.  Mais  A  est  à  b  comme  la  droite  AF  est  à  la  droite  £r ,  et 
la  droite  Ar  est  à  la  droite  F£  comme  la  droite  ah  est  à  la  droite 
hk  y  puisque  les  droites  ah  ,  hk  sont  doubl^^  des  droites  Ar  ^  F£  ; 
donc  A  est  à  B  comme  ah  est  à  hk.  Que  a  soit  autant  de  foi^ 
multiple  de  z  que  ah  J'est  de  n.  La  droite  ah  sera  à  la  droite  h. 
comme  a  est  à  z.  Mais  kh  est  à  ah  comme  B  est  à  a:  donc ,  par  rai- 
son d'égalité^  la  droite  kh  est  à  la  droite  n  comme  b  est  à  z.  Donc 
autant  de  fois  kh  est  multiple  de  n^  autant  de  fois  b  Test  de  z. 
Mais  on  a  démontré  que  A  est  aussi  un  multiple  de  z.  Donc  z 
e^t  la  commune  mesure  de  A  et  de  6.  Donc  si  ah  est  partagé 
dans  des  segmens  égaux  chacun  à  N  ^  et  A  dans  des  segmens  égaux 
chacun  à  z  ^  les  segmens  égaux  chacun  à  n  ^  qui  sont  dans  ah^ 
seront  en  même  nombre  que  les  segmens  é^ux  chacun  à  z  qui 
sont  dans  A.  Donc  si  à  chacun  des  segmens  de  ah  ,  on  applique 
une  grandeur  égale  à  z^  qui  ait  son  centre  de  grarité  dans  le 
milieu  de  chacun  des  segmens^  toutes  ces  grandeurs  seront  égales 
à  À  ^  et  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  toutes 
ces  grandeurs  sera  le  point' £;  car  elles  sont  en  nombre  pair^ 
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attendu  que  a£  est  égal  à  H£  (5).  On  démontrera  semUablement 
que  si  à  chacun  des  segmens  de  kh  ,  on  applique  une  grandeur 
égale  à  z  ^  qui  ait  son  centre  de  gravité  au  milieu  de  chacun  de 
ces  segmens ,  toutes  ceia  grandeurs  seront  égales  à  b  ^  et  que  le 
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centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces  grandeurs 
sera  le  point  a.  Mais  la  grandeur  a  est  appliquée  au  point  £  et 
la  grandeur  b  au  point  â  ;  donc  certaines  grandeur»  égales  entre 
elles  sont  placées  sur  une  droite  ;  leurs  centres  de  gravité  ont 
Mitre  eux  le  même  intervalle ,  et  ces  grandeurs  sont  en  nombre 
pair.  Il  est  donc  évident  que  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
composée  de  toutes  ces  grandeurs  est  le  point  placé  au  milieu 
de  la  droite  ,  sur  laquelle  sont  les  centres  de  gravité  des  gran- 
deurs moyennes  (5).  Mais  la  droite  ae  est  égale  à  la  droite  r^  et 
la  droite  ef  égale  k  la  droite  ak  ;  donc  la  droite  entière  Ar  est 
égale  à  la  droite  entière  fk.  Donc  le  centre  de  gravité  de  la  gran- 
deur composée  de  toutes  ces  grandeurs  est  le  point  r.  Donc  la 
grandeur  A  étant  appliquée  au  point  £,  et  la  grandeur  B  au  point 
A ,  ces  grandeurs  seront  en  équilibre  autour  du  point  r  (a). 

PROPOSITION   VIL 


Des  grandeurs  incommensurables  sont  en  équilibre  ^  lorsque 
fies  grandeurs  sont  réciproquement  proportiomaelles  aux  lon- 
gueurs auxquelles  ces  grandeurs  sont  suspendues. 

Que  les  grandeurs  AB^r  soient  incommensurables  >  et  que  ùe. 
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E2  soîisnt  1m  Iongn[eur$  auxquelles  ces  grandeurs  sont  sûspen^- 
due&  Que  la  grandeur  ab  soit  à  la  grandeur  r  comme  la  Ion* 
gueur  E^  est  à  la  longueur  £2.  Je  dis  que  le  centre  de  grayité 
de. la  grandeur  composée  des  dexùi  grandeurs  ab^  r  est  le 
points. 

Car  si  les  graniieurs  ab  ^  t  lie  sont  pas  en  équilibras  y  lorsqu» 
Tune  est  appliquée  au  point  z  et  Tautre  au  point  A ,  la  grandeur 
ab  est  trop  grande ,  par  rapport  à  la  grandeur  r ,  pour  (|ii^cilj( 
soit  en  équilibre  avec  elle ,  ou  elle  n^est  pas  assçz  gronda  ;  quf 
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la  grandeur  ab  $oit  ti^'op  grandeJ  Retranchons  de  ab  moins 
qu'il  ne  faudroit  pour"" rétablir  r  équilibre ,  mais  juste  ce  qu'il 
faut  pour  ôter  Tîncommensurabilité.  Les  grandeurs  a,  r  seront 
commensurables.  Mais  la  raison  de  A  à  r  sera  moindre  que  la 
raison  "de  ^'i  tt;  Siohclei^gtdnëèSxrs  À ,  r  *  suspwidues  aidi 
longueurs  AE ,  eV  ne  seront  point 'en  éqaifibi*e,  lorsque  PuHe 
sera  appliquée  âti  point  i'  efl'atttre  au  point  k  ^8).  Pat  lâ  mémo 
raison ,  elles  ne  seront  point  en  équilibre ,  si  on  suppose  que 
là  grandeur  r  est  trop  graride,  pat  rapport  à*  la  grandeur  aB| 
^our  qu^èlle  puisse  être  eh  léquîlibre  arec  elle  (a)» 


^ 
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IPiROPOSITION    VIII. 

Si  d'one  gnot/dviir  queloonque  »  on  retr^vich^  une  c^rUin» 
grandeur  qui  n'ait  pas  le  même  oe9tr0  de  gr^vilié  que  \9k  ffWf^ 
deor  «mtière  »  poMr  avoir  le  wxAiB  de  gr«.yité,  ^e  1»  gr^n4«u]| 
xestabte.  il  îasA  DX^oneer .  vfin  la  c^té  où.  e«t  le  oeo^  de  gsa^r 
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vite  de  la  grandeur  entière^  la  droite  qui  ^oint  leé  centres  de 
gravité  de  la  grandeur  totale  et  de  la  grandeur  retranchée  ; 
prendre  ensuite  sur  le  prolongement  de  la  droite  qui  joint 
les  centres  de  gravité  dont  nous  venons  de  parler  ^  une 
droite  qui  soit  à  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité 
comme  la  pesapteur  de  la  grandeur  retranchée  est  à  la  pe- 
santeur de  la  grandeur  restante ,  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  restante  sera  reactrémité  de  la  droite  prise  sur  le 
prolongement  (ât). 

Que  le  point  T  soit  le  c^itre  de  gravité  d'une  grandeur  ab; 
De  AB  retranchons  une  grandeur  AA ,  dont  le  centre  de  gravité 
soit  le  point  £.  J^yant  jnené  la  droite  £r  et  Tayaut  prolongée^ 
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retrapclrons  de  sonprplongemc!nt,,pii^,^partiç  rZ:qui  soit  à  la 
d^Qx^e  r£,  comrnfi^^il^]  gjrdkp^enr  AA  eat  à  la  gi^ai^deur.  ah.  U  faut 
démontrer  qu9  le  point  z  est  le  <;entre  <^e  gravité  de  la 
grandeur  AH.    ,  ..,  _  <,>  ,, 

Que.ie  point  r  ne  soit  pas^  le  cenf:i;e  xle  gra^it(§  de  ah  ^  mais 
bien  un  autre  point  ^  ^  si  cela  est.  po^ble*  Pulsqc}e  le  point  £  est 
le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  AA,  et  le  point  e  le  centre  de 
gravité  de  la  gratidéuir  AS,  Ite.  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
composée  des  deux  grandeurs  AA^  AH  sera  dans  la  droite  £e 
.  partagée  de  manière  que  Ses  segmens  $ôient  réciproqu entent 
proportionnels  à  ces  deux  grandeurs  (6  et  ^)  (€).  Donc^  le  point, 
r  *  ne  coïncidera  ^as  avec  la  section  dont  nofU^  venons  de 
parler." 'Donc  le 'point  r  n'est  pas  le  oentre  dé  giiavité  de  la 
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grandeur  composée  des  deux  grandeurs  aa  ^  Arî  ^  c'est-à-dire 
de  AB.  Mais  il  Test  par  supposition  ;  donc  le  point  e  n'est  pas 
le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  àh. 

PROPOSITION  IX. 


Le  centre  de  gravité  d'un  parallélogramme  quelconque  est 
dans  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  cotés  opposés. 
Soit  le  parallélogramme  abîa  y  dont  les  milieux  des  côtéa  ab  y 


E     K 
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TA  sont  joints  par  la  droite  EZ.  Je  dis  que  le  centre  de  gravité 
du  parallélogramme  AsrA  est  dans  la  droite  £z. 

Que  cela  ne  soit  point  ainsi  ;  et  supposons ,  si  cela  est  pos- 
sible ,  que  le  point  e  soit  le  centre  de  gravité.  Menons  la  droite 
ei  parallèle  à  ab.  Si  la  droite  eb  est  continuellem^ent  partagée 
en  deux  parties,  il  restera  enfin  un  segment  plus  petit  que  ei. 
Partageons  donc  chacune  des  droites  A£,  £B  dans  des  segmens 
égaux  chacun  à  £k,  et  par  les  points  de  division  conduisons 
des  droites  parallèles  à  £Z.  Le  parallélogramme  entier  sera  divisé 
dans  des  parallélogrammes  égaux  et  semblables  chacun  à  KZ. 
Donc  ces  parallélogrammes  égaux  et  semblables  chacun  au 
parallélogratnme  KZ ,  étant  apphqùés  exactement  les  uns  sur 
les  autres,  leurs  centres  de  gravité  s'appliqueront  aussi  exacte- 
ment les  uns  sur  les  autres  {Dent.  4).  Donc  ces  parallélo- 
grammes seront  éertaines  grandeuiSs  égales  chacune  à  kz  ,  et 
en  nombre  pfiir  ,  aj^t  leurs  centre;  de  gravité  placés  dans  la 


a86  de  L'équilibre  des  flans. 

même  droite  (a).  Mais  les  grandeurs  moyennes  sont  égale^^  et  ainsi 
que  toutes  celles  qui  sont  également  distantes  de  part  et  d'autre 
des  moyennes  y  et  les  droites  placées  entre  le  centre  de  gravité 
sont  aussi  égales  entre  elles;  donc  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  qui  est  composée  de  toutes  ces  grandeurs,  est  dans 
la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  grandeurs 
moyennes  (  5  )•  Mais  cela  n'est  point  y  puisque  le  point  e 
tombe  au-delà  de  la  moitié  des  parallélogrammes.  Il  est  donc 
évident  que  le  centre  de  gravité  du  parallélograaune  est  dans 
la  droite  il. 


PROPOSITION    X. 


Le  centre  de  gravité  d'un  parallélogramme  est  le  point  où 
les  deux  diagonales  se  rencontrent. 

Soit  le  parallélognunme  asfa.;  que  àz  coupe  les  côtés  ab, 
ïi^y  en  deux  parties  égales^  et  qiïe  ka  coupe  aussi  les  côtés 


E 
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^r ,  BÀ  en  deux  parties  égales.  Le  centre  de  gravité  du  paral*^ 
lélogramme  abta  sera  dans  la  droite  £Z  ;  ce  qui  a  été  démon-* 
jtré(9).  Par  la  même  raiscm^  il  sera  aussi  dans  la  droite  ka. 
Donc  le  point  e  est  le  centre  de  gravité.  Mais  les  diagonales  se 
rcBooiitreiit  au  ppint  e  ;  donc  la  proposition  «st  démontrée. 


On  peut  encore  démontrer  autrement  cette  proposition^ 
it  le  parallélpgnimme  abf^^  y  d<mt  ùiM  est  la  diagonale. 
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triangles  aba  ^  BT A  sont  égaux  et  semblables.  Donc  ces  triangles 
étant  placés  exactement  Tuii  sur  l'autre ,  leurs  centres  de  gra- 
vité seront  appliqués  Tun  sur  Tautre  (  Dem.  5  ).  Que  le  point  e 
soit  le  centre  de  gravité  du  triangle  aba.  Partageons  la  droite 
AB  en  deux  parties  égales  au  point  e.  Ayant  conduit  la  droite 
Ee  et  rayant  prolongée ,  prenons  ze  égal  à  Ee,  Le  triangle  ab A 


étant  appliqué  exactement  sur  le  triante  BAr^  le  côté  ab 
sur  le  côté  Ar  et  le  côté  AA  sur  le  côté  Br^  la  droite  e£ 
«'appliquera  exactement  sur  la  droite  z^  et  le  point  £  sur  le 
point  z.  Mais  le  centre  de  gravité  du  triangle  aba  s'applique 
exactaHent  sur  le  centre  de  gravité  du  triangle  Br  A  {Dent.  5  )  ; 
donc  puisque  le  centre  de  gravité  du  triangle  aba  est  le  point 
B  y  et  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABr  est  le  point  z  j 
il  est  évident  que  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
de  ces  deux  triangles  ^  est  le  point  placé  au  milieu  de  la  droite 
£z  y  qui  est  certainement  le  point  e. 


PROPOSITION    XL 

Si  deux  triangles  sont  semblables  >  si  des  points  sont  sem^ 
blablement  placés  dans  ces  triangles^  et  si  l'un  de  ces  points 
est  le  centre  de  gravité  du  triangle  dans  lequel  il  est  placée 
l'autre  point  sera  aussi  le  centre  de  gravité  du  triangle  dans 
lequel  il  est  placé.  Nous  disons  que  des  points  sont  semblable-- 
ment  placés  dans  des  figures  semblables^  lorsque  les  droites  me- 


rs 
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nées  de  ces  points  à  des  angles  égaux  font  des  angles  égaux  avec 
les  côtés  homologues. 

Soient  les  deux  triangles  abf  ,  aez  ;  et  que  Ar  soit  à 
AZ  comme  ab  est  à  AE ,  et  comme  Br  est  à  ez.  Que  dans  les 
triangles  dont  nous  venons  de 
parler ,  les  points  e ,  N  soient  sem- 
blablement  placés ,  et  que  le  point 
e  soit  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABr.  Je  dis  que  le  point  N 
est  aussi  le  centre  de  gravité  du  £ 
'  triangle  A£Z« 

Que  le  point  N  ne  soit  pas  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ùEt^  et  que  ce  soit  un  autre  point  H,  si  cela  est  possible. 
Menons  les  droites  eA^  ob^  er,  an,  en,  zn,  ah,  eh,  zh. 
Puisque  les  triangles  ABr,  AEZ  sont  semblables ,  que  leurs  centres 
de  gravité  sont  les  points  e ,  H ,  et  que  les  centrés  de  gravité 
des  figures  semblables  sont  semblablement  placés ,  c'est-à-dire 
que  les  droites  menées  des  centres  de  gravité  aux  angles  égaux 
et  correspondans ,  forment  des  angles-  égaux  avec  les  côtés  ho- 
mologues, Fangle  hae  sera  égal  à  l'angle  gab.  Mais  l'angle  eAB  est 
égal  à  l'angle  ean  ,  puisque  les  points  e ,  N  sont  semblablement 
placés.  Donc  l'angle  eah  est  égal  à  l'angle  ean  ,  c'est-à-dire  que 
le  plus  grand  est  égal  au  plus  petit  ;  ce  qui  ne  peut  être.  Donc  le 
point  N  n'est  pas  le  centre  de  gravité  du  triangle  aez.  Donc 
le  point  N  dont  nous  avons  parlé  est  son  centre  de  gravité. 


• 
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PROPOSITION    XII 


Si  deux  triangles  sont  semblables  ^  et  si  1^  centre  de  gravité 
de  Tun  est  dans  la  droite  menée  d'un  des  angles  au  milieu  de 
la  l^ase ,  le  centre  de  gravité  de  Tautre  sera  aussi  dans  une 
droite  semblablement  menéa 

Soient  les  deux  triangles  ABr  ^  A£Z.  Que  af  soit  à  Az  comme 
AB  est  à  A£  9  et  comme  bf  est  à  Z£.  Ayant  partagé  la  droite  Af 
en  deux  x>arties  égales  au  point 
H^  menons  la  droite  bh.  Que 
le  point  e ,  pris  dans  la  droite 
BH ,  soit  le  centre  de  gravité  du 
triangle  abf.  Je  dis  que  le  centre 
de  gravité  du  triangle  £AZ  sera  a 
aussi  dans  une  droite  semblablement  menée. 

Partageons  AZ  en  deux  parties  égales  au  point  M  ^  et  menons 
la  droite  £M.  Faisons  en  sorte  que  bh  soit  à  Be  comme  M£  est  à 
£N  y  et  menons  les  droites  Ae  ^  er  ^  an  ^  nz.  Puisque  ah  eçt  la 
moitié  de  rA^  et  am  la  moitié  de. AZ^  la  droite  ba  sera  à  la  droite 
£A  comme  ah  est  à  am.  Mais  ces  côtés  qui  sont  proportiontiels 
sont  placés  autour  d'angles  égaux;  donc  Taûgle  ahb  est  égal 
à  Tangle  am£.  Donc  ah  est  à  am  comme  bh  est  à  eu^  Mais 
9H  est  à  Be  comme  m£  est  à  eh  (çt)  ;  donc ,  par  raison  d'éga- 
lité^ là  droite  ab  est  à  la  droite  A£  comme  Be  est  à  £N.  Mais 
ces  côtés  qili  sont  proportiom^ls  sont  placés  autour  d'angles 
égaux  ;  donc  Tangle  BAe  est  égal  à  Tangle  £AN.  Donc  Fangle 
restant  e  af  est  aussi  égal  à  Tangle  HAZ.  Par  la  même  raison  , 
Tangle  Bre  est  égal  à  Tani^  ezn  ,  et  Tangle  ern  égal  h  Tangle 
KZM*  Mai»  ou  a  démontré  que  Tangle  Ase  est  égal  à  Fangle 
AEM  i  donc  Tanglç  restant  em  est  an^si  égal  k  Tangle  i<i£Z.  D'où 
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il  suit  que  les  points  e  ^  N  sont  semblablement  placés  sur  des 
côtés  homologues ,  et  qu'ils  forment  des  angles  égaux.  Donc  les 
points  e  ,  n  sont  semblablement  placés.  Mais  le  point  e  est  le 
centre  de  gravité  du  triangle  abt  ;  donc  le  point  n  est  ausdi  le 
centre  de  gravité  du  triangle  AEZ  (  dem.  6  )♦ 

PROPOSITION    XIIL 


Le  centre  de  gravité  d'un  triangle  quelconque  est  dans  la 

droite  qui  est  menée  d'un  des  angles  au  milieu  de  la  base. 
Soit  le  triangle  ABr,  et  que  dans  ce  ti*iangle  la  droite  AA  soit 

menée  au  milieu  de  la  base.  U  faut  démontrer  que  le  centre  de 

gravité  du  triangle  ABr  est  dans  la  droite  AA. 
Que  cela  ne  soit  point  ainsi  ; 

et  que  le  point  e  soit  son  centre 

de  gravité^  si  cela  est  possible. 

Par  ce  point  conduisons  la  droite 

ei  parallèle  à  m.  Si  la  droite  Ar 
iest  continuellement  partagée  en 
deux  parties  égales^  il  restera 
enfin  un  segment  moindre  que 
ei.  Partageons  chacune  des  droites  BA,  A  eu  segmens  égaux; 
*par  les  points  de  division  conduisons  des  parallèles  à  AA,  et 
menons  les  droites  El,  hk,  am;  ces  droites  seront  parallèles  à  bt  {a). 
Or  5  le  centre  de  gravité  du  parallélogramme  mn  est  dans  la 
idrqite  YX,  celtti  du  parallélogramme  kh,  dans  la  droite  ty,  et 
enfin  celui  du  parallélogramme  zo,  dans  la  droite  TA.  Donc  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces  gran^ 
deurs  eM  dans  la  droite  SA  (5).  Que  son  centre  de  gravité  soit  le 
jpoiht  p.*  Menons  là  droite  Pe,  et  ayafit  prolongé  éette  droite  | 
Conduisons  la  ditoite  r«  parallèle  à  AÂ.  Le  triangle  AAr  est  à  la 
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somme  de  tous  les  triangles  qui  sont  semblables  au  triangle 
AAr  et  qui  sont  construits  sur  les  droites   am,  mk,  kz,  zt, 
comme  ta  est  à  am;    parce  que  les  droites  am,  mk,  rz,  zr 
sont  égales  entre  elles  (C).  Mais  le  triangle  aab  est  aussi  à  la 
somme  de  tous  les  triangles  construits  sur  les  droites  aa^  ah^ 
H£  ^  £B  comme  b  a  est  à  A  a  ;  donc  le  triangle  Aar  est  à  la  somme 
de  tous  les  triangles  dont  nous  venons  de  parler  comme  ta  est  ., 
à  AM.  Mais  la  raison  de  ta  à  am  est  plus  grande  que  la  raison 
de  *p  à  pe  ;  .car  ta  est  à  am  comme  ♦?  est  à  pn ,  parce  que  les 
triangles  sont  semblables  (9/)  ;  donc  la  raison  du  triangle  abt 
à  la  somme  des  triangles  dont  nous  avons  parlé  est  plus^rando 
que  la  raison  de  «p  à  pe.  Donc  par  soustraction  ^  la  raison  de 
la  somme  des  parallélogrammes  mn  ^  k^  ^  zo  à  la  somme  des 
triangles  restans  est  plus  grande  que  la  raison  de  «a  à  ep..  Que 
la;  droite  xe  soit  à  la  droite  ep  comme  la  somme  des  parallélo-* 
grammes  est  à  la  somme  des  triangles.  Puisque  Ton  a  une  certaine 
grandeur  Asr  dont  le  centre  de  gravité  est. le  point  e,  que  de 
eette  grandeur  on  a  i&té  une  grandeur  composée  des .  parallèle** 
grammes  mn^k;s^  ze^  et  que  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
retranchée  est  le  point  p  ^  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  res« 
tante  qui  est  composée  des  triangles  restans  sera  dans  la  droite  pe 
prolongée ,  et  le  prolongement  de  cette  droite  sera  à  la  droite  ep. 
comme  la  grandeur  retranchée  est  à  la  grandeur  restante  (8); 

■ 

Donc  le  point  x  est  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  com- 
posée des  triangles  restons.  Ce  qui  ne  peut  être  ;  car  ayant  con-9 
duit  par  le  point  x^  et  dans  le  plan  du  triangle  Asr  une  droite 
parallèle  à  AA^  tous  les  triangles  seroient  du  même  côté  de  cette 
droite ,  c^est-à«-dire  de  Tuu  ou  de  Fautre  côté.  Donc  la  proposl« 
tion  est  évidente. 


S9S  DE. L'ÉQUILIBRE  DES  PLANS. 

AUTREMENT, 

Soit  le  triangle  abf  ;  menons  la  droite  aa  au  milieu  de  bf. 

Je  dis   que  le  centre  de  gravité  du  triangle  Abf  est  dans  la 

droite  A  A. 

Que  cela  ne  soit  pas  ainsi  y  et  que  le  centre  de  grarité  soit  le 

point  e^  si  cela  est  possible.  Menons  les 

droites  Aè^OB^er, et  les  droites  ea, ze  aux 

milieux  de  BA ,  Ar.  Conduisons  ensuite 

les  droites  £K ,  Za  parallèles  h,  la  droite 

Ae^  et  menons  enfin  les  droites  KA ,  AA^ 

AK^  Ae  ^  MK.  Puisque  le  triangle  ABr  est 

semblable  au  triangle  Azr  y  à  cause  que 

BA  est  parallèle  à  ZA^   et  puisque  le 

centre  de  gravité  du  triangle  abf  est  le  point  e  y  le  centre  de 
gravité  du  triangle  ZAr  sera  le  point  a;  car  il  est  évident  que 
les  points  0^  a  sont  semblablement  placés  dans  chaque  trian- 
gle {al)  (11).  Far  la  même  raison^  le  centre  de  gravité  du  triangle 
£BA  est  le  point  K.  Donc  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
composée  des  triangles  eba  ,  ZAr  est  au  milieu  de  la  droite  ka  ^ 
parce  que  les  triangles  eba  y  ZAr  sont  égaux.  Mais  le  point  K  est 
le  milieu  de  ka^  parce  que  be  est  à  ea  comme  bk  est  à  eK^et  que 
rz  est  à  ZA  comme  ta  est  à  ao.  Donc^  puisque  cela  est  ainsi, 
la  droite  ka  est  parallèle  à  la  droite  bf.  Mais  on  a  mené  la 
droite  A0  ;  donc  BA  est  à  Ar  comme  KN  est  à  na.  Donc  Je  centre 
de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  deux  triangles,  dont 
nous  venons  de  parler ,  est  le  point  n.  Mais  le  centre  de  gra- 
vité du  parallélogramme  aeaz  est  le  point  M;  donc  le  centre 
de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  toutes  ces  grandeurs  est 
dans  là  droite  mn.  Mais  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABr 
est  le  point  e;  donc  la  droite  MN  prolongée  passera  par  le  point 
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e.  Ce  qui  est  impossible*  Donc  le  centre  du  triangle  ABr  n^est 
point  hors  de  la  droite  aù^  îl  est  donc  4^s  cette  droite* 

PROPOSITION   XIV. 

Le  centre  de  gravité  d'un  triangle  quelconque  est  le  point 
où  se  coupent  mutuellement  des  droites  inenées  des  angles  du 
triangle  aux  milieux  des  côtés. 

Soit  le  triangle  abi.  Conduisons  la  droite  A  A 
au  milieu  du  côté-ar^  et  la  droite  be  au  milieu 
du  côté  Ar.  Le  centre  de  gravité  du  triangle  ABr 
est  dans  les  deux  droites  aa,  b£^  ce  qui  a  été 
démontré  (i3\  Donc  le  point  e  est  le  centre  de 
gravité  du  triangle  ABr. 

PROPOSITION  XV. 

Le  centre  de  gravité. d'un  trapèze  quelconque  ayant  deux 
côtés  parallèles  9  est  dans  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux 

« 

côtés  parallèles  ^  partagée  de  manière  que  la  partie  placée  vers 
le  point  où  le  plus  petit  des  côtés  parallèles  est  partagé  en  deux 
parties  égales^  soit  à  Tautre  partie  comme  le  double  du  plus 
grand  des  côtés  parallèles^  conjointement  avec  le  plus  petit  est 
au  double  du  plus  petit,  conjointement  avec  Je  plus  grand. 

Soit  le  trapèze  abfa,  ayant  les  côtés 
AA,  Bi  parallèles.  Que  la  droite  EZ 
joigne  les  milieux  des  côtés  AA,  bf.  Il 
est  évident  que  le  centre  de  gravité  du 
trapè2^  est  dans  la  droite  £Z;  car  si 
nous  prolongeons  les  droites  tùh,  ieh, 

bah,  ces  droites  se   rencontreront  en  §  z       •       "r 

un  même  point  {a).  Donc  le  centre  de  gravité   du  triangle 
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HBT  est  dans  la  droite  HZ.  Mais  le  centre  de  gravité  dû  triangle 

AHA  est  aussi  dans  la  droite  £H  ;  donc  le  centre  tîe  gravilé  da 

trapèze  restant  abfa   est  aussi  dans  la  droite  £z  (8).  Menons 

la  droite  ba  y  et  partageons  cette  droite  en  trois  parties  égales 

aux  points  k  ,  e.;  par  ces  points  con- 

duisons  les  droites  AeM ,  nkt  parallèles 

à  Br  ^  et  menons  Al,  be,  os.  Le  centre 

de  gravité  du^ triangle  A^r  seja  dans  ,eM, 

parce  que  eB  est  le  tiers  de  jba  (jS\  et  que 

la  droite  >Me  a  été  conduite  par  le  point 

e  parallèlement  à  la  base  Me.  Mais  le 

centre  du  triangle  Abf  est  dans  la  droite 

AZ  ;  donc  le  point  s  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  dont 

nous  venons  de  parler.  Mais ,  par  la  même  raison ,  le  point  o 

est  le  centre  de  gravité  du  triangles  ^abÂ;  donc  le  centre  de  gra« 

vite  de  la  grandeur  composée  des  triangles  aba,  bai,  c'est-à^ 

dire  du  trapèze,  est  dans  la  droite  oh.  Mais  le  centre  de  gravité 

du  trapèze  dont  nous  venons  de  parler  est  aussi  dans  la  droite  £Z; 

donc  le  point  n  est  le  centre  de  gravité  du  trapèze  abfa.  Donc 

— »  ■ 

le  triangle  bfa  est  au  triangle  aba  comme  on  est  à  u:s  (6  et  7  )• 
Mais  le  triangle  bat  est  au  triangle  aba  comme  âr  est  à  AA ,  et  on 
est  à  Tis  comme  itp  est  à  ux;  donc  bf  est  à  AA  comme  pn  est  à  ni. 
Donc  aussi  le  double  de  bf,  conjointement  avec  AA  est  au  double 
de  AA,  conjointement  avec  bf  comme  le  double  de  pn>  conjoin-^ 
tement  avec  n2  est  au  double  de  nx,  conjointement  avec  np. 
Mais  le  double  de  pn ,  conjointement  avec  n%  est  égal  à  £p , 
conjointement  avec  ptt  ,  c'est-à-dire  à  pe;  et  le  double  de  UT, 
conjointement  avec  np  est  égal  à  pn  ,  conjointement  avec  n%, 
c'est-à-dire  à  ni«  Donc  la  proposition  est  démontrée^ 
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01  détû:  surfaces  qui  sotit  comprises  par  une  droite  et  par  une 
parabole^  et  qiii  pieuvént  par ' conséquent  s^appliquer  sur  une 

*        ^  .  -  é  '      ' 

«droite  donnée'^  n'ont  pas  le  même  centre  de  gi'avité,  le  centre  de 
gràvit:e  de  la  grandeur  composée  des  deux  premières  sera  dans 
la  droite  qui  joint  les  centrés  de  gravité  >  la  droite  dojit  .nous 
Tenèns  de  parler  étailt  partagée  de  manière  que  ses  segmens 
soient  réciptoquement  proportionnés  aux  surfaces  paraboliques» 
Soient  deux  surfaces  ab^  r^^  telles  que  celles  dont  nous 


<  •  ( 
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Tenons  cle  parler.  Que  leurs  centres  de  gravité  soîéut  les  points 
fi,';z,  et  quié là'sttr&de  ta  «oitilastir^'e  TA  comme  ze  est  & 
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eE.  Il  faut  démontrer  que  le  point  e  est  le  centime  de  gravité 
de  la  grandeur  composée  des  deux  grandeurs  ab  ,  rA. 

Que  chacune  des  droites  iHy  ZK  soit  égcde  à  £9^  et  la  droite 
EA  égale  à  la  droite  te ,  c'est-à-dire  à  la  droite  he*.  La  droite  Ae 


sera  aussi  égale  à  la  droite  ko  ;  et  la  sur&ee  ab  sera  à  la  surface 

« 

rA  comme  ah  est  à  hk;  car  chacune  des  droites  ah^  hk  est 
double  de  chacune  des  droites  le  ^  e£.  Appliquons  sur  1^  droite 
AH  de  Tun  et  de  l'autre  côté .  la  surface  AB  ;  de  manière  que  la 
surface  mn  soit  égale  à  la  surface  ab  (a).  Le  centre  djegra- 
vite  de  la  surface  mn  sera  le  poiixt  e  (i^g).  Achevons  le  rec- 
tangle NE.  La  surface  hin  sera  à  la  surface  nK:  conxn^e  ah  est  à 
NK.  Mais  la  surface  ab  est  à  la  s^rfape  ,rAxomirLe  ah  est  à  hk; 
donc  la  surface  ab  est  à  la  surface  TA  co,mme  la  surface  mn  est  à 
la  surface  NE ,  et  par  permutation.  .•.,..,..  Mais  la  surface  ab 
est  égale  à  la  surface  mn  ;  donc  la  surface  r  A  est  égale  à  la  sur- 
face NE.  Puisque  le  centre  de  gravité  de  ne  est  le  point  z ,  que  la 
droite  Ae  est  égale  à  la  droite  eK  ^  et  que  la  droite  entière  ak 
partage  les  côtés  opposés  en  deux  parties  égales^  le  point  e-sera 
le  centre  de  gravité  de  la  sur£sice  entière  nM  (  1  ^  9  ).  Mais  la 
surface  Mn  est  égale  à  une  surface  composée  de  mn^  n2;  donc  le 
point  e  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface  composée  des 
sur&ces  .ab  ,  rA. 

•  «    *  * 

Si  dans  le 


•      I 
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qiM.  est  .CQinpns  pfir,aiif>  droit#  et;paB 
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une  parabole 9  on  inscrit  un  triangle  qui  ait  la  même  basé  et 
la'  même  hauteur  que  le  segment;  si  dans  les  segmens  restans 
ont  inscrit  des  triangles  qui  aient  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  ces  segmens^  et  si  l'on  continue  d'inscrire  de  la 
même  manière  des  triangles  dans  les  segmens  restans^  la  figure 
produite  est  dite  inscrite  régulièrement  dans  le  segment  {€).  Il 
est  évident  que  les  droites  qui  joignent  les  angles  de  la  figuro 
inscrite  de  cette  manière^  non-seulement  ceux  qui  sont  les  plus 
près  du  sommet^  mais  encore  ceux  qui  viennent  ensuite^  seront 
parallèles  à  la  base  du  sçgment  Ces  droites  seront  coupées  en 
deux  parties  égales  par  le  diamètre  du  segment;  et  ces  mêmes 
droites  couperont  le  diamètre  de  manière  que  ses  sqgmens,  en 
comptant  pour  un  celui  qui  est  vers  le  sommet ,  seront  entre 
-eux  comme  les  nombres  succçssjivement  impairs.  Ce  qu'il  faut 
démontrer  (t^)* 

PROPOSITION   IL 

Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une 
parabole^  on  inscrit  régulièrement  une  figure  rectiligne^  le 
centre  de  gravité  de  la  figure  rectiligne  sera  dans  le  diamètre 
du  segment 

Que   le  segment  abt  soit  tel  que  celui  dont  nous  venons 


de  parler.  Inscriycms  -  lui  régulièrement  la  figure  rectiligne 

38 
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A£zHBdiKr.  Que  ba  soit  le  diamètre  du  segment  II  faut  démon- 
trer que  le  centre  de  gravité  de  cette  figura  rectiligne  est 
dans  BA. 


Car  puisque  le  centre  de  gravité  du  trapèze  ABKr  est  dans  la 
droite  AA  (i^  iS)^  le  centre  de  gravité  du  trapèze  £ZIH  dans 
MA  y  le  centre  dé  gravité  du  trapèze  ZHei  dans  mk  ^  et  enfin  le 
centre  de  gravité  du  triangle  hbo  dans  bn^  il  est  évident  que 
le  centre  de  gravité  de  la  figure  rectiligne  entière  sera  dans  BA. 

PROPOSITION    IIL 


Si  dans  deux  segmens  semblables  compris  par  une  droite 
et  par  une  parabole,  on  inscrit  régulièrement  des  figures  rec- 
tilignes  qui  aient  le  même  nombre  de  côtés,  les  centres  de 
gravité  des  figures  rectilignes  seront  semblablement  placés  dans 
les  diamètres  des  segmens  (a). 

Soient  les  deux  segmens  abf  ,  sfon.  Inscrivons-leur  réguliè- 
rement des  figures  rectilignes  qui  aient  chacune  le  même 
nombre  de  côtés*  Que  ba,  op  soient  les  diamètres  des  segmens. 
Menons  les  droites  £K,  zi,  He;  et  les  droites  2T,t*,  x^.  Puisque  les 
diamètres  BA,  po  sont  partagés  semblablement  par  les  parallèles  ; 
que  leurs  segmens  sont  comme  les  nombres  successivement 
impairs ,  et  que  ces  segmens  sont  égaux  en  nombre ,  il  est  évi* 
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dent  que  non-seulement  les  segmens  des  diamètres",  maïs  en- 
core les  parallèles,  seront  dans  les  mêmes  raisons  (S).  Mais 
les  centres  de  gravité  des  trapèzes  aekf,  mm  seront  semblable- 
ment  placés  dans  les  droites  aa,   np,  parce  que  la  raison 


S  P  ir     ' 

de  Ar  à  ek  est  la  même  que  la  raison  de  Hn  à  2T  (  1 ,  i5);  les 
centres  de  gravité  des  trapèzes  £ziR ,  2Y«T  seront  semblable- 
ment  placés  dans  les  droites  am,  ci<r;  les  centres  de  gravité  deft 

trapèzes  ze ,  y^p  seront  semblablement  placés  dans  les  droites 

.  «         • 

us  ,  TU  y  et  les  centres  de  gravité  des  triangles  HBe ,  XO'*'  seront 
encore  semblablement  placés  dans  les  droites  Bn,  ol|  ;  et  de  plus 
les  trapèzes  et  les  triangles  sont  proportionnels.  II  est  donc  évi^ 
dent  que  le  centre  de  gravité  de  la  figure  recliligne  entière 
inscrite  dans  lé  segment  ABr/  et  le  centre  de  gravité  de  la  figure 
rectiligne  entière^  inscrite  dans  le  segment  sen  sont  semblable*- 
ment  placés  dans  les  diamètres  B^,  op.  Ce  qu'il  Êdloit  démontrer. 


\ 
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PI\OPOSITION   IV. 

«•  ■ 

i 

Le  centre  de  gravUé  d'un  segment  quelconque  compris  par 
une  droite  et  par  une  parabole  est  dans  le  diamètre  du 
segment.     ^ 

Soit  ABP  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  Tenons  de 


parler.  Que  son  diamètre  soit  ba.  H  faut  démontrer  que  le 
centre  de  gravité  du  segment  dont  nous  venons  de' parler  est 
dans  la  droite  ba. 

,  Que  cela  ne  soit  point;  et  que  le  point  E  soit  son  centre  de 
gravité.  Par  ce  point  conduisons  £Z  parallèle  à  BA.  Inscrivons  dans 
le  segment  un  triangle  ABr>  ayant  la  même  base  et  la  même  hau- 
teur que  ce  segment;  et  que  rz  soit  à  AZ  comme  le  triangle  ABr 

m 

est  à  la  surface  k.  Inscrivons  régulièrement  dans  le  se^nent  une 
figure  rectiligne  ^  de  manière  que  la  somme  des  segmens  restant 
soit  moindre  que  la  surface  K  (a).  Le  centre  de  gravité  de  la  Agure 
rectiligne  inscrite  est  dans  la  di^oite  BA  (â^  2);  que  son  centre 
de  gravité  soit  le  point  e.  Menons  la  droite  e£;  et  ayant  pro- 
longé cette  droite ,  conduisons  rA  parallèle  à  BA.  Il  est  évident 
que  la  raison  de  la  figure  rectiligne  inscrite  dans  le  segment  à 
la  somme  des  segmens  rçstans  est  plus  grande  que  la  raison  du 
triangle  abt  à  la  surface  k.  Mais  le  triangle  abf  est  à  la  surface 


'Si 
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K  comme  rz  est  à  za;  donc  la  raison  de  la  figure  inscrite  dans  le 
segment  à  la  somme  des  segmens  restans  est  plus  grande  que  la 

a" 

raison  de  rz  à  ZA  ^  c'est-à-dire  de  A£  à  £e.  Que  me  soit  à  £e  comme 
la  figure  rectiligne  inscrite  est  à  la  somnie  des  segmens.  Donc 
puisque  le  centre  de  gravité  du  segment  entier  est  le  point  £ ,  et 
que  le  centre  de  gravité  de  la  figure  inscrite  est  le  point  e ,  il  est 
évident  que  le  •centre  de  gravité  de  la  grandeur  restante  qui 
est  composée  de  tous  les  segmens  restans  sera  dans  la  .droite 
e£  prolongée^  de  manière  que  son  prolongement  soit  à  e£ 
comme  la  figure  rectiligne  inscrite  est  à  la  somme  des  segmens 
restans  (  t  ^  8).  Donc  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
des  segmens  restans  sera  le  point  M.  Ce  qui  est  absurde;  car  tous 
les  segmens  restans  sont  du  même  côté  de  la  droite  menée  par 
le  point  M  parallèle  à  BA.  U  est  donc  évident  que  le  centre  de 
gravité  est  dans  ba. 

PROPOSITION   V. 

Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  ime  para- 
bole ,  on  inscrit  régulièrement  une  figure  rectiligne  ^  le  centre 
de  gravité  du  segment  est  plus  près  du  sommet  que  le  centre 
de  gravité  de  la  figure  rectiligne. 

Soit  ABr  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler; 


que  BA  soit  son  diamètre.  IascriTons4ai  d'abord  régulièreouu^ 
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le  triangle  ABr.  Partageons  BA  au  point  £  ^  de  manière  que  be 
soit  double  de  £A«  Le  point  £  sera  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABr.  Partageons  les  droites  ab^  Br  en  deux  parties 
égales  aux  points  z^  h^  et  par  les  points  z^  H  conduisons  les 
droites  IK,  ah  parallèles  à  bA;  le  centre  de  gravité  du  segment 


AKB  sera  dans  la  droite  ZK  ^  et  le  centre  de  gravité  du  segment 
bfa  dans  la  droite  ha  (2^  4).  Que  ces  centres  de  gravité  soient 
les  points  e ,  i.  Menons  ei.  Puisque  la  figure  ezHi  est  un  paral« 
lélogramme  (a),  et  que  zn  est  égal  à  nh^  la  droite  xe  sera 
égale  à  la  droite  xi.  Donc  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur 
composée  des  deux  segmens  akb  ,  baî  sera  dans  le  milieu  de 
ei ,  c'est  -  à  -  dire  en  x  ;  cor  ces  segmens  sont  égaux  (€)* 
Puisque  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABr  est  le  point  £ ,  et 
que  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  deux 
segmens  akb  ,  eaf  est  le  point  x,  il  est  évident  que  le  centre  de 
gravité  du  segment  total  abf  sera  dans  XE ,  c'est-à-dire  entre  les 
points  X  et  £  (2,  8).  Donc  le  centre  de  gravité  du  segment  entier 
sera  plus  près  du  sommet  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
régulièrement  inscrit 


Inscrivons  ensuite  régulièrement  dans  le  segment  ABr  le  pen- 
tagone  akbaf.  Que  la  droite  BA  soit  le  diamètre  du  segment 
entier  9  el  les  droites  KZ^  ah  les  diamètres  des  segmjens  akb^  EAr. 
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Puisque  dans  le  segment  akb  on  a  inscrit  régulièrement  un 
triangle  ^  le  centre  de  gravité  ^u  segment  entier  est  plus  près 
du  sommet  que  le  centre  de  gravité  du  triangle.  Que  le  point 
e  soit  le  centre  de  gravité  du  segment  akb  ^  et  le  point  i  celui 


du  triangle;  que  le  point  m  soit  le  centre  de  gravité  du  seg* 
ment  baf  ,  et  le  point  n  celui  du  triangle.  Joignons  les  points 
e>  M  et  les  points  i^  n.  La  droite  ex  sera  égale  à  la  droite  XM, 
et  la  droite  IT  à  la  droite  tn.  Mais  le  triangle  bat  est  égal  au 
triangle  akb,  et  le  segment  baf  au  segment  akb,  car  on  adémon* 
tré  dans  d'autres  livres  que  ces  segmens  sont  égaux  à  quatre  fois 
le  tiers  des  triangles  (9  )  ;  donc  le  point  x  sera  le  centre  de  gravité 
de  la  grandeur  composée  des  segmens  akb  ,  baf,  et  le  point  T  le 
centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  des  triangles  akb, 
baf.  Donc  puisque  le  point  E  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABF,  et  le  point  x  le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée 
des  segmens  akb,  baf,  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité 
du  segment  entier  abf  est  dans  la  droite  X£,  partagée  de  manière 
que  la  partie  dont  l'extrémité  est  le  point  x  soit  à  la  plus  petite 
partie  comme  le  triangle  abf  est  à  la  somme  des  segmens  akb  , 
baf  (1,8).  Mais  le  centre  de  gravité  du  pentagone  akbaf  est 
•  dans  la  droite  et,  partagée  de  manière  que  la  partie  dont  l'extré- 
mité est  le  point  t  ,  soit  à  l'autre  paftie  comme  le  triangle  ABf 
est  à  la  somme  des  triangles  akb  ,  baf.  Donc  puieque  la  raison 
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du  triangle  ABr  à  la  somme  des  triangles  kab^  abf  est  plus 
grande  que  la  raison  du  triangle  ABr  à  la  somme  des  segmens 
AKB,  BAr  (/) ,  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité  du  segment 
ABr  est  plus  près  du  sommet  b  que  le  centre  de  gravité  de  la 
figure  rectiligne  inscrite.  On  pourra  faire  le  même  raisonne- 
ment pour  tou  tes  les  figures  rectilignes  régulièrement  inscrites. 

PROPOSITION    VI. 


Un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  parabole  étant 
donné  ^  on  peut  lui  inscrire  régulièrement  une  figure  recti- 
ligne^ de  manière  que  la  droite  qui  est  entre  le  centre  de  gra- 
vité du  segment  et  celui  de  la  figure  rectiligne  soit  plus  petite 
que  toute  droite  proposéa 

Soit  donné  le  segment  ABr  tel  que  celui  dont  nous  venons  de 
parler;  que  son  centre  de  gravité 
soit  le  point  e.  Inscrivons-lui  régu- 
lièrement le  triangle  ABr  ^  et  que  z 
soit  la  droite  proposée.  Que  le 
triangle  ABr  soit  à  la  surface  k 
comme  Be  est  à  2.  Inscrivons  régu* 
lièrement  dans  le  segment  ABr  la 
figure  rectiligne  AKB  Ar^  de  manière 
que  la  somme  des  segmens  restans 
soit  plus  petite  que  la  surface  K.  Que  le  point  E  soit  le  centre  de 
•gravité  d^  la  figure  rectiligne  inscrite.  Je  dis  que  la  droite  e£ 
est  plus  petite  que  la  drmte  z. 

Car  si  la  droite  e£  n'est  pas  plu4  petite  que  la  droite  Z,  elle  lui 
^st  égale  x>u  plus  grande.  Mais  puisque  la  raison  de  la  figure  recti- 
ligne AKBAr  à  la  somme  des  segmens  restans  est  plus  grande  que 
la  raison  du  tiian^  ABr  k  la  surface  ,k  (a),  D'estràrdire  que  k 
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raison  de  la  droite  es  à  la  droite  z  y  et  que  la  raison  OB  à  z  n'est 
pas  moindre  que  la  raison  de  eB  à  e£;  parce  que  eE  n'est  pas  plus 
petit  que  z^  la  raison  de  la  figure  rectiligne  akb  Ar  à  la  somme  des 
sègmens  restans  sera  encore  plus  grande  que  la  raison  des  Be  à 
en.  C'est  pourquoi ,  si  nous  faisons  en  sorte  que  la  figure  recti- 
ligne AKBAr  soit  à  la  somme  des  segmens  restans  comme  luie 
autre  droite  est  à  la  droite  e£^  cette  autre  droite  sera  plus 
grande  que  la  droite  Be.  Que  cette  autre  droite  soit  oh.  Puisque 
le  point  e  est  le  centré  de  gravité  du  segment  abi^  et  le  point  £ 
le  centre  de  gravité  de  la  figure  rectiligne  akb  Ar ,  si  l'on  prolonge 
la  droite  £e  et  si  l'on  prend  une  certaine  partie  de  son  pro- 
longement qui  soit  à  eE  comme  la  figure  rectiligne  AKBAr  est 
à  la  sonune  des  segmens  restans  y  cette  partie  du  prolongement 
sera  plus  grande. que  eB.  Que  ne  soit  donc  à  eE  comme  la 
figure  rectiligne  AKBAr  est  aux  segmens  restans;  le  point  H  sera 
le  centre  de  gravité  de  la  grandeur  composée  de  tous  les  seg- 
mens restans.  Ce  qui  ne  peut  être;  car  si  l'on  conduit  par  le 
point  H  une  droite  parallèle  à  Br^  les  segmens  i-estans  seront  du 
même  côté  que  le  segment  entier.  Il  est  donc  évident  que  la 
droite  es  est  moindre  que  la  droite  z  ;  ce  qu'il  &lloit  démon*, 
trer  (^). 

PROPOSITION    VII. 

Les  centres  de  gravité  de  deux  segmens  semblables  compris 
par  une  droite  et  par  une  parabole^  coupent  leurs  diamètres 
dans  la  même  raison. 

Soient  les  deux  segmens  ABr  y  ezh  tels  que  ceux  dont  nous 
venons  de  parler.  Que  BA  y  ze  soient  leurs  diamètres  ;  que  le 
point  K  soit  le  centre  de  gravité  du  segment  ABr ,  et  le  point  a 
le  centre  de  gravité  du  segment  ezh.  Il  faut  démontrer  que  les 
points  K  ^  A  coupent  les  diamètres  en  parties  proportionnelles. 
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Car  si  cela  n'est  point ,  que  zm  soit  à  en  comme  kb  est  à  kA« 
Inscrivons  régulièrement  dans  le  segment  ezh  une  figure  recti* 
ligne ,  de  manière  que  la  droite  qui  est  entre  le  centre  de  gra- 
vité du  segment  et  le  centre  de  gravité  de  la  figure  rectiligne  soit 


plus  petite  que  aM.  Que  le  point  s  soit  le  centre  de  gravité  de 
la  figure  inscrite.  Inscrivons  dans  le  segment  àbf  une  figure  rec« 
tiligne  semblable  à  celle  qui  est  inscrite  dans  le  segment  lzh, 
c'est-à-dire  régulièrement  (a).  Le  centre  de  gravité  de  cette  der- 
nière figure  sera  plus  près  du  sommet  que  le  centre  de  gravité 
du  segment  (2,  5).  Ce  qui  ne  peut  étre«  Il  est  donc  évident  que 
BK  est  à  Kù  comme  za  est  à  Ae« 
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PROPOSITION   VIIL 


Le  centre  de  grarité  d^un  segment  compris  par  une  droite  et 
par  une  parabole  partage  le  diamètre^  de  manière  que  la  partie 
qui  est  vers  le  sommet  est  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  la  partie 
qui  est  vers  la  base. 

Soit  un  segment  ABr  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
Que  BA  soit  son  diamètre  ^  et  le  point  e  son  centre  de  gravité. 
Il  faut  démontrer  que  la  droite  se  est  égale  aux  trois  moitiés  de 
la  droite  OA. 


Inscrivons  régulièrement  dans  le  segment  Asr  le  triangle  abf 
dont  le  centre  de  gravité  soit  le  point  £.  Partageons  chacune  des 
droites  ab  ^  Br  en  deux  parties  égales  aux  points  z  ^  h  ^  et  con- 
duisons les  droites  Kl ,  HA  parallèles  à  B  A  :  ces  droites  seront  les  diar 
mètres  des  segmens  akb  ,  bat. 

Que  le  point  M  soit  le  centre  de  gravité  du  segment  akb  ,  et 
le  point  N  le  centre  de  gravité  du  segment  bat.  Menons  les 
droites  ZH  ^  hh  ^  ka.  Le  point  x  sera  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  de  ces  deux  segmens.  Puisque  Be  est  h  9A 
comme  km  est  à  mz  (a) ,  par  addition  et  par  permutation  ^  la 
droite  BA  sera  à  la  droite  KZ  comme  eA  est  à  mz.  Mais  la  droite 
BA  est  quadruple  de  kz  ^  ainsi  qu'on  le  démontrera  à  la  fin , 
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à  Tendroit  où  est  la  lettie  e  (S).  Donc  la  droite  Ae  est  qua- 
druple de  la  droite  mz.  Donc  la  droite  restante  Be  est  aussi 
quadruple  de  la  droite  restante  km,  c'est-à-dire  de  la  droite 
XX.  Donc  la  somme  des  droites  restantes  bx,  xe  est  triple  de  la 


droite  sx  (y).  Que  B£  soit  triple  de  is;  la  droite  xe  sera  triple  de 
SX.  Puisque  BA  est  quadruple  de  BX,  car  cela  se  démontre,  et 
que  BX  est  triple  de  XK,  la  droite  zb  sera  le  tiers  de  BA.  Mais 
£A  est  le  tiers  de  Ab,  parce  que  le  point  £  est  le  centre  de 
gravité  du  triangle  abf.  Donc  la  droite  restante  he  est  le  tiers 
de  la  droite  BA.  Puisque  le  point  e  est  le  centre  de  gravité  du 
segment  entier,  que  le  point  x  est  le  centre  de  gravité  de  la 
grandeur  composée  des  deux  segmens  âkb  ,  BAr ,  et  qu^ipnfin  le 
point  £  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  abf  ,  le  triangle  abf 
sera  à  la  somme  des  segmens  restans  conune  xe  est  à  e£(i,  8). 
Mais  le  ti*iangle  abf  est  triple  de  la  somme  des  segmens  ;  parce 
que  le  segment  entier  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle 
abf  (^);  donc  xe  est  triple  de  e£.  Mais  on  a  démontré  que  xe 
est  triple  de  xïf  ;  donc  »£  ,  c'est-à-dire  A£  est  quintuple  de  Ee , 
car  les  droites  K£ ,  A£  sont  égales.  Donc  Ae  est  sextuple  de  e£i 
Mais  B A  est  triple  de  A£  (e)  ;  donc  Be  est  égal  aux  trois  moitiés 
de  eA.  Ce  qu'il  ÊtUoit  démçntrer. 
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PROPOSITION    IX. 

Si  quatre  lignes  droites  sont  continuellement  proportionnelles, 
si  Ton  prend  une  droite  qui  soit  aux  trois  cinquièmes  de  Vexr- 
ces  de  la  p]us  grande  sur  la  troisième ,  comme  la  plus  petite 
est  à  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite  y  et  si  Ton 
prend  une  autre  droite  qui  soit  à  Texcès  de  la  plus  grande  sur 
la  troisième,  comme  une  droite  composée  du  double  de.  la 
plus  grande ,  du  quadruple  de  la  seconde ,  du  sextuple  de  la 
troisième ,  du  triple  de  la  quatrième ,  est  à  une  droite  com- 
posée du  quintuple  de  la  plus  grande,  du  décuple  ite  la 
seconde ,  du  décuple  de^  la  troisièpie  et  du  quintuple  de  la 
quatrième  ;  ces  deux  droites  prises  ensemble  seront  les  deux 
cinquièmes  de  la  plus  grande  (a). 

Soient  ab  ,  Br ,  ba  ,  be  quatre  droites  proportionnelles.  Que 
la  droite  zh  soit  aux  trois  cinquièmes  de  la  droite  aa  comme 
B£  est  à  £A ,  et  que  He  soit  à  aa  comme  ime  droite  composée 
du  double  de  ab  ,  du  quadruple  de  Br ,  du  sextuple  de  BA  et 
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du  triple  de  B£,  est  à  une  droite  composée  du  quintuple  de> 
AB  ^  du  décuple  de  tb  ,  du  décuple  de.  bA  et  du  quintuple  de  / 
B£.  Il  faut  démontrer  que  ze  est  égal  aux  deux  cinquièmes 
de  AB. 

Puisque  les  droites  AB ,  Br ,  B  A ,  B£  sont  proportionnelles , 
les  droites  ai  ,  JA  ,  A£  seront  dans  la  même  raison  {€).  Donc 
la   somme  des    droites  ab^  Br  est   à  ba,  et  la  somme   des 
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droites  BA^  bf,  est  à  £B  comme  AA  est  à  A£^  et  comme  la 
somme  de  tous  les  antécédens  est  à  la  somme  de  tous  les 
conséquens.  Donc  AA  est  à  ae  comme  une  droite  composée 
du  doubla  de  ab^  du  triple  de  fb  et  de  ab  est  à  une  droite 
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composée  du  double  de  ba  et  de  be.  Mais  une  droite  composée 
du  double  de  ab  ^  du  quadruple  de  Br  ^  du  quadruple  de  ba  , 
du  double  de  be^  est  à  une  droite  composée  du  double  de  BA 
et  de  B£  comme  la  droite  AA  sera  à  une  droite  plus  petite 
que  A£;  que  ce  soit  à  AO.  La  dernière  raison  sera  ég^e  à  la  pre« 
mière.  Donc  oa  sera  à  AA  commç  une  droite  composée  du  double 
de  AB ,  du  quadruple  de  fb  ,  du  sextuple  de  B  A ,  du  triple  de 
Bë  est  à  une  droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites 
AB  ^  EB  ^  et  du  quadrujple  de  chacune  des  droites  ib  ,  B  A.  Mais 
AA  est  He  comme  une  droite  composée  du  quintuple  de  cha* 
cune  des  droites  ab  ^  be  ,  et  du  décuple  de  chacune  des  droites 
FB  ^  BA  y  est  à  la  droite  composée  du  double  de  ab  ^  du  qua- 
druple de  FB  y  du  triple  de  £B  et  du  sextuple  de  BA.  Donc  les 
raisons  étant  disposées  différemment^  c'est-à-dire  la  proportion 

# 

étant  troublée^  par  raison  d'égalité,  la  droite  OA  sera  à  ne 
comme  une  droite  composée  du  quintuple  de  chacune  des 
droites  ab  ,  B£  et  du  décuple  de  chacune  des  droites  fb  ,  BA , 
est  à  une  droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites 
AB ,  BE  et  du  quadruple  de  chacune  des  droites  fb  y  B A«  Mais 
une  droite  composée  du  quintuple  de  chacune  des  droites ,  ab  , 
BE ,  et  du  décuple  de  chacune  des  droites  FB ,  BA ,  est  à  une 
droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites  AB ,  Bfi  et 
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du  quadruple  de  chacune  des  droites  tb  ,  bA  ^  comme  cinq  e^t  à 
deux;  donc  AO  est  à  ne  comme  cinq  est  à  deux.  De  plus  ^puisque 
OA  est  à  Aâ  comme  eb^  conjointement  arec  le  double  de  ba  est 
à  une  droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites  ab^  be 
et  du  quadruple  de  chacune  des  droites  rB  ^  BA  ^  et  que  AA  est  à 
A£  comme  une  droite  composée  du  double  de  ab  ^  du  triple  de 
TB  et  de  BA,  est  à  ime  droite  composée  de  eb  et  du  double  de 

«4 

BA.  Donc  les  raisons  étant  autrement  disposées ,  c'est-^à-dire  là 
proportion  étant  troublée,  par  raison  d'égalité,  la  droite  OA  sera 
à  la  droite  A£  comme  une  droite  composée  du  double  de  AB , 
du  triple  de  Br  et  de  ba  ,  est  &  une  droite  composée  du  double 
de  chacune  des  droites  ab  ,  be  et  du  quadruple  de  chacune  des 
droites  rs ,  ba.  Donc  £o  est  à  EA  comme  Une  droite  composée 
de  rs ,  du  triple  de  bà  et  du  double  de  eb  ,  est  à  une  droite  com*- 
posée  du  double  de  chacune  des  droites  ab  ,  be  et  du  quadru*- 
pie  de  chacune  des  droites  tb  ,  ba.  Mais  ae  est  à  eb  comme  Ar 
est  à  rfi,  et  comme  fa  est  à  ab,  et  par  addition,  comme  le  triple  de 
FA  est  au  triple  de  AB ,  et  comme  le  double  de  AE  est  au  double 
de  eb  ;  donc  aussi  une  droite  composée  de  Ar ,  du  triple  de  TA 
et  du  double  de  AE  est  à  une  droite  composée  de  n ,  du  triple 
de  ab  et  du  double  de  eb.  Donc  les  raisons  étant  autrement  ài»^ 
posées ,  c'est-à*dire  la  proportion  étant  troublée ,  par  raison 
d'égalité  la  droite  EO   sera  à  la  droite  EB  comme  une  droite 
composée  de  Ar ,  du  triple  de  ta  et  du  double  de  AE  est  à  une 
droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites  AB ,  be  et  du 
quadruple  de  chacune  des  droites  îB,  BA.  Donc  la  droite  entière 
OB  est  à  EB  comme  une  droite  composée  du  triple  de  ab  ,  du  sex- 
tuple de  tb  et  du  triple  de  B A  est  à  une  droite  composée  du  double 
de  chacune  des  droites  AB ,  BE ,  et  du  quadruple  de  chacune  des 
droites  IB ,  B  A.  Puisque  non-seulement  les  droites  EA ,  Af,  lA  ont 
la  même  rai^n ,  mais  encore  les  sommes  des  droites  eb  ,  ba  ,  àe$ 


?^ 


5x2  DE  L^ÉQUILIBRE  DES  PLANS. 

droites  Ab  ^  rs  et  des  droites  rs  ,  TA;  donc  uneNdroite  coiiiposéè 
des  droites  £B  y  BA  sera  à  une  droite  composée  des  droites  ÙB , 
BF  et  des  droites  fb^  ba  comme  £A  est  à  AA.  Donc^  par  addi- 
tion ,  la  droite  A£  est  à  AA  comme  une  droite  composée  des 
droites  £B  ,  ba  ^  et  des  droites  ab  ^  bf  ^  et  des  droites  fb  ^  ba  ^ 
c'est-à-dire  des  droites  eb,  ba  et  du  double  de  chacune  des 
droites  AB  ^  BF  est  à  une  droite  composée  de  chacune  des  droites 
BA^  BA  et  du  double  de  BF.  Donc  la  raison  du  double  au  double 
sera  la  même  ^  c'est-è*-dire  qu'une  droite  composée  du  double 
de  chacune  des  droites  £B ,  BA  ^  et  du  quadruple  de  chacune  des 
droites  fb^  ba  est  à  une  droite  composée  du  double  de  cha- 
cune des  droites  ab^  ba  et  du  quadruple  de  fb^  comme  £A  est  à 
AA.  Donc  £A  est  aux  trois  cinquièmes  de  aa  comme  une 
droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites  ab  ,  B£  ^  du 
.  quadruple  de  chacune  des  droites  rB ,  BA  aux  trois  cinquièmes 
de  la  droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites  ab^ 
BA ,  et  du  quadruple  de  fb.  Mais  ea  est  aux  trois  cinquièmes 
de  AA  comme  eb  est  à  zh  ;  donc  eb  est  à  zh  comme  une  droite 
composée  du  double  de  chacun^  des  droite?  AB  ^  be  et  du  qua- 
druple  de  chacune  des  droites  ab^  bf  est  aux  t]7ois  cinquièmes 
de  la  droite  composée  du  double  de  chacune  des  droites  ab  , 
BA  et  du  quadruple  de  p.  Mais  on  a  démont|:é  qu'une  droite 
composée  du  triple  de  chacune  des  droites  Afl ,  BA  et  du  sex- 
tuple de  FB ,  est  à  une  droite  composée  du  double  de  chacune 
des  droites  AB  ^  ^£  et  du  quadruple  de  chacune  des  droites  fb  , 
B A ,  comme  op  est  à  eb  ;  donc ,  par  raison  d'égalité ,  une  droite 
composée  du  triple  de  chacune  des  droites  ab  ^  BA  et  du  sex- 
tuple de  F? ,  est  aux  trois  cinquièmes  d'une  droite  composée  du 
double  de  chacune  des  droites  AB  ^  BA  ^  du  quadruple  de  fb  > 
pomme  ob  est  à  zh.  Mais  Ja  droite  composée  du  triple  de 
chacime  des  ^drpitçs  ÎIlB  ^  SA  et  dq,  sextuple  de  FB  >  est  à  me 
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droite  composée  du  double  de  chacune  deô  droites  Ai,  bA 
et  du  quadruple  de  fb  comme  trois  est  à  deux.  Mais  la  pre- 
mière droite  est  aux  trois  cinquièmes  de  cette  droite  comme 


•M- 


0£  B 


H  0 


cinq  est  à  deux^  et  Ton  a  démontré  que  ao  est  à  He  comme 
cinq  est  à  deux.  Donc  la  droite  entière  ba  est  à  la  droite  en* 
tière  ze  comme  cinq  est  à  deux.  Cela  étant  ainsi ,  il  faut  que 
ze  soit  les  deux  cinquièmes  de  ab.  Ce  qu^il  falloit  démontrer* 

PROPOSITION   X. 

Jje  centre  de  gravité  d'un  segment  retranché  d'une  sur&ce 
parabolique  est  dans  la  ligne  droite  qui  est  le  diamètre  du  seg- 
ment partagée  en  cinq  parties  égales;  et  il  est  placé  dans  la  partie 
du  milieu^  coupée  de  manière  que  la  portion  qui  est  plus 
près  de  la  plus  petite  base  du  segment ,  soit  à  Tautre  portion 
comme  un  solide  ayant  pour  base  le  quarré  construit  sur  la 
nioitié  de  la  grande  base  du  segment,  et  pour  hauteur  le  double 
de  la  plus  petite  base^  conjointement  avec  la  plus  grande,  est  à 
un  solide  ayant  pour  base  le  quarré  construit  sur  la  moitié  de 
la  plus  petite  base  du  segment  et  pour  hauteur  le  double  de. 
la  plus  grande  base  du  segment,  conjointement  avec  la  plus 
petite  base  du  segment. 

Soient  dans  une  parabole  les  deux  droites  Ar,  A£;  que  B2 
soit  le  diamètre  du  segment  abi.  Il  est  évident  que  Hz  sera 
aussi  le  diamètre  du  segment  aaef  ,  et  que  les  droites  af  ,  âb 
sont  parallèles  à  la  tangente  au  point  b  {a).  Partageons  la 

40 


3i4  DE  L'ÈQUILTORE  DES  PLANS. 

droite  B£  en  cinq  parties  égales,  et  que  gk  soit  la  partie  du 
'  milieu.  Que  ei  soit  à  ik  comme  un  solide  ayant  pour  base  le 
'  quarré  construit  sur  az  et  pour  hauteur  le  double  de  la  droite 


AH ,  conjointement  avec  la  droite  az  ^  est  à  un  solide  ayant 
pour  base  le  quarré  construit  sur  Ah  et  pour  hauteur  le 
double  de  la  droite  az  ^  conjointement  arec  la  droite  ah.  Il 
faut  démontrer  que  le  point  i  est  le  centre  de  gravité  du  seg- 
ment AAEr. 

Que  MN  soit  égal  à  zb  ^  et  no  égal  à  hb.  Prenons  une  droite 
NK  moyenne  proportionnelle  entre  mn  ^  no  ,  et  la  droite  tn 
quatrième  proportionnelle  à  ces  trois  droites.  Faisons  en  sorte 
que  TM  soit  à  TN  comme  ze  est  à  une  droite  if  menée  du 
point  i;  son  autre  extrémité  tombera  où  Ton  voudra^  car  il 
est  indifférent  que  son  autre  extrémité  tombe  entre  z ,  h  ou 
entre  h>  b.  Puisque  zb  est  un  diamètre  de  la  parabole,  c'est- 
à-dire,  ou  le  premier  ou  un  diamètre  parallèle  au  pre- 
mier (C)  y  et  que  les  droites  az  ,  Ah  sont  des  ordonnées ,  parce 
qu'elles  sont  parallèles  à  la  tangente  au  point  b,  le  quarré 
construit  sur  az  sera  au  quarré  construit  sur  ah  comme 
ZB  est  à  bh  ,  c'est-à-dire  comme  mn  est  à  no.  Mais  mn  est  à  no 
comme  le  quarré  construit  sur  mn  est  au  quarré  construit  sur 
Nff  ;  donc  le  quarré  construit  »ur  az  est  au  quarré  construit 
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sur  An  comme  lé  quarré  construit  sur  mn  est  au  quarré  con- 
struit sur  NS.  Donc  az  est  à  ah  comme  mn  est  à  nh.  Donc  le 
cube  construit  sur  az  est  au  cube  construit  sur  ah  comme  le 
cube  construit  sur  mn  est  au  cube  construit  sur  ss.  Mais  le  cube 
construit  sur  az  est  au  cube  construit  sur  AH  comme  le  seg- 
ment BAr  est  au  segment  Abe;  et  le  cube  construit  sur  mn 
est  au  cube  construit  sur  nh  comme  mn  est  à  nt.  Donc ,  par 
soustraction  y  le  segment  aafe  est  au  segment  abe  comme  mt 
est  à  TN  ^  c'est-à-dire  comme  les  trois  cinquièmes  de  hz  est  à 
ip.  Puisqu'un  solide  qui  a  pour  base  le  quarré  construit  sur 
AZ  et  pour  hauteur  le  double  de  ah,  conjointement  avec  la 
droite  az  y  est  au  cube  construit  sur  az  comme  le  double  de 
la  droite  AH ,  conjointement  avec  la  droite  az  est  à  za  ,  et  par 
conséquent  comme  le  double  de  nk  ,  conjointement  avec  mn 
est  à  NM.  Donc  le  cube  construit  sur  az  est  au  cube  construit 
sur  AH  comme  mn  est  à  nt.  Mais  le  cube  construit  sur  ah  est 
à  un  solide  ayant  pour  base  le  quarré  construit  sur  ah  et 
pour  hauteur  le  double  de  la  droite  az  ,  conjointement  avec  la 
droite  ah  comme  ah  est  au  double  dç  la  droite  AZ,  conjoin-^* 
tement  avec  la  droite  ah  ,  et  comme  la  droite  Tif  est  au  double 
de  la  droite  on  ,  conjointement  avec  la  droite  tn.  On  a  donc 
quatre  quantités ,  savoir  :  le  solide  qui  a  pour  base  le  quarré 
construit  sur  az  et  pour  hauteur  le  double  de  la  droite  Ah^ 
conjointement  avec  la  droite  az  ;  le  cube  construit  sur  az  ;  le 
cube  construit  sur  ah,  et  le  solide  qui  a  pour  base  le  quarré 
de  AH  et  pour  hauteur  le  double  de  la  droite  az,  conjointement 
avec  la  droite  ah  ;  et  ces  quatre  qup.ntités  sont  proportionnelles 
deux  à  deux  à  quatre  quantités ,  savoir  :  au  double  de  la  droite 
N0,  conjointement  avec  la  droite  nm,  à  la  droite  mn,  à  la 
droite  nt  ,  et  enfin  au  double  de  la  droite  no  ,  conjointement 
avec  la  droite  nt.  Donc  par  raison  d'égalité^  le  solide  qui  a 
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.  pour  base  le  quarré  construit  sur  az  et  pour  hauteur  le  double 

;  de  la  droite  ah  ^  coujointement  avec  la  droite  az  est  au  solide 

qui  a  pour  base  le.  quarré  construit  sur  ah  et  pour  hauteur 

.  le  double  de  la  droite  az  ^  conjointement  arec  la  droite  ah  y 


comme  le  double  de  la  droite  i4k  y  conjointement  avec  la  droite 
KM  est  le  double  de  la  droite  no  y  conjointement  avec  la  droite 
KT.  Mais  le  premier  solide  dont  nous  Tenons  de  parler  est  au 
second  solide  dont  nous  yenons  aussi  de  parler^  comme  ei 
est  à  iK;  donc  ei  est  à  ik  comme  la  première  droite  com- 
posée est  à  la  seconde  droite  composée.  Donc  y  par  addition 
et  en  quintuplant  les  antécédens^  la  droite  zh  sera  à  la  droite 
IK  comme  une  droite  composée  du  quintuple  de  chacune  des 
droites  mn  y  nt  ^  et  la  décuple  de  chacune  des  droites  nk^  n6 
est  au  double  de  la  droite  on  ,  conjointement  avec  la  droite  nt. 
Mais  ZH  est  aux  deux  cinquièmes  de  zk  comme  une  droite  com- 
posée du  quintuple  de  chacune  des  droites  mn,  nt,  du  décuple 
de  chacune  des  droites  kn,  no  est  à  une  droite  composée  du  doublé 
de  chacune  des  droites  mn,  nt  et  du  quadruple  de  chacune  des 
droites  kn  y  no.  Donc  tme  droite  composée  du  quintuple  de 
chacune  des  droites  mn,  nt  et  du  décuple  de  chacune  des  droites 
»N,  No  sera  à  une  droite  composée  du  double  de  mn,  du 
quadruple  de  ns  ,  du  se2;tuple  de  on  et  du  triple  de  nt,  comme 
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ZH  est  à  zi.  Donc  puisque  les  quatre  droites  mn^  kk^  on^  nt 
sont  continuellement  proportionnelles^  la  droite  nt  est  à  tm 
comme  la  droite  fi  qui  a  été  prise  est  aux  trois  cinquièmes 
de  ZH ,  c'est-à-dire  à  mo.  Mais  une  droite  composée  du  double 
de  NM^  du  quadruple  de  nh  ^  du  sextuple  de  no  et  du  ti*iple  de 
NT  est  à  une  droite  composée  du  quintuple  de  chacune  des 
droites  mn,  nt,  du  décuple  de  chacune  des  droites  Kn,  no, 
comme  Tautre  droite  iz  qui  a  été  prise  est  à  zh^  c'est-à-dire 
à  MO.  Donc  la  droite  pz ,  d'après  ce  que  nous  arons  démontré 
plus  haut,  sera  les  deux  cinquièiues  de  mn,  c'est-à-dire  de  zfi. 
Donc  le  point  p  est  le  centre  de  gravité  du  segment  Asr.  Que 
le  point  X  soit  le  centre  de  gravité  du  segment  abe  ;  le  centre 
de  gravité  du  segment  AAsr  sera  dans  une  droite  plficée  dans 
la  direction  de  xp,  qui  sera  à  la  droite  xp  comme  le  seg-« 
ment  AAEr  est  au  segment  restant  (  i ,  8  ).  Mais  le  point  i  est 
ce  centre  de  gravité ,  car  bp  est  égal  aux  trois  cinquièmes  de 
ZB  et  Bx  aux  trois  cinquièmes  de  hb  ;  donc  la  droite  xp  est  égale 
aux  trois  cinquièmes  de  la  droite  restante  hz.  Mais  le  segment 
AAsr  est  au  segment  Abr  comme  mt  est  à  nt,  et  mt  est  à  nt 
comme  les  trois  cinquièmes  de  hz  ,  qui  est  xp  ,  est  à  pi.  Donc 
le  segment  AAsr  est  au  segment  abb  comme  xp  est  à  pi.  IVJais  le 
point  p  est  le  centre  de  gravité  du  segment  total ,  et  le  point  x 
le  centre  de  gravité  du  segment  abe.  Il  est  donc  évident  que  le 
point  I  est  le  centre  de  gravité  du  segment  AAsr. 
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DE  LA   PARABOLE. 


A^RCHIMÉDE    A    DoSITHEE^    SaLUT. 


liOKSQUE  y  eus  appris  que  Conon^  le  seul  de  mes  amis 
qui  me  restoit  encore ,  étoit  mort  ;  que  tu  étois  étroitemient 
lié  d'amitié  avec  lui^  et  très -versé  dans  la  géométrie;  je  fus 
grandement  affligé  de  la  mort  d'un  homme  qui  étoit  mon  ami 
et  qui  avoit  dans  les  sciences  mathématiques  une  sagacité  tout- 
à*fiût  admirable  ;  et  je  pris  la  résolution  de  t'envoyer^  comme 
je  Faurois  fait  à  lui-même ,  un  théorème  de  géométrie  ^  dont 
personne  ne  s^étoit  encore  oecupé  et  qu'enfin  j'ai  voulu  exa- 
miner.  J'ai  découvert  ce  théorème^  d'abord  par  des  considé- 
rations de  mécanique  ^  et  ensuite  par  des  raisonnemens  géomé- 
triques. Parmi  ceux  qui  ont  cultivé  la  géométrie  avant  nous  , 
quelques-uns  ont  entrepris  de  faire  voir  comment  il  seroit 
possible  de  trouver  une  surface  rectiligne  égale  à  un  cercle  ou 
à  un  segment  de  cercle.  Ils  ont  ensuite  essayé  dé  quarrer  la 
surface  comprise  par  la  section  d'un  cône  entier  et  par  une 
droite  ;  mais  en  admettant  des  lemmes  difficiles  à  accorder  (a). 
Aussi  ont-ils  été  repris  par  plusieurs  personnes  comme  n'ayant 
point  atteint  leur  but.  Mais  je  ne  sache  pas  qu'il  se  soit  en- 
core trouvé  une  seule  personne  qui  ait  cherché  à  quarrer  la 
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surface  comprise  sous  une  droite  et  une  parabole.  Ce  que  nous 
avons  certainement  fait  aujourd'hui  ;  car  nous  démontrons 
qu'un  segment  quelconque  compris  par  une  droite  et  par  une 
parabole  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle  qui  a  la  même 
base  et  la  même  hauteur  que  le  segment  (C).  Four  démontrer 
ce  théorème ,  nous  nous  sommes  servis  du  lemme  suivant  : 
Si  deux  surfaces  sont  inégales  ^  ce  dont  la  plus  grande  surpasse 
la  plus  petite  étant  ajouté  à  lui-^méme  un  certain  nombre  de 
fois  y  il  peut  arriver  que  ce  reste  ainsi  ajouté  à  lui-même  sur- 
passe une  surface  proposée  et  limitée.  Leç  géomètres  qui  ont 
vécu  avant  nous  ^  ont  aussi  &it  usage  de  té  lenmie  pour  dé« 
montrer  que  les  cercles  sont  entre  eux  en  raison  doublée  dç 
leurs  diamètres  ^  et  les  sphères  en  raison  triplée  ;  qu'une  pyra- 
mide est  le  tiers  d'un  prisme  qui  a  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  cette  pyramide ,  et  qu'im  cône  est  le  tiers  d'un 
cylindre  qui  a  la  même  base  et  la  même  hauteur  que  ce  c6ne. 
Or,  les  théorèmes  démontrés  de  cette  manière  n'ont  pas  pam 
moins  évidens  que  ceux  qui  ont  été  démontrés  autrement* 
Ceux  que  je  viens  de  publier  ont  donc  le  même  degré  d'ëvi-* 
dence.  Comme  j'ai  écrit  les  démonstrations  de  ce  théorème  | 
je  te  les  envoie.  Tu  verras  comment  il  a  ^té  résolu  df abord 
par  des  considérations  de  mécanique ,  et  ensuite  par  des  rai«« 
sonnemens  géométriques.  Nous  mettrons  en  tête  de  ce  traité 
les  élémens  des  sections  coniques  qui  sont  nécessaires  pour  dé« 
montrer  ce  théorème.  Porte-toi  bien. 
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PROPOSITION   I. 


Soit  ABr  une  parabole;   que  BA  soit  une  droite  parallèle 


au  diamètre^  ou  le  diamètre  lui- 
même;  que  la  droite  AAr  soit 
parallèle  à  la  tangente  au  point 
B.  Les  droites  AA^  Ar  seront  égales 
entre  elles  ;  et  si  la  droite  AA  est 
égale  à  la  droite  ùt  ^  la  droite  Ar 
sera  parallèle  à  la  tangente  au 
point  B  (a). 


B 


PROPOSITION   IL 


Si  ABF  est  une  parabole  ;  si  la 
droite  ba  est  tme  droite  parallèle  au 
diamètre ,  ouïe  diamètre  lui-même; 
si  la  droite  AAr  est  parallèle  à  la 
droite  qui  touche  la  parabole  au 
point  b'^  et  si  la  droite  te  touche  la 
parabole  au  point  r^  les  droites  Ab, 
BB  seront  égales  entre  elles  {a)f 


i 
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Sâi 


PROPOSITION  IIL 


Si  ABr  est  une  parabole  ;  et  si 
fi  A  est  une  parallèle  au  diamètre 
ou  le  diamètre  lui-même ,  et  si 
Ton  conduit  certaines  droites  aa  , 
£2  parallèles  à  la  tangente  au 
point  B^  les  quarrés  des  droites 
AA^  £Z  seront  entre  eux  comme 
les  droites  AA^BZ. 

Cela  est  démontré  dans  les  élé<- 
mens  des  sections  coniques  (a). 


PROPOSITION    IV. 


Soit  ABr  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  para* 
bole.  Du  milieu  de  AT  conduisons  une  droite  ba  qui  soit  une 


A  A  z    r  A       z  A  r 

parallèle  au  diamètre  y  ou  le  diamètre  lui-même  ^  menons  la 
droite  Br  et  prolongeons-la.  Si  nous  conduisons  une  autre 
droite  ze  qui  soit  parallèle  à  ba  ^  et  qui  coupe  les  deux  droites 
AI  et  ib  ^  la  droite  ze  sera  à  la  droite  eH  comme  aa  est  à  az. 
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Par  le  point  h  conduisons  kh  parallèle  à  Ar,  Le  quarré  de  Ar 
sera  au  quarré  de  kh  comme  ba  est  à  bk.  Ce  qui  est  démontré. 
Donc  le  quarré  de  Ar  est  au  quarré  de  Ai  comme  Br  est  à  Bi  ;  car 
les  droites  Az  y  kh  sont  égales.  Donc  le  quarré  de  sr  est  au  quarré 
de  B0  comme  Br  est  à  bi.  Donc  les  droites  Br  ,  Be ,  Bi  sont  pro- 
portionnelles (a).  Donc  Br  est  à  Be  comme  re  est  à  ei  (6).  Donc 
ez  est  à  en  comme  fa  est  à  Ai.  Mais  aa  est  égal  à  Ar  ;  il  est 
donc  évident  que  AA  est  à  AZ  comme  ze  est  à  en. 


PROPOSITION    V. 


z 


Soit  ABr  un  segment  compris  par 
une  droite  et  par  une  parabole. 
Du  point  A  conduisons  la  droite  ZA 
parallèle  au  diamètre  y  et  du  point 
r  la  droite  rz  qui  touche  la  parabole 
au  point  r.  Si  dans  le  triangle  zaf  ^ 
on  conduit  ime  droite  parallèle  à  az  ^ 
la  droite  ka  qui  coupe  la  parabole 
et  la  droite  Ar  qui  Va  d^un  point  de 
la  parabole  à  un  autre  ^  seront  cou- 
pées dans  la  môme  raison  y  et  la  par- 
tie de  la  droite  Ar  qui  est  du  côté 
du  point  A  ^  et  la  partie  de  droite 
KA  qui  est  du  côté  du  môme  point 
seront  des  termes  correspondans  de 
la  proportion* 

Conduisons  une  droite  quelconque  ae  parallèle  à  AZ.  Que 
d^abord  cette  droite  coupe  en  deux  parties  égales  la  droite  Ar. 
Puisque  ABr  est  une  parabole,  qu'on  a  conduit  la  droite  BA 
parallèle  au  diamètre,  et  que  a  A  est  égal  à  af,  la  droite  Ar  sera 
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parallèle  à  la  droite  qui  touche  la  parabole  au  point  b.  De  plus^ 
puisque  A£  est  parallèle  à  Taxe  y  que  du  point  r  on  a  mené 
la  droite  r£  tangente  à  la  parabole  au  point  r,  et  que  Ar 
est  parallèle  à  la  tangente  au  point  b  ^  la  droite  eb  sçra  égale 
à  BA  (s).  Donc  AA  est  à  tx  comme  ab  est  à  bb.  On  a  donc  dé- 
montré ce  qui  étoit  proposé  y  lorsque  la  droite  qui  a  été  menée 
partage  Ar  en  deux  parties  égales. 

Supposons  que  cette  droite  ne  partage  pas  la  droite  AT  en 
deux  parties  égales.  Conduisons  une  droite  ka  parallèle  à  AZ* 
Il  faut  démontrer  que  ak  est  à  Kr  comme  Ke.  est  à  eA.  Car 
puisque  la  droite  B£  est  égale  à  ba  ,  et  que  la  droite  ia  est 
aussi  égale  à  la  droite  ki  ^  la  droite  ka  sera  à  la  droite  Ki 
comme  Ar  est  à  AA.  Meus  ki  est  à  aK  comme  aa  est  à  ak.  Ce  qui 
est  démontré  dans  la  proposition  précédente  ;  donc  Ke  est  à  ka 
comme  ak  est  à  Ar  («)•  Donc  Ke  est  à  9a  comme  ak  est  à  kt. 
Donc  la  proposition  est  démontriâe. 

PROPOSITION   VL 

Supposons  que  les  choses  que  nous  nous  proposons  d^sxa» 
miner  soient  placées  devant  les  yeux  dans  un  ^  plan  perpendi- 
culaire sur  rhorizon  et  passant  par  la  droite  ab  ;  que  ce  qui 
est  du  côté  du  point  A  soit 
au  bas  y  et  que  ce  qui  est  placé 
de  Tautre  côté  soit  en  haut 
Que  le  triangle  BAf  "soit  rectan-  ^ 
gle^  ayant  Tangle  droit  en  b^ 
et  que  le  c6té  Br  soit  égal  à  la 
moitié,  du  iléau  de  la  balance, 
c'est-'à-dire  que  ab  soit  égal  à  Br.  Que  ce  triangle  soit  suspendu 
aux  points  b  ,  r.  Que  la  sur&ce  z  soit  suspendue  à  Tautre  extré- 
mité de  la  balance  y  c^est-à-dire  au  point  A  ^  de  manière  que 
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la  surface  z  suspendue  au  point  a  soit  en  équilibre  avec  le 
triangle  BAr  ainsi  placé.  Je  dis  que  la  surface  z  est  la  troisième 
partie  du  triangle  abf. 

Car  puisqu'on  suppose  que  la  balance  est  en  équilibre ,  la 

droite  sera  parallèle  à  l'ho-         A  B       B r 

rîzon  y  et  les  droites  qui  sont 
perpendiculaires  sur  M ,  dans 
le  plan  perpendiculaire  sur 
rhorizon,  seront  elles-mêmes 
perpendiculaires   sur  l'hori- 
zon. Coupons  la  droite  £r  au  point  £^  de  manière  que  r£  soit  double 
de  la  droite  £B  ;  conduisons  K£  parallèle  à  ba  ^  et  partageons  cette 
droite  en  deux  parties  égales  au  point  e.  Le  point  e  sera  le  centre 
de  gravité  du  triangle  BÀr  ;  ce  qui  est  démontré  dans  les  mécani- 
ques. Donc  si  le  triangle  qui  est  suspendu  aux  points  6  ^  r  en  est 
détaché^  et  si  son  centre  de  gravité  est  suspendu  au  point  £^  il 
restera  dans  sa  position  actuelle^  cai*  une  chose  qui  est  suspendue 
demeure  en  repos  lorsque  le  point  de  suspension  et  le  centre  de 
gravité  sont  dans  la  même  verticale.  Ce  qui  est  aussi  démontré. 
Donc  f  puisque  la  position  du  triangle  bfa  ,  par  rapport  à  la 
balance  ,  est  la  même  qu'auparavant ,  la  surface  z  lui  fera 
pareillement   équilibre  ;  et  puisque  la  surface  z  et  le  triangle 
BAr  sont  en  équilibre ,  l'un  étant  suspendu  au  point  A  et  l'autre 
étant  suspendu  au  point  £  ^  il  est  constant  que  les  longueurs 
sont  réciproquement  proportionnelles  à  ces  surfaces^  c'est-^ 
dire  que  la  longueur  ab  est  à  la  longueur  B£  comme  le  triangle 
BAr  est  à  la  surface  z.  Mais  la  longueur  ab  est  triple  de  la 
longueur  B£  ;  donc  le  triangle  BAr   est  aussi  triple  de  la  sur- 
face z* 

Il  est  encore  évident  que  si  le  triangle  étoit  triple  de  la  sur- 
f^ce  Zj  ces  deux  sur&cesseroient  pareillement  enéquilibré»    ■* 
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PROPOSITION    VIL 


Que  la  droite  Ar  soit  une  balance  ^  dont  le  milieu  soit  le  point 
B.  Que  le  triangle  iah  soit  suspendu  par  rapport  au  point  b. 

Que  le  triangle  fAh  soit  ob-        a B r 

tus  -  angle  y  ayant  pour  base 

la  droite  ah  ,  et  pour  hauteur 

une  droite  égale  à  la  moitié 

de  la  balance.  Suspendons  le 

triangle  afh  aux  points  b  ^  r. 

Que  la  surface  z  suspendue  au  point  A  soit  en  équilibre  avec 

le  triangle  fah  ainsi  placé.  On  démontrera  pareillement  que  la 

surface  z  est  la  troisième  partie  du  triangle  fah. 

Suspendons  au  point  a  une  autre  surface  qui  soit  la  troisième 
partie  du  triangle  bfh.  Lç  triangle  bfa  sera  certainement  en 
équilibre  avec  la  surface^^A.  Donc  puisque  le  triangle  bfh  est 
en  équilibre  avec  la  surface  a  y  que  le  triangle  bfa  est  en  équi- 
libre avec  la  sur&ce  za  y  et  que  la  surface  za  est  le  tiers  du 
triangle  bfa  y  il  est  constant  que  le  triangle  F  AH  est  triple  de  la 
surface  z. 

PROPOSITION    VIIL 


Que  la  droite  af  soit  une  ba- 
lance, dont  le  milieu  soit  le  point 
B.  Suspendons  y  par  rapport  au 
poinrtB^un  triangle  rectangle  fae, 
ayant'  l'angle  droit  en  E;  sus- 
pendons  ce  triangle  aux  points 


B    B    H 


F  ^  £.  Suspendons  au  point  a  une  surface  z  ^  de  manière  qu'elle 
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soit  un  équilibre  avec  le  triangle  rA£  ainsi  placé.  Que  le  triangle 
TAE  soit  à  la  surface  K  comme  ab  est  à  be  :  je  dis  que  la  surface 
z  est  moindre  que  le  triangle  tùl  et  plus  grande  que  la  sur- 
face K. 

Car  prenons  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  A£r  ;  que  son 
centre  de  gravité  soit  le  point 
e.  Conduisons  oh  parallèle  à 
A£.  Puisque  le  triangle  tùe  est 
en  équilibre  avec  la  surface  z  ^ 
le  triangle  rA£  sera  à  la  surface  z  comme  ab  est  à  eh.  Donc  la 
surface  z  est  plus  petite  que  le  triangle  tae  ;  mais  le  triangle  rA£ 
est  à  la  surface  z  comme  b A  est  à  bh  ^  et  ce  même  triangle  est  à 
la  surface  K  comme  ba  est  à  b£  ;  il  est  donc  évident  que  la  raison 
du  triangle  tae  à  la  sur&ce  x  est  plus  grande  que  la  raison  de 
ce  même  triangle  à  la  surfiice  z.  Donc  la  rarfaoe  z  est  plus 
grande  que  la  sur&ce  K. 
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PROPOSITION   IX. 


Soit  Ar  une  balance  dont  le  milieu  soit  le  point  b.  Que  r  ak 

soit  un  triangle  obtus  angle        A B   E  r 

ayant  pour  base  la  droite  ùjl 

et  pour  hauteur  la  droite  £r. 

Que  ce  triangle  soit  suspendu 

aux  points  r  ^  £  de  la  balance  ; 

et  que  la  surÊice  z  soit  sus* 

pendue  au  point  A  ^  de  manière  qu'elle  aoit  en  équilibre  avec 

le  triangle  atk  ainsi  placé.  Que  le  triuigle  tak  soit  à  la  surfiice 

A  comme  ab  est  à  B£  :  je  dis  que  la  surfiice  z  est  plus  grande 

que  la  surface  a  et  plus  petite  que  le  triangle  ArK. 
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On  démontrera  cette  proposition  de  la  même  manière  qu^ 
la  précédente. 

PROPOSITION    X. 


Soit  la  balance  abt  dont  le  milieu  soit  le  point  b;  soit  aussi  le 
trapèze  bahk  ,  ayant  des  angles  droits  en  B,  H  et  le  côté  ka  dirigé 
vers  le  point  r.  Que  ba  soit  à  bh 
comme  le  trapèze  bakh  est  à  la 
surface  A.  Que  le  trapèze  b Ahk 
soit  suspendu  aux  points  R^  H 
de  la  balance.  Qu'une  surface 
z  soit  suspendue  au  point  A , 
de  manière  qu'elle  soit  en  équilibre  avec  le  trapèze  abkh  ainsi 
placé.  Je  dis  que  la  surface  Z  est  moindre  que  la  surface  a. 

Coupons  AF  au  point  £  ^  de  manière  que  eh  soit  à  be  comme 
le  double  de  ab  y  conjointement  avec  kh  est  au  double  de  kh  ^ 
conjointement  ^avec  ba.  Conduisons  par  le  point  £  la  droite  en 
parallèle  à  ba  ^  et  partageons  cette  droite  en  deux  parties  égales 
au  point  e.  Le  centre  de  gravité  du  trapèze  bahk  sera  le 
point  e.  Car  cela  a  été  dans  les  mécaniques  (a).  Que  le  tra^ 
pèze  BAHK  soit  suspendu  au  point  £  ^  et  qu'il  soit  détaché  des 
points  B^  H  ^  par  la  même  raison  que  nous  avons  dit  plus  haut^  le 
trapèze  ainsi  placé  restera  en  repos  et  sera  en  équilibre  avec 
la  surface  z.  Donc  puisque  le  trapèze  bahk  suspendu  au  point  £ 
est  en  équilibre  avec  la  surface  z  suspendue  au  point  a^  le  tra- 
pèze bahk  sera  à  la  surface  z  comme  la  droite  b  a  est  à  la 
droite  B£.  Donc  la  raison  du  trapèze  baak  à  la  surface  z  est  plus 
grande  que  la  raison  de  ce  trapèze  à  la  surface  a  ,  puisque  la 
raison  de  ab  à  be  est  plus  grande  que  la  raison  de  ab  à  bh.  Donc 
la  surface  z  sera  plus  petite  queja  surfiice  a. 


3a8 


DE    LA    QUADRATURE 


PROPOSITION   XL 

Soit  Ar  une  balance^  dont  Je  milieu  soit  le  point  b.  Soit  le 

trapèze  katp  ,  ayant  ses  côtés  a  B  HT 

KA  ^  TP  dirigés  vers  le  point 
r ,  et  les  côtés  ap  ,  kt  perpen- 
diculaires sur  BF.  Que  Ap 
tombe  sur  le  point  b.  Que  le 
trapèze  aktp  soit  à  la  surface 
A  comme  ab  est  à  bh.  Que  le  trapèze  Aktp  soit  suspendu  aux 
points  B  ^  H  de  la  balance  ^  et  la  surface  z  au  point  a  y  de  manière 
que  la  surface  z  soit  en  équilibre  avec  le  trapèze  Aktp  ainsi 
placé.  On  démontrera^  comme  on  Fa  fait  plus  haut^  que  la  sur^ 
face  z  est  moindre  que  la  surface  a. 


LV 


PROPOSITION    XIL 


Soit  une  balance  Ar  y  dont  le  milieu  soit  le  point  B.  Soit  le 
trapèze  aekh  ayant  des  angles 
droits  en  b  ^  h  et  les  côtés  k A  ^  £H 
dirigés  vers  le  point  r.  Que  le 
trapèze  akeh  soit  à  la  surface  M 
comme  ab  est  à  bh  ^  et  que  le  tra- 
pèze AKEH  soit  à  la  surface  A 
comme  ab  est  à  be.  Que  le  trapèze  akeh  soit  suspendu  aux  points 
By  H  de  la  balance;  et  que  la  surface  z  soit  suspendue  au  point 
A,  de  manière  qu'elle  soit  en  équilibre  avec  le  trapèze  ainsi 
placé.  Je  dis  que  la  surface  z  est  plus  grande  que  la  surface  A  y 
et  plus  petite  que  la  surface  M. 

Prenons  le  centre  de  gravité  du  trapèze  akeh  y  et  que  son 
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centre  de  gravité  soit  le  point  e.  Nous  prendrons  son  centre 
de  gravité  comOie  nous  l'avons  fait  plus  haut  (lo).  Conduisons 
©I  parallèle  à  ae.  Que  le  trapèze  iKEH  soit  suspendu  au  point  i 
de  la  balance ,  et  qu'il  soit  détaché  des  points  e  ,  h.  Par  la  même 
raison  que  nous  avons  dit  plus  haut ,  le  trapèze  étant  ainsi 
placé  restera  en  repos  et  sera  en  équilibre  avec  la  surÊice  z  (6). 
Donc  puisque  le  trapèze  akeh  suspendu  au  point  i  est  en  équi- 
libre avec  la  surface  z  suspendue  au  point  A.,  le  trapèze  sera  à 
la  surface  z  comme  ab  est  à  Bi.  Il  est  donc  évident  que  la  rai- 
son du  trapèze  à  la  surface  a  sera  plus  grande  que  la  raison  du 
trapèze  à  la  surface  Z.  Mais  la  raison  du  trapèze  à  la  surface  M 
est  moindre  que  la  raison  du  trapèze  à  la  surface  z  ;  donc  la 
surface  z  est  plus  grande  que  la  surface  A ,  et  j^us  petite  que  la 
sur&ce  H. 

PROPOSITION    XIIL 

Soit  Ar  une  balance,  dont  le  milieu  soit  le  point  b.  Soit  le 
trapèze  katp,  ajant  ses  côtés  K^, 
TP  dirigés  vers  le  point  r ,  et  ses 
côtés  AT ,  KP  perpendiculaires  sur 
Bf.  Que  le  trapèze  Aktp  soit  sus- 
pendu aux  points  £ ,  H  de  la  ba-  i    *   -i  1  / 

lance,  et  que  la  surface   z  soit  ' \  —    f 

suspendue  au  point  a,  de  manière  qu'elle  soit  en  équilibre 
avec  le  trapèze  AKTP  ainsi  placé.  Que  le  trapèze  aktp  soit  à 
la  surface  A  comme-  ab  est  à  be  ;  et  que  ce  même  trapèze 
soit  à  la  sur&ce  m  comme  ab  est:à  bh.  On  démontrera  de  la 
même  manière  que  nous  l'avons  fait  plus  haut,  que  la  surface 
:z  est  plus  grande  que  la  surface  a  ,  et  plus  petite  que  la  sur- 
face M. 
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PROPOSITION   XIV. 


Soit  un  segment  fier  compris  par  une  ligne  droite  et  par 
une  parabole.  Que  la  droite  bp  soit  d'abord  perpendiculaire 
sur  le  diamètre.  Du  point  b  conduisons  la  droite  ba  parallèle 


B    B    z   H    I    r 


au  diamètre  }^  et  du  point  r  conduisons  la  droite  rA  tangente  à 
la  parabole  au  point  r.  Le  triangle  bfa  sera  rectangle.  Parta- 
geons la  droite  Br  en  un  certain  nombre  de  parties  B£  ^  £Z  ^  zh  ^ 
Hi;  par  les  points  de  dirision  conduisons  les  droites  £X^  n, 
nr  y  IH  parallèles  au  diamètre.  Joignons  avec  le  point  r  les 
points  où  ces  droites  coupent  la  parabole,  et  pt^olongeons  les 
droites  qui  joignent  ce&  points.  Je  dis  que  le  triangle  baf  est  plus 
petit  que  le  triple  de  la  somme  des  trapèsses'  K£  y  az  ,  mh  ,  ni  et 
du  triangle  ^r  y  et  plus  grand  que  le  triple  de  la  somme  des 
trapèzes  z^  y  ne .,  Hn  et  du  triangle  lor. 

Prolongeons  la  droite  îb,  et  faisons  ab  égale  à  Br.  Suppo* 
4I0I1S  une  balance  Ar  dont  le  milieu  soit  le  point  B  ;  et  qui 
soit  suspendue  par  le  point  b.  Suspendons  le  triangle  baf  aux 
points  B^   F   de   la  balance  ;  de  Tautre  côté  de  la  balance 
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suspendons  au  point  a  les  sur&ces  p,  x,  ^ ,  il,  à.  Que  la  sur- 
face p  soit  en  éqtiilibre  avec  le  trapèze  AE  ainsi  placé ,  la  sur- 
fsice  X  avec  le  trapèze  zs,  la  surface  *^  avec  le  trapèze  th,  la 
surfiice  a  avec  le  trapèze  ri  y  et  enfin  la  sur&ce  A  avec  le 
triangle  sir.  La  somnie  des  premières  sur&ces  sera  en  équi- 
libre avec  la  somme  des  secondes.  Donc  le  triangle  BAr  sera 
triple  de  la  surface  vxirCiA  (6).  Puisqu'on  a  un  segment  Bre  com- 
pris par  une  droite  et  par  une  parabole ,  que  du  point  b  on  a 
conduit  la  droite  ba  parallèle  au  diamètre  /  et  du  point  r  la 
droite  TA  tangente  à  la  parabole  au^ipôint  r  et  que  de  plus  Fon  a 
conduit  une  autre  droite  se  parallèje  aussi  au  diamètre^  la  droite 
Br  sera  à  la  droite  bb  comme  se  estkE^(a).  Donc  aussi  ba  est  à  be 
comme  le  trapèze  ae  est  au  trapèze  ke  (€).  On  démontrera  sem- 
blablementque  a  b  est  à  bz  comme  le  trapèze  sz  est  au  trapèze  az; 
que  AB  est  à  bh  comme  le  trapèze  th  est  au  trapèze  mh  ,  et  enfin 
que  AB  est  à  bi  comme  le  trapèze  yi  est  au  trapèze  ni.  Donc 
puisque  le  trapèze  ae  a  des  angles  droits  en  b^  e  ^  et  deux  côtés 
dirigés  vers  le  point  r;  que  la  sur&ce  r,  suspendue  au  point  a 
de  la  balance^  est  en  équilibre  avec  le  trapèze  ainsi  placée 
et  que  ba  est  à  be  comme  le  trapèze  AE  est  au  trapèze  ke  ^  le 
trapèze  ke  sera  plus  grand  que  la  surface  p  ;  car  cela  a  été 
démontré  (lo).  Puisque  le  trapèze  zx  a  des  angles  droits  en  z  , 
b,  et  le  côté  st  dirigé  vers  le  point  r;  que  la  surface  x,  sus- 
pendue au  point  a  de  la  balance ,  est  en  équilibre  avec  le 
trapèze  ainsi  placé  ;  que  la  droite  ba  est  à  la  droite  be  comme 
le  trapèze  zs  est  au  trapèze  i^  ;  et  que  la  droite  ab  est  à  la 
droite  bz  comme  le  trapèze  zs  est  au  trapèze  az ,  la  suiface  x 
sera  plus  petite  que  le'trapèze  az  ,  et  plus  grande  que  le  trapèze 
Z4»;  car  cela  a  été  démontré  (lâ).  Par  la  même  raison  ,  la  sur-;- 
face  •*•  est  plus  petite  que  le  trapèze  mh,  et  plus  grande  que  le 
trapèze  eH  ;  la  surface  a  plus  petite  que  le  trapèze  noih  ,  et  plus 
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grande  que  le  trapèze  ni^  et  enfin  la  surface  a  plus  petite  que  le 
triangle  sir,  et  plus  grande  que  le  triangle  no  (8),  Donc  puisque 
le  trapèze  K£  est  plus  grand  que  la  surface  p ,  le  trapèze  az 
plus  grand  que  la  surface  x^  le  trapèze  mh  plus  grand  que  la 

A  B   B    z   K    T    r 


surface  ^ ,  le  trapèze  Ni  plus  grand  que  la  surface  ù, ,  et  enfin 
le  triangle  Hir  plus  grand  que  la  surface  A ,  il  est  évident 
que  la  somme  des  surfaces  dont  nous  venons  de  parler  est  plus 
grande  que  la  surface  PX^^A.  Mais  la  surface  px'POA  est  la 
troisième  partie  du  triangle  afa  ;  donc  le  triangle  bfa  est  plus 
petite  que  le  triple  de  la  somme  des  trapèzes  K£  ,  ai  ,  mh  ,  ni 
et  du  triangle  sir.  De  plus ,  puisque  le  trapèze  z«  est  plus  petit 
que  la  surface  X  (j a)^ le  trapèze  oh  plus  petit  que  la  surface  ^, 
le  trapèze  in  plus  petit  que  le  trapèze  û ,  et  enfin  le  triangle  lor 
plus  petit  que  la  surface  A  (8),  il  est  encore  évident  que  la 
somme  des  trapèzes  dont  nous  venons  de  parler  est  plus  petite 
que  la  surface  Aû-i^x.  Donc  le  triangle  baf  est  plus  grand  que  le 
triple  de  la  somme  des  trapèzes  «^z ,  0H  ,  in  et  du  triangle  ifo, 
et  plus  petit  que  le  triple  de  la  somme  de  ceux  dont  nous  avons 
parlé  auparavant 
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PROPOSITION    XV. 

Soit  un  segment  Ber  compris  par  une  droite  et  par  une 
p&rabole.  Que  la  droite  bf  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur 
le  diamètre.  Il  faut  nécessairement  que  Tune  ou  l'autre  des 

A  K  r 


droites^  ou  celle  qui  est  menée  par  le  point  b  du  même  côté 
du  segment  parallèlement  au  diamètre^  ou  celle  qui  est  menée* 
du  point  r^  fasse  un  angle  obtus  avec  la  droite  bf.  Que  la  droite 
menée  par  le  point  B  fasse  un  angle  obtus.  Par  le  point  b  menons 
la  droite  bA  parallèle  au  diamètre ,  et  du  point  r  ^  la  droite  rA 
tangente  à  la  parabole  au  point  r.  Partageons  la  droite  Br  eir 
un  certain  nombre  de  segmens  be  ^  £Z  ^  zh  ^  hi  ^  ir^  et  des  points 
de  division  E ,  z ,  h,  i ,  conduisons  les  droites  es  ,  ZT,  ht,  ih  pa- 
rallèles au  diamètre,  et  joignons  avec  le  point  r  les  points  où 
la  parabole  est  coupée  par  ces  droites,  et  prolongeons  les 
droites  qui  joignent  ces  points.  Je  dis  que  le  triangle  baf  est. 
plus  petit  que  le  triple  de  la  somme  des  trapèzes  b<i>  ,  AZ ,  mh  ,  Ni 
et  du  triangle  lis,  et  plus  grand  qqe  le  triple  de  la  somme  des 
trapèze^  z* ,  ne,  in  et  du  triangle  roi. 
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Prolongeons  ùr  vers  le  côté  opposé;  menons  la  perpendicu- 
laire  rK ,  et  faisons  ak  égal  à  fk.  Supposons  une  balance  af  dont 
le  milieu  soit  le  point  K^  et  suspendons  cette  balance  par  le  point 
K,  Suspendons  par  rapport  à  la  moitié  de  la  balance  le  triangle 


TK^  ^  c^est-à-dire  aux  points  r^  k.  Ce  triangle  étant  placé  comme 
il  Test  actueUement ,  suspendons  de  l'autre  côté  de  la  balance 
au  point  a ^  les  surfaces  P,  x^  ^ ,  Q,  â^;  que  la  surface  P  soit 
en  équilibre  avec  le  trapèze  A£  ainsi  placé.  Que  la  surface  x 
soit  en  équilibre  arec  le  trapèze  Z2;  la  surfitce  -ir  avec  le  tra- 
pèze TH  ;  la  surface  n  avec  le  trapèze  *^i  ^  et  enfin  la  surface  A 
avec  le  triangle  riK.  Il  est  évident  que  la  somme  des  pre- 
mières surfaces  sera  en  équilibre  avec  la  somme  des  secondes 
surfaces.  Donc  le  triangle  abf  sera  triple  de  la  ^^ surface 
PX'^nA.  On  démontrera^  comme  nous  Tavons  fait  plus  haut, 
que  le  trapèze  E<»  est  plus  grand  que  la  sar&ce  P  ;  que  le  tra- 
pèze e£  est  plus  grand  que  la  surface  x ,  et  que  le  trapèze  z« 
est  plus  petit;  que  le  trapèze  mh  est  plus  grand  que  la  surface 
^,  et  que  le  trapèze  HO  est  plus  petit;  que. le  trapèze  ni  est  plus 
grand  que  la  surface  Q,  et  que  le  trapèze  ni  est  plus  petit,  et 
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I 
; 

enfin  que  le  'triangle  Hir  est  plus  grand  que  la  surface  à  ^  et  que 
le  triangle  no  est  plus  petit  Donc  la  proposition  est  évidente* 

PROPOSITION    XVI. 


Soit  Ber  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  pa- 
rabole. Du  point  B  conduisons  une  parallèle  au  diamètre^  et 
du  point  r  une  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  r.  Que  la  surface 
z  soit  la  troisième  partie  du 
triangle  BAr.  Je  dis  que  le  seg- 
ment Ber  est  égal  à  la  surface  z. 

Car  si  le  segment  Ber  n'est  pas 
égal  à  la  surface  z^  il  est  plus 
grand  ou  plus  petit.  Qu'il  soit 
plus  grande  si  cela  est  possible. 
L'excès  du  segment  Ber  sur  la 
surface  z  5  ajouté  un  certain  nom- 
bre de  fois  à  lui-même  ^  sera  plus 
grand  que  le  triangle  BrA.  Or  y  il 
est  possible  de  prendre  une  sur- 
face qui  soit  plus  petite  que  cet 
excès  ^  et  qui  soit  une  partie  du 
triangle  BAr.  Que  le  triangle  bfe 
soit  plus  petit  que  l'e^lcès  dont 
nous  venons  de  parler,  et  qu'il 
soit  une  partie  du  triangle  baf. 
Il  est  évident  que  la  droite  be  sera  une  mênle  partie  dfe  BA. 
C^est  pourquoi ,  partageons  bA  en  autant  de  parties  égalés 
que  l'excès  du  segment  sur  la  sur&ce  z  a  été  ajouté  de  fois 
à  lui-même,  et  que  les  points  de  division  soient  le$  points 
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£  ^  H  ^  I  ^  K.  Joignons  par  des  droites  les  points  h  ^  i  ^  K  avec  le  point 
r.  Ces  droites  couperont  la  parabole,  puisque  la  droite  là 
touche  la  parabole  au  point  r.  Par  les  points  où  ces  droites 
coupent  la  parabole,  menons  les  droites  m<p,  NP ,  se,  no  paral- 
lèles au  diamètre;  ces  droites  se- 
ront aussi  parallèles  à  BA.  Donc 
puisquele  triangle  Hr£  est  plus  petit 
que  l'excès  du  segment  ser  sur  la 
surface  z,  il  est  évident  que  la  sur- 
face z  et  le  triangle  Brn,  pris  ensem- 
ble, sont  plus  petits  que  le  segment 
B0r.  Mais  la  somme  des  trapèzes 
ME ,  *A ,  ep,  eo  et  du  triangle  ro2 
que  la  parabole  traverse,  est 
égale  au  triangle  BrE;  parce 
que  le  trapèze  me  est  commun; 
que  le  trapèze  ma  est,  égal  au 
trapèze  *a;  que  le  trapèze  ah  égal 
au  trapèze  ep  ;  que  le  trapèze  XK 
égal  au  trapèze  ce  et  que  le 
triangle  rxn  égal  au  triangle  rox. 
Donc  la  surface  z  est  plus  petite 
que  la  somme  des  trapèzes  ma,  hp, 
ne  et  du  triangle  noi^  (a).  Mais  le 
triangle  BAr  est  triple  de  la  surface  z^donc  le  triangle  BAr  est 
plus  petit  que  le  triple  de  la  somme  des  trapèzes  m  a  ,  PH ,  en  et 
du  triangle  nor.  Ce  qui  ne  peut  être  ; .  car  o^  a  démontré  qu'il 
est  plus  grand  que  le  triple  de  cette  somme  (14).  Donc  le  seg- 
ment ser  n'est  pas  plus  grand  que  la  surface  z. 

Je  dis  actuellement  que  le  segment  ser  n'est  pas  plus  petit 
que  la  surface  z.  Supposons,  s'il  est  possible,  qu'il  soit  plus 


*jf 
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petit  L'excès  de  la  surface  z  sur  le  segment  set  ajouté  un 
certain  nombre  de  fois  à  lui-même  ^  sera  plus  grand  que  le 
triangle  BAr.  Or,  on  peut  prendre  une  surface  qui  soit  plus 
petite  que  cet  excès ,  et  qui  soit  une  partie  du  triangle  BAr. 
Que  le  triangle  BrE  soit  plus  petit  que  ces  excès  ;  que  ce 
triangle  soit  une  partie  du  triangle  BAr  ;  et  que  le  reste  soit 
comme  auparavant.  Puisque  le  triangle  bie  est  plus  petit  que 
Texcès  de  la  surface  2  sur  le  segment  Ber ,  le  triangle  bfe  et 
le  segment  Ber  pris  ensemble  seront  plus  petits  que  la  sur«- 
face  z.  Mais  la  surface  z  est  plus  petite  que  la  somme  des  tra-- 
pèzes  £M,  «K ,  ^s,  HT  et  du  triangle  rns;  car  le  triangle  baf 
est  triple  de  la  surface  z,  et  plus  petit  que  le  triple  de  la 
somme  des  trapèzes  dont  nous  venons  de  parler ,  ainsi  qu'on 
Ta  démontré  dans  la  proposition  précédente.  Donc  le  triangle 
BIE ,  conjointement  avec  le  segment  Ber  est  plus  petit  que  la 
somme  des  trapèzes  £M ,  «N ,  H'P ,  ^rr  et  du  triangle  ths.  Donc , 
si  Ton  retranche  le  segment  commun ,  le  triangle  fbe  sera  plus 
petit  que  la  somme  des  surfaces  restantes.  Ce  qui  est  impos- 
sible; car  on  a  démontré  que  le  triangle  bef  est  égal  à  la 
somme  des  trapèzes  em  ,  *A ,  ep ,  eo  et  du  triangle  foï,  laquelle 
somme  est  plus  grande  que  la  somme  des  sur&ces  restantes  (€)• 
Donc  le  segment  Ber  n'est  paè  plus  petit  que  la  sur&ce  z.  Mais 
on  a  démontré  qu'il  n'est  pas  plus  grand;  donc  le  segment  Ber 
est  égal  à  la  surface  z. 

PROPOSITION    XVIL 

Cela  étant  démontré ,  il  est  évident  qu'un  segment  quel* 
conque  compris  par  une  droite  et  par  une  parabole  est  égal  à 
quatre  fois  le  tiers  d'un  triangle  qui  a  la  même  base  et  la  même 
îiauleuT  que  le  segment. 

En  effet,  soit  un  segment  compris  par  une  droite  et  par 

43 
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une  parabole  dont  le  sommet  soit  le  point  e.  Inscrivons-lui  un 
triangle  Ber  qui  ait  ]a  même  base  et  la  même  hauteur  que  le 
segment  Puisque  le  point  e  est  le  sommet  du  segment,  la 
droite  menée  du   point  ©,  pa-       B  B  r 

rallèlement  au  diamètre  ^  coupe 
en  deux  parties  égales  la  droite 
Bi  ;  parce  qne  Br  est  parallèle  à 
la  tangente  au  point  e  (s).  Con- 
duisons la  droite  £e  parallèle  au 
diamètre;  du  point  b  conduisons 
aussi  la  droite  bA  parallèle  au 
diamètre^  et  du  point  r  la  droite 
TA  tangente  à  la  parabole  au  point 
r.  Puisque  Ke  est  parallèle  au 
diamètre^  que  rA  touche  la  pa- 
rabole au  point  r  ^  et  que  £r  est 
parallèle  à  la  tangente  au  point 
e  ^  le  triangle  BAr  sera  quadruple 
du  triangle  Ber  (a).  Puisque  le 
triangle  BAr  est  quadruple  du 
triangle  Ber^  et  qu'il  est  triple  du 
segment  Ber^  il  est  évident  que  le 
segment  Ber  est  égal  à  quatre  fois 
le  tiers  du  triangle  Ber. 


Lorsque  des segmens  sont  compris  par  une  droite  et  par  ime 
courbe,  la  droite  s^appelle  la  base  du  segment;  la  plus  grande 
des  perpendiculaires  menées  de  la  courbe  à  la  base  du  segment, 
s'appelle  la  hauteur  du  segment,  et  enfin  le  point  de  la  courbe 
d'où  la  plus  grande  perpendiculaire  est  abaissée  sur  la  base, 
s'apx>elle  le  sommet. 
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PROPOSITION    XVIIL 


Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  para- 
bole ^  on  conduit  du  milieu  de  la  base  une  droite  parallèle 
au  diamètre^  le  sommet  du  segment  est  le  point  de  la  parabole 
rencontré  par  la  droite  parallèle  au  diamètre. 

Soit  ABr  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  pa- 
rabole. Du  milieu  de  af  condui- 
sons la  droite  ab  parallèle  à  un 
diamètre.  Puisque  dans  une  pa- 
rabole nous  ayons  mené  ba  paral- 
lèle au  diamètre^  et  que  les  droites 
AA  ^  AT  sont  égales  y  la  droite  Ar 
et  la  droite  qui  touche  la  para- 
bole au  point  B  seront  parallèles  (i).  Il  est  donc  évident  que  de 
toutes  les  perpendiculaires  menées  de  la  parabole  sur  la  droite 
AT ,  celle  qui  est  menée  du  point  B  sera  la  plus  grande.  Donc 
le  point  B  est  le  sommet  du  segment 


PROPOSITIONXIX. 


Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  pa- 
rabole^ on  conduit  deux  droites  parallèles  au  diamètre^  Tune 
du  milieu  de  la  base  et  Tautre  du  milieu  de  la  moitié  de  la 
base;  celle  qui  est  conduite  du  milieu  de  la  base  est  égale  à  quatre 
fois  le  tiers  de  celle  qui  est  conduite  du  milieu  de  la  moitié 
de  la  base. 

Soit  ABi  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une 
parabole.  Du  milieu  de  Ai  et  du  milieu  AA  y  conduisons  les 
droites  ba^  £Z  parallèles  au  diamètre  de  BA.  Conduisons  aussi  19 
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parallèle  à  AT.  Puisque  dans  une  parabole  nous  avons  conduit  la 
droite  B A  parallèle  au  diamètre^ 
et  les  droites  AA ,  ze  parallèles  à 
la  droite  qui  touche  la  parabole 
au  point  b  ^  la  droite  ba  sera  à  la 
droite  Be  comme  le  quarré  con- 
struit sur  AA  est  au  quarré  con- 
struit sur  ze  (5).  Donc  ba  est 

quadruple  de  Be.  Il  est  donc  évident  que   la  droite   BA    est 
égale  à  quatre  fois  le  tiers  de  la  droite  £Z* 


PROPOSITION    XX. 

Si  dans  un  segment  cgmpris  par  une  droite  et  par  une  para- 
bole^ on  inscrit  un  triangle  qui  ait  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  le  segment^  le  triangle  inscrit  sera  plus  grand  que 
la  moitié  du  segment 

Que  le  segment  ABr  soit  tel  que  celui  dont  nous  venons  de 
parler*  Inscrivons-lui  un  triangle  qui  ait  la  même  hauteur  que 
ce  segment  (t8).  Puisque  le  triangle  a  la  même  base  et  la  même 


hauteur  que  le  segment,  le  point  b  sera  le  sommet  du  seg- 
ment. Donc  AT  est  parallèle  à  la  droite  qui  touche  la  parabole 
au  point  b.  Par  le  point  b  conduisons  la  droite  ae  pai  allèle  à 
la  droite  Ar,  H  des  points  a,  r  les  droites  aa,  r£  parallèles  au 
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diamètra  Ces  droites  tomberont  hors  de  la  parabole.  Donc 
puisquô  le  triangle  Asr  est  la  moitié  du  parallélo{j|iamme 
AùBT ,  il  est  évident  qu'il  est  plus  grand,  que  la  moitié  An 
segment. 

Cela  étant  démontré .  il  est  évid^it  qu'on  peut  inscrire  dans 
ce  segfcnent  un  polygone  de  manière  que  la  somme  Aer^e^aijeM 
restans  soit  plus  petite  que  toute  sth:£fcce  donnée.  Car  en'r^Cfan'^ 
chant  continuelleolent  une  sur&cb  plus  grabde  que  la  moitié  > 
nous  diminuerons  continuellement  la  somme  des  s^gftien6 
restans  y  et  nous  la  rendrons  par  conséquent  plus  petite  que 
toute  surface  proposée.  '        '    '  '  .'      - 


PROPOSITION    XXL 


♦  ) 


Si  dans  un  segment  compris  par  une  droite  et  par  une  para- 
bole y  on  inscrit  un  triangle  qui  ait  la  même  base  et  la  même 

....  . 

hauteur  que  le  segment;  et  si  dans  les  segmens  restans  l'on 
inscrit  d'autres  triangles  qui  aient  la  même  base  et  la  même 

♦  » 

hauteur  que  ces  segmens ,  le  triangle  inscrit  dans  le  segment 
entier  est  égal  à  huit  fois  ohacfun  des  autres  triangles  qui  sont 
inscrits  dans  les  segmens  restans. 

Soit  le  segment  ABr  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
Partageons  Ar  en  deux  parties 
égales  au  point  A  ;  conduisons  bA 
parallèle  au  diamètre.  Le  point  b 
sera  le  sommet  du  segment  (i  8). 
Donc  le  triangle  ABr  aura  la  même 
base  et  la  même  hauteur  que  le 
segment.  Partageons  ensuite  a  A 
en  deux  parties  égales  au  point  E  ,  et  conduisons  la  droite  EZ 

i 

parallèle  au  diamètre.  La  droite  ab  sera  partagée  en  deux  par- 
ties égales  au  point  e.  Donc  le  point  2  sera  le  sommet  du  seg- 
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nient  KW:  Donc  le  tringle  azb  a  la  même  base  et  la  même 
hauteur  que  le  segment  azb.  Il  faut  dànontrer  que  le  triangle 
ABr  est  égal  à  huit  fois  le  triangle  abz. 

En  effets  la  droite  ba  est  égale  à 
quatre  fois  le  tiers  de  la  droite 
£Z  (19)  et  au  double  de  la  droite 
£e.  Donc  Ee  est  double  de  ez.  Donc 
aussi  le,  triangle  Ajçp  est  double  du 
triangle  zb  a  ;  car  le  triangle  Ase 
est  double  du  triangle  A0Z  ^  et  le 
triangle  esE  double  du  triangle  zes.  Donc  le  triangle  ABr  est 
égal  à  huit  fois  le  triangle  azb.  Nous  démontrerons  de  la  même 
manière  qu^il  est  aussi  égal  à  huit  fois  le  triangle  qui  est  inscrit 
dans  le  .segment  bhf.  , 

•  T 

PROPOSITION    XXIL 

*  • 

Si  Ton  a  un, segment  compris  par  une  droitç  et  par  une 
parabole;  si  des  surfaces  en  aussi  grand  nombre  que  Fon  vou- 
dra ^  sont  placées  à  la  suite  les. unes  des  autres;  si  chacune 
d'elles  contient  quatre  fois  celle  qui  la  suit  immédiatement  ;  et 
si  la  plus  grande  de  ces  surfaces  est  égale  à  un  triangle  qui  ait 
la  même  base  et  la  même  hauteur  que  le  segment^  la  somme 
de  toutes  ces  surfaces  sera  plus  petite  que  le  segment 

Soit  un  segment  aabei  compris  par  une  droite  et  par  une 
parabole.  Soient  aussi  autant  de  surfaces  z  ^  h  ,  e  ^  i  que  Ton 
voudra 9  placées  les  unes  à  la  suite  des  autres;  que  z  soit  le 
quadruple  de  H^  et  égal  à  un  triangle  qui  ait  ]a  même  base  et 
la  même  hauteur  que  le  segment  Je  dis  que  le  segment  est  plus 
grand  que  la  somme  des  surfaces  z  ^  H  ^  e ,  i. 

Que  le  sommet  du  segment  entier  soit  le  point  b  ,  et  les  som- 
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mets  des  segmens  restans  les  points  A ,  e.  Puisque  le  triangle 
ABr  est  égal  à  huit  fois  chacun  des  triangles  aba^  bbi,  il  est  évi* 
dent  qu'il  est.  le  quadruple  de  ces  deux  triangles  pris  en- 
semble. Mais  le  triangle  ABr  est  égal  à  la  surface  z  ;  donc  par  la 


même  raison  la  somme  des  triangles  aab  ,  bei  est  égale  à  la  sur- 
face h.  On  démontrera  pareillement  que  la  somme  des  triangles 
qui  sont  inscrits  dans  les  segmens  restans  ^  et  qui  ont  la  même 
base  et  la  même  hauteur  que  ces  segmens  est  égalé  à  la  surface 
e.  Mais  la  somme  des  triangles  qui  sont  inscrits  dans  les  seg^ 
mens  suivans  est  égale  à  la  surface  i.  Donc  la  somkne  de 
toutes  les  surfaces  proposées  est  égale  à  un  certain  polygone 
inscrit  dans  le  segment.  Il  est  donc  évident  que  la  somme  de 
toutes  ces  surfaces  est  plus  petite  que  le  segment 

PROPOSITION   XXIII. 


Si  tant  de  grandetirs  que  l'on  voudra ,  sont  placées  à  la  suite 
les  unes  des  autres,  et  si  chacune  d'elles  contient  quatre  fois  celle 
qui  suit  immédiatement,  la  somme  de  ces  grandeurs,  conjoîh- 
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tement  avec  le  tiers  de  la  plus  petite  est  égale  à  quatre  fois  le 
tiers  de  la  plus  grande. 

Soient  tant  de  grandeurs  que  Ton  voudra  A ,  b  ,  r ,  A ,  E ,  pla- 
cées à  la  suite  les  unes  des  autres,  dont  chacune  contienne 


m 
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quatre  fois  celle  qui  suit  immédiatement  Que  la  plus  grande 
soit  A  ;  que  i  soit  le  tiers  de  b  ;  que  H  soit  le  tiers  de  r  ;  que 
e  soit  le  tiers  de  ^^  et  i  le  tiers  de  jb.  Puisque  t  est  le  tiers 
de  B ^  et  que  b  est  le  quart  de  a  ,  les  grandeura^ ,  z  prises  en- 
semble seront  le  tiers  de  a.  Par  la  même  raison ,  les  grandeurs 
H,  r  prises  ensemble ,  sont  le  tiers  de  b;  les  grandeurs  e,  à 
prises  ensemble^  le  tiers  de  r  ^  et  les  grandem^s  i ,  £  prises  en- 
semble^ le  tiers  de  a.  Donc  la  somme  des  grandeurs  b^  r,  ^^ 
£^  z ,  H ,  0 ,  I  est  le  tiers  de  la  somme  des  grandeurs  A ,  b  ,  r  ^  ^^ 
Mais  la  somme  des  grandeurs  z  ^  h  ,  e  est  le  tiers  de  la  sonune 
des  grandeurs  b,  r^  A  ;  donc  la  somme  des  grandeurs  restantes  b^ 
r, A, £,1  est  le  tiers  de  la  grandeur  restante  a.  Donc  la  sonmie 
des  grandeurs  k^  b^t^a^  E^  conjointeoient avec  la  grandeur  i ^ 
c'est-à-dire  avec  Xe  tiers  de  la  grandeiur  £  y  est  égal  à  quatre 
fois  le  tiers  de  la  grandeur  A  («t). 
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PROPOSITION    XXIV. 


Un  segment  quelconque  compris  par  une  ^droite  et  pay.  ujoi^ 
parabole  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  d^un  triangle  qui  a  la 
même  base  et  la  même  hauteur  que  ce  segnkent  • 


»  *«.î^ 


à  i> 
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Soit  AAB£r  un  segment  compris  par  ujtfe  droite  et  pfn:  une 
parabole.  Soit  aussi  un  triangle  Asr  qui  ait  la  même  base  et  la 
même  hauteur  que  le  segment  Que  la  surface  K  soit  égale^>à 
quatre  fois  le  tiers  du  triangle  ABr.  Il  faut  démontrer  que  la  sur- 
face K  est  égale  au  segment  aabef. 

Car  si  la  surface  k  n^est  pas 
égale  au  segment  aabet^  elle  est 
ou  plus  ^ande  ou  plus  petite* 
Supposons  d^abord ,  si  cela-  est 
possible  9  quQ  le  segment  a^bep 
soit  plus  graiid  que.  la  surÊiciî  jc.,' 
Inscrivons  les  trlan'gles  a~ab  y  Bfir ,  * 
ainsi  que  cela  a  été  dit(âl).  Ins-* 
crivons  dans  les  segmens  restans 
d'autres  triangles  qui  aijent  la 
même  base  et  la  même  hauteur 
que  ces  segmens;  et  continuons 
d'inscrire  dans  les  segmens  res- 
tans deux  triangles  qui  ayent  la  même  base  et  la  même  hauteur 
que  ces  segmens.  La  somme  des  segmens  reatans  sera  certainement 
-plus  petite  que  Texcès  du  segmdnt  aAbet  sur  la  sur&cë  Ki^JXn(v; 
le  polygone  inscrit  sera  'plus  grand  que  la  surface  ic.  Cp  qiii 
ne  peut  être.  En  effet ,  le  triangle  abt  étant  quadruple.de  }fi 
somme  des  triangles  aab  ^  B£r ,  la  somme  de  ceux-ci  quadruple 
la  somme  de  ceux  qui  sont  inscrits  dans  les  segmens  saivancr» 
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et  ainsi  de  suite  ^  des  surfaces  sont  placées  les  unes  a  la 
suite  des  autres^  et  chacune  d'elles  contient  quatre  fois  celle 
qui  suit  immédiatement  (s,  i  ).  D'où  il  suit  que  la  somme  de 
toutes  ces  surfaces  est  plus  petite  que  quatre  fois  le  tiers  de 
la  plus  grande  de  ces  sur&ces  (â3).  Mais  la  surface  K  est  égale  à 
quatre  fois  le  tiers  de  cette  surface  ;  donc  le  segment  A^^B£r  n'est 
pas  plus  grand  que  la  surface  k. 

Supposons  à  présent^  si  cela  est  possible^  que  le  segment 
AABEr  soit  plus  petit  que   la  surface  K.  Que  le  triangle  ABr 
soit  égale  à  la  surface  z  ;  que  la  surface  H  soit  le  quart  de  la 
surface  z  ;  que  la  surface  e  soit   le  quart  de  la  sur&ce  h   et 
ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  que  la  dernière  surface  soit  plus  petite 
que  l'excès  de  la  surface  k  sur 
le   segment.  Que  cette  dernière 
surface  soit  i.  La  somme  des  sur- 
faces z ,  H ,  e ,  I ,  conjointemeat 
avec  le  tiers  de  la  surface  i ,  est  iL 
égale  à  quatre  fois  le  tiers  de  la 
surfiu^e  z  (âS).  Mais  la  surface  k  est 
égale  à  quatre  fois  le  tiers  de  la 
surface  z;  donc  la  surÊice  k  est 
égale  à  la  somme  des  surfaces  z  ^ 
H^  e^  i,  conjointement  avec  le 
tiers  de  la  surface  i.  Mais  l'excès 
de  la  surface  k  sur  la  somme  des 
«urfaces  i&  ^  h  ^  e  ^  i  est  plus  pe- 
tite que  la  surface  i ,  et  l'excès  de  la  surface  x   sur  le  seg- 
ment est  plus  grand  que  la  surface  i  ;  il  est  donc  évident  que 
Ik  somme  des  surfaces  z  ^  h  ^  e  ^  i  est  plus  grande  que  le  seg- 
ment. Ce  qui  ne  peut  être  ;    car  on  a  démontré  que  si   des 
surfaces  en  aussi   grand  nombre  qu'on  voudra ,  sont  placées 
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les  unes  à  la  suit^des  autres  y  si  chacune  d'elles  contient  quatre 
fois  celle  qui  .suit  immédiatement^  et  si  la  plus  grande  de 
toutes  est  égale  au  triangle  inscrit  dans  le  segment  y  la  somme 
de  ces  surfiices  est  plus  petite  que  le  segment  (â  a).  Donc  le  seg- 
ment AÀBEr  n'est  pas  plus  petit  que  la  surface  K«  Mais  nous 
avons  démontré  qu'il  n'est  pas  plus  grand  ;  donc  il  est  égal  à 
la  surface  k.  Mais  la  surface  k  est  égale  à  quatre  fois  le  ,tiers 
du  triangle  ABr  ;  donc  le  segment  Aâfifir  est  égal  à  quatre  fois 
le  tiers  du  triangle  ABr. 


FIN    DE    LA    QIJA0&ATURB    DE   Ul   PARABOLE. 
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L'ARENAIRE. 


1  li  est  des  pei^sonnes ,  ô  roi  Gélon ,  qui  pensent  que  le  nombre 
des  grains  de  sable  est  infini.  Je  ne  parle  point  du  sable  qui 
est  autour  de  Syracuse  et  qui  est  répandu  dans  le  reste  de 
la  Sicile  y  mais  bien  de  celui  qui  se  trouve  non-seulement 
dans  les  régions  habitées  y  mais  encore  dans  les  régions  inha- 
bitées. Quelques-uns  croient  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  n'est  pas  infini  y  mais  qu'il  est  impossible  d'assigner  un 
nombre  plus  grand.  Si  ceux  qui  pensent  ainsi  se  représen- 
toient  un  volume  de  sable  qui  fût  égal  à  celui  de  la  terre  ^  qui 
remplit  toutes  ses  cavités,  et  les  abîmes  delà  mer,  et  qui  s'élevât 
jusqu'aux  sommets  des  plus  hautes  montagnes,  il  est  évident 
qu'ils  seroient  bien  moins  persuadés  qu'il  pût  exister  un  nombre 
qui  surpassât  celui  des  grains  de  sable. 

Quant  à  nioi ,  je  vais  faire  voir  par  des  démonstrations  géo- 
métriques auxquelles  tu  ne  pourras  refuser  ton  assentiment , 
que  parmi  les  nombres  dénommés  par  nous  dans  les  livres 
adressés  à  Zeuxippe ,  il  en  est  qui  excèdent  le  nombre  des 
grains  d'un  volume  de  sable  égal  non-seulement  à  la  grandeur 
de  la  terre ,  mais  encore  à  celui  de  l'univers  entier. 

Tu  sais  que  le  monde  est  appelé  par  la  plupart  des  astro- 
nomes une  sphère  dont  le  centre  est  le  même  que  celui  de  la 
terre  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  droite  placée  entre  le 
centre  de  la  terre  et  celui  du  soleil.  Aristarque  de  -Samos  rap- 
porte ces  choses  en  les  réfutant,  dans  les  propositions  qu'il  a 
publiées  contre  les  astronomes.  D'après  ce  qui  est  dit  par  Aris- 
tarque de  Samos ,  le  monde  seroit  beaucoup  plus  grand  que  nous 
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venons  de  le  dire;  car  il  suppose  que  les  étoiles  et  le  soleil  sont 
immobiles  ;  que  la  terre  tourne  autour  du  soleil  comme  centre; 
et  que  la  grandeur  de  la  sphère  des  étoiles  fixes  dont  le  centre  est 
celui  du  soleil ,  est  telle  que  la  circonférence  du  cercle  qu'il  sup- 
pose décrite  par  la  terre  est  à  la  distance  des  étoiles  fixes  comme 

«» 

le  centre  de  la  sphère  est  à  la  surface.  Mais  il  est  évident  que 
cela  ne  sauroit  être ,  parce  que  le  centre  de  la  sphère  n^ayant 
aucune  grandeur^  il  s'ensuit  qu'il  ne  peut  avoir  aucun  rapport 
avec  la  surface  de  la  sphère.  Mais  à  cause  que  Ton  conçoit  la 
terre  comme  étant  le  centre  du  monde ,  il  faut  penser  qu'Aris- 
tarque  a  voulu  dire  que  la  terre  est  à  la  sphère  que  nous  appe- 
lons le  monde,  comme  la  sphère  dans  laquelle  est  le  cercle  qu'il 
suppose  décrit  par  [a  terre  est  à  la  sphère  des  étoiles  fixes  ;  car  il 
établit  ses  démonstrations ,  en  supposant  que  les  phénomènes* 
se  passent  ainsi  ;  et  il  paroît  qu^il  suppose  que  la  grandeur  de 
la  sphère  dans  laquelle  il  veut  que  la  terre  se  meuve  est  égale  à 

* 

la  sphère  que  nous  appelons  le  monde  (a). 

.  Nous  disons  donc  que  si  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  aussi 
grande  que  la  sphère  des  étoiles  fixes  supposée  par  Aristarque, 
on  pourroit  démontrer  que  parmi  les  nombres  dénommés  dans 
le  Livre  des  Principes ,  il  y  en  auroit  qui  surpasseroient  le 
nombre  de  grains  de  sable  contenus  dans  cette  sphère. 

Cela  posé,  que  le  contour  de  la  terre  soit  à -peu -près 
de  trois  cent  myriades  de  stades  {€)  ,  mais  non  plus  grand. 
Car  tu  n'ignores  point  que  d'autres  ont  voulu  démontrer  que 
le  contour  de  la  terre  est  à-peu-près  de  trente  myriades  de  stades, 
^our  moi ,  allant  beaucoup  plus  loin ,  je  le  suppose  dix  fois 
aussi  grand% c'est-à-dire  que  je  le  suppose  à-peu-près  de  trois 
cent  myriades  de  stades ,  mais  non  plus  grand.  Je  suppose 
ensuite ,  d'après  la  plupart  des  astronomes  dont  nous  venons 
de  palier ,  que  le  diamètre  de  la  terre  est  plus  grand  que  celui 
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de  la  lune  y  et  que  celui  du  soleil  est  plus  grand  que  celui  de 
la  terre  ;  je  suppose  enfin  que  le  diamètre  du  soleil  est  environ 
trente  fois  aussi  grand  que  le  diamètre  de  la  lune  y  mais  non 
plus  grand.  Car  parmi  les  astronomes  dont  nous  venons  de 
parler  ^  Eudoxe  a  affirmé  que  le  diamètre  du  soleil  étoit 
environ  neuf  fois  aussi  grand  que  celui  de  la  lune;  Phi- 
dias ^  fils  d^Acupatre  y  a  dit  qu'il  étoit  environ  douze  fois 
aussi  grand  ;  et  enfin  Aristarque  s'est  efforcé  de  démontrer  que 
le  diamètre  du  soleil  étoit  plus  grand  que  dix-<huit  fois  le  dia« 
'mètre  ^de  la  lune  et  plus  petit  que  vingt  fois.  Four  moi  y  allant 
encore  plus  loin  y  afin  de  démontrer  sans  réplique  ce  que  je  me 
suis  proposé  y  je  suppose  que  le  diamètre  du  soleil  est  à-peu- 
près  égal  à  trente  fois  le  diamètre  de  la  lune  y  mais  non  plus 
grand.  Je  suppose  y  outre  cela  y  que  le  diamètre  dû  soleil  est 
plus  grand  que  le  côté  d'un  polygone  de  mille  côtés  inscrit  dans 
un  grand  cercle  de  la  sphère  dans  laquelle  il  se  meut  :  je  fais 
cette  supposition  y  parce  qu' Aristarque  affirme  que  le  soleil 
paroît  être  la  sept  cent  vingtième  partie  du  cercle  qu'on  appelle 
le  Zodiaque. 

J'ai  fait  tous  mes  efforts  pour  prendre  /  avec  des  instrumens^ 
l'angle  qui  comprend  le  soleil  et  qui  a  sonk  sommet  à  l'œil  de 
l'observateur.  Cet  angle  n'est  pas  facile  à  prendre,  parce  qu'avec 
Tœil  y  les  mains  et  les  instrumens  dont  on  se  sert  pour  cela,  on 
ne  peut  pas  le  mesurer  d'une  manière  bien  exacte.  Mais  il  est 
inutile  de  parler  davantage  de  l'imperfection  de  ces  instrumens, 
parce  que  cela  a  déjà  été  fait  plusieurs  fois.  Au  reste ,  il  me  suffît, 
pour  démontrer  ce  que  je  me  suis  proposé ,  de  prendre  un  angle 
qui  ne  soit  pas  plus  grand  que  celui  qui  comprei^^  le  soleil  et 
qui  a  son  sommet  à  l'œil  de  l'observateur;  et  ensuite  im 
autre  angle  qui  ne  soit  pas  plus  petit  que  celui  qui  comprend 
le  soleil  et  qui  a  aussi  son  sommet  à  Tœil  de  l'observateur. 
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C'est  pourquoi  ayant  placé  une  longue  règle  sur  une  surface 
plane  élevée  dans  un  endroit  d'où  Ton  pût  voir  le  soleil  levant; 
aussitôt  après  le  lever  du  soleil ,  je  posai  perpendiculairement 
sur  cette  règle  un  petit  cylindre.  Le  soleil  étant  sur  Thorison 
et  pouvant  être  regardé  en  face  (7)  ,  je  dirigeai  la  règle  vers 
le  soleil^  Toeil  étant  à  une  de  ses  extrémités,  et  le  cylindre 
étant  placé  entre  le  soleil  et  Toeil  de  manière  qu'il  cachât 
entièrement  le  soleil.  J'éloignai  le  cylindre  de  l'œil  jusqu'à 
ce  que  le  soleil  commençât  à  être  apperçu  le  moins  possible 
de  part  et  d'autre  du  cylindre ,  et  alors  j'arrêtai  le  cylindre. 
Si  l'œil    appercevoit   le  soleil  d'un   seul    point,  et    si    Ton 
conduisoit  de  l'extrémité  de  la  règle  où  l'œil  est  placé  des 
droites  qui  fussent  tangentes  au  cylindre ,  il   est  évident  que 
l'angle  compris  par  ces  droites  seroit  plus  petit  que  l'angle 
qui  auroit  son  sommet  à  l'œil   et  qui  embrasseroit  le  soleil  ; 
parce  qu'on  appercevroit  quelque  chose  du  soleil  de  part  et 
d'autre  du  cylindre.  Mais  à  cause  que  l'œil  n'apperçoit  pas 
les  objets  par  un  seul  point ,  et  que  la  partie  de  l'œil  qui  voit  à 
une  certaine  grandeur  (cT) ,  je  pris  un  cylindre  dont  le  diamètre 
ne  fût  pas  plus  petit  que  la  largeur  de  la  partie  de  l'œil  qui 
voit  ;  je  posai  ce  cylindre  à  l'extrémité   de  la  règle  où  l'œil 
étoit  placé,  et  je  conduisis  ensuite  deux  droites  tangentes  aux 
deux  cylindres.  Il  est  évident  que  l'angle  compris  par  ces  tan- 
gentes dut  se  trouver  plus  petit  que  l'angle  qui  embrassoit  le 
soleil  et  qui  avoit  son  sommet  à  l'œil. 

On  trouve  un  cylindre  dont  le  diamètre  ne  soit  pas  plus 
petit  que  la  largeur  de  la  partie  de  l'œil  qui  voit  de  la 
manière  suivante  :  on  prend  deux  cylindres  d'un  petit  dia- 
mètre ,  mais  d'un  diamètre  égal ,  dont  l'un  soit  blanc  et  dont 
l'autre  ne  le  soit  pas  ;  on  les  place  devant  l'œil ,  de  manière  que 
le  cylindre  blanc  soit  le  plus  éloigné  et  que  l'autre  soit  le  plus 


k  ' 


352  L'ARÉNAIRE. 

près  possible  et  touche  le  visage.  Si  les  diamètres  des  cylindres 
sont  plus  petits  que  la  largeur  de  la  partie  de  l'œil  qui  voit, 
il  est  évident  que  cette  partie  de  Vœïl  apperçoit,  en  em- 
brassant le  cylindre  qui  est  près  du  visage ,  l'autre  cylindre  qui 
est  blanc  ;  elle  le  découvre  tont  entier ,  si  les  diamètres  des  cy- 
lindres sont  beaucoup  plus  petits  que  la  largeur  de  la  partie 
de  Vœïl  qui  voit  ;  sinon  ,  elle  n'en  découvre  que  quelques  par- 
ties placées  de  part  et  d'autre  de  celui  qui  est  près  de  l'œil. 
Je  disposai  donc  de  cette  manière  deux  cylindres  dont  l'épais- 
seur étoit  telle  que  l'un  caclioit  l'autre  par  son  épaisseur  sans 
cacher  un  endroit  plus  grand.  Il  est  évident  qu'une  grandeur 
égale  à  l'épaisseur  de  ces  cylindres  n'est  pas,  en  quelque  façon, 
plus  petit  que  la  largeur  de  la  partie  de  l'ceil  qui  voit  (a). 

Pour  prendre  un  angle  qui  ne  fût  pas  plus  petit  que  l'angle 
qui  embrasse  le  soleil  et  qui  a  son  sommet  à  l'œil ,  je  me  con- 
duisis de  la  manière  suivante  :  Après  avoir  éloigné  de  l'œil  le 
cylindre  jusqu'à  ce  qu'il  cachât  le  soleil  tout  entier  ,  je  menai 
de  l'extrémité  de  la  règle  où  l'œil  étoit  placé  des  droites  tan- 
gentes au  cylindre.  Il  est  évident  que  l'angle  compris  par  ces 
droites  dut  se  trouver  plus  grand  que  celui  qui  embrasse  le 
soleil  et  qui  a  son  sommet  à  l'œil. 

Ces  angles  ayant  été  pris  de  cette  manière ,  et  les  ayant  com- 
parés avec  un  angle  droit,  le  plus  grand  de  ces  angles,  qui 
avoit  son  sommet  au  point  marqué  sur  la  règle,  se  trouva 
plus  petit  que  la  cent  soixante-quatrième  partie  d'un  angle  droit 
et  le  plus  petit  se  trouva  plus  grand  que  la  deux  centième 
partie  de  ce  même  angle.  Il  est  donc  évident  que  l'angle  qui  em- 
brasse le  soleil  et  qui  a  son  sommet  à  l'œil  est  plus  petit  que  la 
cent  soixante-quatrième  partie  d'un  angle  droit  et  plus  grand 
que  la  deux  centième  partie  de  ce  même  angle. 

Cela  étant  ainsi ,  on  démontre  que  le  diamètre  du  soleil  est 
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|)lus  grand  que  le  côté  d'un  polygone  de  mille  côtés  inscrit 
dans  un  grand  cercle  de  la  sphère  du  monde.  En  eflfet^ 
supposons  un  plan  conduit  par  le  centre  de  la  terre  ^  par 
le  centre  du  soleil  et  par  Toeil  deTobservateur^le  soleil  étant 


peu  élevé  au-dessus  de  Thorizon.  Ce  plan  coupera  la  sphère 
du  monde  suivant  le  cercle  âbf  ,  la  terre  suivant  le  cercle  A£Z  ^ 
et  le  soleil  suivant  le  cercle  sh.  Que  le  point  e  soit  le  centre 
de  la  terre^  le  point  k  le  centre  du  soleil  ^  et  le  point  A  Tceil  de 
l'observateur.  Conduisons  des  droites  tangentes  au  cercle  2H; 
savoir^  du  point  A  les  droites  AA^  A9  tangentes  aux  points 
N  et  T  ^  et  du  point  e  les  droites  eM ,  eo  tangentes  aux  points 
p  et  X.  Que  ces  droites  eM,  eo  coupent  la  circonférence  du 
cetcle  ABF  aux  points  a  ,  B.  La  droite  eK  sera  plus  grande  que 
la  droite  AK ,  parce  que  Ton  suppose  le  soleil  au-dessus  ^e 
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rhorizoïr  (§).  Donc  Tangle  compris  par  les  droites  aa  ,  as  est 
plus  grand  que  Tangle  compris  par  les  droites  eM ,  eo  (^.  Mais 
Tangle  compris  par  les  droites  AA  y  AH  est  plus  grand  que  la 
^oo""  partie  d^un  angle  droit  et  plus  petit  que  la  164^  partie  de 


ce  même  ang^e;  parce  que  cet  angle  est  égal  à  Tangle  qui  embrasse 
le  soleil  et  qui  a  son  sommet  à  Tceil.  Donc  Tangle  conipris  par 
les  droites  bu  y  eo  est  plua  petit  que  la  164^  partie  d'un  angle 
droit  Donc  la  droite  ab  est  plus  petite  que  la  corde  de  la  656* 
partie  de  la  circonférence  du  cercle  Asr» 

Mais  la  raison  du  contour  du  polygone  dont  nous  venons  de 
parler  au  rayon  du  cercle  ABr  est  moindre  que  la  raison  de  44 
à  7  ;  parce  que  la  raison  du  contour  d'un  polygone  quelconque 
inscrit  dans  un  cercle  au  rayon  de  ce  cercle  est  plus  petite  que 
la  raison  de  44  à  7.  Car  tu  n'ignores  pas  que  nous  ayons  dé- 
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montré  que  le  contour  d^un  cercle  quelconque  est  plus  grand 
que  le  triple  du  diamètre ,  augmenté  d'une  certaine  partie  qui 
est  plus  petite  que  le  7*^  de  son  diamètre,  et  plus  grande  que  les 
jY^de  la  Mesure  du  Cercle^  prop.  5  )•  Donc  la  raison  de  B A  à  eK 
est  moindre  que  la  raison  deiiàii48  (ti).  Donc  la  droite  ba 
est  plus  petite  que  la  100^  partie  de  eK  (0).  Mais  le  diamètre  du 
cercle  2H  est  égal  à  ba;  parce  que  la  droite  «A  moitié  de  BA 
est  égale  à  kp  ,  à  cause  que  les  droites  eK ,  eA  étant  égales,  on  a 
abaissé  de  leurs  extrémités  des  perpendiculaires  opposées  au 
même  angle.  Il  est  donc  évident  que  le  diamètre  du  cercle  2H 
est  plus  petit  que  la  100^  partie  de  eK.  Mais  le  diamètre  fier  est 
plus  petit  que  le  diamètre  du  cercle  SH ,  parce  que  le  cercle 
ÀEZ  est  plus  petit  que  le  cercle  2H  ;  donc  la  somme  des  droites 
er ,  K£  est  plus  petite  que  la  ioo«  partie  de  eK.  Donc  la  raison 
de  eK  à  rx  est  moindre  que  la  raison  de  100  à  99  (1).  Mais  eK 
n'est  pas  plus  petit  que  ep ,  et  sr  est  plus  petit  que  at  ;  donc  la 
raison  de  ep  à  AT  est  moindre  que  la  raison  de  100  à  99.  De 
plus ,  puisque  les  côtés  kp  ,  kt  des  triangles  rectangles  eKP ,  akt 
sont  égaux ,  que  les  côtés  ep ,  AT  sont  inégaux  et  que  le  côté  ep 
est  le  plus  grand ,  la  raison  de  Tangle  compris  par  les  côtés 
AT ,  ak  à  Tangle  compris  par  les  côtés  ep ,  eK  sera  plus  grande 
que  la  raison  de  la  droite  eK  à  la  droite  AK ,  et  moindre  que  la 
raison  de  ep  à  AT;  car  si  parmi  les  côtés  de  deux  triangles 
rectangles  qui  comprennent  Tangle  droit,  les  uns  sont  égaux 
et  les  autres  inégaux ,  la  raison  du  plus  grand  des  angles  iné- 
gaux compris  par  les  côtés  inégaux  au  plus  petit  de  ces  angles , 
est  plus  grande  que  la  raison  du  plus  grand  des  côtés  opposés  à 
Tangle  droit  au  plus  petit  de  ces  côtés ,  et  moindre  que  la  rai- 
son du  plus  grand  des  côtés  qui  comprennent  Tangle  droit  au 
plus  petit  (]t).  Donc  la  raison  de  Tangle  compris  entre  les  côtés 
AA,  A0  à  Fangle  compris  entre  les  côtes  eo,  eM  est  moindre 
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que  la  raison  de  ep  à  AT ,  laquelle  est  certainement  moindre 
que  la  raison  de  looà  99.  Donc  la  raison  de  Tangle  compris 
par  les  côtés  aa  ^  AH  à  l'angle  compris  entre  om,  eo  est  moindre 
que  la  raison  de  100  à  99.  Mais  Tangle  compris  par  les  côtés  Aa^ 
AH  est  plus  grand  que  la  300<^  partie  d'un  angle  droit;  donc  l'angle 
compris  par  les  côtés  eM ,  eo  sera  plus  grand  que  les  ^H^  d'un 
angle  droit  Donc  cet  angle  sera  plus  grand  que  le  2o3«  d'un  angle 
droit.  Donc  la  droite  BA  est  plus  grande  que  la  corde  d'un  arc 
de  la  circonférence  du  cercle  ABr  divisée  en  81a  parties.  Mais 
le  diamètre  du  soleil  est  égal  à  la  droite  ab;  il  est  donc  évi« 
dent  que  le  diamètre  du  soleil  est  plus  grand  que  le  côté  d'un 
polygone  de  mille  côtés. 

Cela  étant  posé,  on  démontre  aussi  que  ]e  diamètre  du  monde 
est  plus  petit  qu'une  mjriade  de  fois  le  diamètre  de  la  terre,  et 
que  le  diamètre  du  monde  est  plus  petit  que  cent  myriades 
de  myriades  de  stades.  Car  puisqu'on  a  supposé   que   le  dia- 
mètre du  soleil  n'est  pas  plus  grand  que  trente  fois  le  diamètre 
de  la  lune ,  et  que  le  diamètre  de  la  terre  est  plus  grand  que  le 
diamètre  de  la  lune  ,  il  est  évident  que  le  diamètre  du  soleil 
est  plus  petit  que  trente  fois  le  diamètre  de  la  terre.  De  plus  ^ 
puisqu'on  a  démontré  que  le  diamètre  du  soleil  est  plus  grand 
que  le  côté  d'un  polygone  de  mille  côtés  inscrit  dans  un  grand 
cercle  de  la  sphère  du  monde ,  il  est  évident  que  le  contour 
du  polygone  de  mille  côtés  dont  nous  venons  de  parler  est  plus  • 
petit  que  mille  fois  le  diamètre  du  soleil*  Mais  le  diamètre  du 
soleil  est  plus  petit  que  trente  fois  le  diamètre  de  la  terre  ;  donc 
le  contour  de  ce  polygone  est  plus  petit  que  trois  myriades  de 
fois  le  diamètre  de  la  terre.  Mais  le  contour  de  ce  polygone  est 
plus  petit  que  trois  myriades  de  fois  le  diamètre  de  la  terre 
et  plus  grand  que  }e  triple  du  diamètre  du  monde,  parce  qu'il 
est   démontré  que  le  diamètre  d'un    cercle  quelconque   est 
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plus  petit  que  la  troisième  partie  du  contour  tVuii    polygone 
quelconque  qui  est  inscrit  dans  ce  cercle  ^  et  qui  a  plus  de  six 
côtés  égaux.  Donc  le  diamètre  du  monde  est  plus  petit  qu'une 
myriade  de  fois  le  diamètre  de  la  terre.  lit  e^tdonc  évic^ent  que 
le  diamètre  du  monde  qui  est  plus  petit  qu'une  myriade  de  fois 
le  diamètre  de  la  terre  sera  plus  petit  que  cent  myriades  de  my- 
riades de  stades.  Mais  nous  avons  supposé  que  le  contour  de  la 
terre  ne  surpasse  pas  trois  cents  myriades  de  stades,  et  le  contour 
de  la  terre  est  plus  grand  que  le  triple  de  son  diamètre ,  parce  que 
le  contour  d'un  cercle  quelconque  e^t  plus  grand  que  le  triple  de 
son  diamètre;  il  est  donc  évident  que  le  diamètre  de  la  terre 
est  plus  petit  que  cent  myriades  de  stades.  Mais  le  diamètre  du 
monde  est  plus  petit  qu'une  myriade  de  fois  le  diamètie  de  la 
terre  ;  il  est  donc  évident  que  le  diamètre  du  monde  esl  plus 
petit  que  cent  myriades  de  myriades  de  stades. 

Voilà  ce  que  nous  avons  supposé  relativement  aux  grandeurs 
et  aux  distances ,  et  voici  ce  que  nous  supposonsilelativement 
aux  grains  de  sable.  Soit  un  volume  de  sable  qui  ne  soit  pas 
plus  grand  qu'une  graine  de  pavot  ;  que  le  nombre  des  grains 
de  sable  qu'il  renferme  ne  surpasse  pas  Une  myriade  ^  et  que  Iç 
diamètre  de  cette  graine  de  pavot  ne  soit  pas  plus  petite  que  la 
quarantième  partie  d'un  doigt 

Voilà  ce  que  je  suppose ,  et  voici  ce  que  je  fis  à  ce  sujet  Je 
plaçai  des  graines  de  pavot  en  droite  ligne  sur  une  petite règle^ de 
manière  qu'elles  se  touchassent  mutuellement;  vingt--cinq  de  ces 
graines  occupèrent  une  longueur  plus  grande  que  la  largeur  d'un 
doigt.  Je  supposai  que  le  diamètre  d'une  graine  de  pavot  étoit 
encore  plus  petit,  et  qu'il  n'étoit  que  le  quarantième  de  la  lar- 
geur d'un  doigt,  afin  de  ne  point  éprouver  de  contradiction 
dans  ce  que  je  m'étois  proposé.  Telles  sont  les  suppositions  que 
nous  faisons.  Mais  je  pense  qu'il  est  nécessaire  à  présent  d'ex'^ 
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poser  les  dénominations  de  nombres  ;  si  je  n'en  disois  rien  dans 
ce  livre ,  je  craindrois  que  ceux  qui  n'auroient  pas  lu  celui  que 
j'ai  adressé  à  Zeuxippe  ne  tombassent  dans  Terreur. 

On  a  donné  des  noms  aux  nombres  jusqu'à  une  myriade 
et  au-delà  d'une  myriade  y  les  noms  qu'on  a  donné  aux  nom- 
bres sont  assez  connus  ^  puisqu'on  ne  fait  que  répéter  une 
myriade  jusqu'à  dix  mille  myriades. 

Que  les  nombres  dont  nous  venons  de  parler  et  qui  vont 
jusqu'à  une  myriade  de  myriades  soient  appelés  nombres 
premiers^  et  qu'une  myriade  de  myriades  des  nombres  pre- 
miers soit  appelée  l'unité  des  nombres  seconds  ;  comptons  par 
ces  unités^  et  par  les  dixaines^  les  centaines^  les  milles^  les 
myriades  de  ces  mêmes  unités^  jusqu'à  une  myriade  de 
myriades.  Qu'une  myriade  de  m3rriades  des  nombres  seconds 
soit  appelée  l'unité  des  nombres  troisièmes;  comptons  par  ces 
unités^  et  par  les  dixaines^  les  centaines^  les  milles^  les  my- 
riades de  ces  mêmes  unités,  jusqu'à  une  myriade  de  my- 
riades; qu'une  myriade  de  myriades  des  nombres  troisièmes 
soit  appelée  l'unité  des  nombres  quatrièmes;  qu'une  myriade 
de  myriades  de  nombres  quatrièmes  soit  appelée  l'unité  des 
nombres  cinquièmes ,  et  continuons  de  donner  des  noms  aux 
nombres  suivans  jusqu'aux  myriades  de  myriades  de  nombres 
composés  de  myriades  de  myriades  des  nombres  troisièmes. 

Quoique  cette  grande  quantité  de  nombres  connus  soit  cer- 
tainement plus  que  suffisante ,  on  peut  cependant  aller  plus 
loin.  En  effet,  que  les  nombres  dont  nous  venons  de  parler 
soient  appelés  les  nombres  de  la  première  période ,  et  que  le 
dernier  nombre  de  la  première  période  soit  appelé  l'unité  des 
nombres  premiers  de  la  seconde  période.  De  plus,  qu'une 
myriade  de  myriades  des  nombres  premiers  de  la  seconde 
période  soit  appelée  l'unité  des  nombres  seconds  de  la  seconde 
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période;  qu^ane  myriade  de  myriades  des  nombres  seconds  de 
la  seconde  période  soit  appelée  Tunité  des  nombres  troisièmes 
de  la  seconde  période ,  et  continuons  de  donner  des  noms  aux 
nombres  suivans  jusqu^à  un  nombre  de  la  seconde  période 
qui  soit  égal  aux  myriades  de  myriades  de  nombres  composés 
de  myriades  de  myriades.  De  plus ,  que  le  dernier  nombre  de  la 
seconde  période  soit  appelé  l'unité  des  nombres  premiers  de  la 
troisième  période^  et  continuons  de  donner  des  noms  aux 
nombres  suivans  jusqu'aux  myriades  de  myriades  de  la  période 
formée  d'une  myriade  de  myriades  de  nombres  de  myriades 
de  myriades  (A). 

Les  nombres  étant  ainsi  nommés,  si  des  nombres  continuel- 
lement  proportionnels^  à  partir  de  l'unité^  sont  placés  les 
uns  à  la  suite  des  autres  y  et  si  le  nombre  qui  est  le  plus  près 
de  l'unité  est  une  dixaine ,  les  huit  premiers  nombres ,  y  com- 
pris l'unité^  seront  ceux  qu'on  appelle  nombres  premiers;  les 
huit  suivans  seront  ceux  qu'on  appelle  seconds  et  les  autres 
nombres  seront  dénommés  de  la  même  manière  d'après  la  dis- 
tance de  leur  octade  à  l'octade  des  nombres  premiers.  C'est 
pourquoi  le  huitième  nombre  de  la  première  octade  sera  de 
mille  myriades  ;  le  premier  nombre  de  la  seconde  octade ,  qui 
est  l'unité  des  nombres  seconds^  sera  une  myriade  de  myriades, 
parc^ qu'il  est  décuple  de  celui  qui  le  précède;  le  huitième 
nombre  de  la  seconde  octave  sera  de  mille  myiiades  des  nom- 
bres seconds  ^  et  enfin  le  premier  nombre  de  la  troisième  oe^ 
tade  qui  est  l'unité  des  nombres  troisièmes  sera  une  myriade  de 
myriades  des  nombres  seconds  ^  parce  qu'il  est  décuple  de  celui 
qui  le  précède.  Il  est  donc  évident  qu'on  aura  plusieurs  octades^ 
ainsi  qu'on  l'a  dit. 

n  est  encore  utile  de  connoitre  ce  qui  suit  Si  des  nombresi 
sont  continuellement  proportionnels  à  partir  de  Tunité  ^  et  si 
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deux  termes  de  celte  progression  sont  multipliés  Yun  par 
l'autre ,  le  produit  sera  un  terme  de  cette  progression  éloignée 
d'autant  de  termes  du  plus  grand  facteur  que  le  plus  petit  fac- 
teur Test  de  Funité.  Ce  même  produit  sera  éloigné  de  Tunité 
d'autant  de  termes  moins  un  que  les  deux  facteurs  le  sont 
ensemble  de  l'unité  (jLt). 

En  effet ,  soient  A,B,r,A,  e,z,h,  e,  i,k,  a  certains  nombres 
proportionnels  à  partir  de  l*unité  ;  que  A  soit  l'unité.  Que  lé 
produit  de  A  par  e  soit  x.  Prenons  un  terme  a  de  la  progression 
éloignée  de  e  d'autant  de  termes  que  A  l'est  de  l'unité.  Il  faut 
démontrer  que  x  est  égal  à  A.  Puisque  les  nombres  A,  b  ,  r.  A,  e , 
z ,  H,  e ,  I ^  K  ^  A  sont  proportionnels,  et  que  A  est  autant  éloigné 
de  A  que  a  l'est  de  0 ,  le  nombre  A  sera  au  nombre  A  comme 
le  nombre  a  est  au  tiombre  0  ;  mais  A  est  égal  au  produit  de  A 
par  A  ;  dpnc  a  est  égal  au  produit  de  0  par  A  (y)  ;  donc  a  est 
égal  à  X.  Il  est  donc  évident  que  le  produit  de  A  par  0  est  un 
terme  de  la  progression ,  et  qu'il  est  éloigné  du  plus  grand  fac- 
teur d'autant  de  termes  que  le  plus  petit  l'est  de  l'unité.  De 
plus  il  est  évident  que  ce  même  produit  sera  éloigné  de  l'unité 
d'autant  de  termes  moins  un  que  les  facteurs  le  sont  ensemble  de 
l'unité.  En  effet,  le  nombre  des  termes  A,  b,  r,  A,  e,  z,  h,  0  est  égal 
au  nombre  des  termes  dont  0  est  éloigné  de  l'unité;  et  le  nom- 
bre des  termes  i ,  K ,  a  est  plus  petit  d'une  unité  que  le  nombre 
des  termes  dont  0  est  éloigné  de  l'unité ,  puisque  le  nombre 
de  ces  termes  avec  0  est  égal  au  nombre  des  termes  dont  0  est 
éloigné  de  l'unité. 

Ces  choses  étant  en  partie  supposées  et  en  partie  démontrées, 
nous  allons  faire  voir  ce  que  nous  nous  sommes  proposés.  En 
effet ,  puisque  l'on  a  supposé  que  le  diamètre  d'une  graine  de 
pavot  n'est  pas  phis  petit  que  la  quarantième  partie  de  la  largeur 
d'un  doigt,  il  est  évident  qu'une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  la 


L^ARÈNAIRE.  S6l 

largeur  d'un  doigt  n'est  pas  plus  grande  qu'il  ne  lefkut  pour  con^ 
tenir  six  myriades  et  quatre  mille  graines.de  pavots.  Car  bette 
sphère  est  égale  à  soixante-quatre  fols  une  sphère  qui  a  un 
diamètre  d'un  quarantième  de  doigt;  parce  qu'il  est  démontré 
que  les  sphères  sont  entre  elles  en  raison  triplée  de  leurs  dia- 
mètres. Mais  on  a  supposé  que  le  nombre  des  grains  de  sable 
contenus  dans  une  graine  de  payot  n'étoit  pas  de  plus  d'une 
myriade  ;  il  est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains  de  sahle 
contenus  dans  une  sphère  ayant  un  diamètre  de  la  largeitr  d'un 
doigt  ne  surpassera  pas  une  myriade  de  fois  six  myriades  et 
quatre  mille.  Mais  ce  nombre  renferme  six  unités  des  nombres 
seconds  et  quatre  mille  myriades  des  nombres  premiers;  ce 
nombre  est  donc  plus  petit  que  dix -unités  des  nombres  seCM>nd$» 
Une  sphère -qui  a  un  diamètre  de  cent  doi^  esà  égal'A  cent 
myriades  de  fois  une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'ûn^doigt^  païK^e' 
que  les  sphères  sont  en  raison  triplée  de  leurs  diamètres  (^).  Donc 
si  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  dont  Je  diamètre  fût  ,dè  cent 
doigts,  il  est  évident  que  le  nombre  des  grains  de  sablfd^  seiKÂI- 
plus  petit  que  celui  qui  résulte  du  produit  de  dix  unités  des 
nombres  seconds  par  cent  myriades.  Mais  dix  unités  des  nom-- 
bres  seconds  sont ,  à  partir  de  l'unité,  le  dixième  terme  d'une 
progression  dont  les  termes  sont  décuples  les  uns  des  autreis ,  et 
cent  myriades  en  sont  le  septième  terme ,  à  partir  ausâ  de 
l'unité.  Il  est  donc  évident  que  le  nombre  qui  résulte  du  pro-* 
duit  de  ces  deux  nombres  est  le  sixième  terme  de  la  progression 
à  partir  de  l'unité.  Car  on  a  démontré  que  le  produit  de  deux 
termes  d'une  progression  qui  commence  par  un,  estdirtant  de 
l'unité  d'autant  dé  tertnes  moins  un  queles  fiu;teurs  ensemble  le 
sont  de  l'unité.  Mais  parmi  ces  seize  termes,  les  huit  pr^zners 
conjointement  avec  l'unité ,  appartiennent  uhx  nombi^es  pre- 
miers, et  les  huit  autres  appartiennent  idux  nombres  seocuds, 

^6 
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et  le  dernier  terme  est  de  mille  myriades  des  nombres  seconds* 
Il  est  donc  év^ident  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus 
dans  une  sphère  de  cent  doigts  de  diamètre  y  est  plus  petit  que 
mille  myriades  des  nombres  seconds. 

Une  sphère  d'un  diamètre  d'une  myriade  de  doigts  est  égal  à 
cent  myriades  de  fois  une  sphère  d'un  diamètre  de  cent  doigts. 
Donc  y  si  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  d'ujat  diamètre  d'une 
myriade  de  doigts ,  il  est  évident  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  contenus  dans  cette  sphère  seroit  plus  petit  que  celui  qui 
résulte  du  produit  de  mille  myriades  de  nombres  seconds  par 
cent  myriades.  Mais  mille  myriades  de  nombres  seconds  sont 
le  seizième  terme  de  la  progression  y  à  partir  de  l' unité  y  et  cent 
m^yriades  en  sont  le  septième  terme,  à  pai^  aussi  de  l'unité; 
il  est  donc  évident  que.  le  nombre  qui  résulte  du  produit  de 
ces  deux  nombres  sera  le  vingt-deuxième  terme  de  la  pro- 
gression, à  partir  de  l'unité.  Mais  parmi  ces  vingt-deux  termes  > 
les  huit  premiers  y  compris  l'unité  appartiennent  aux  nombres 
qu'on  appelle  premiers  y  les  huit  suivans  aux  nombres  qu'on 
appelle  seconds,  les  six   restans  à  ceux  qu'on  appelle  troi- 
sièmes,  et  enfin  le  dernier  terme   est  de  dix  myriades  des 
nombres  troisièmes*  Il  est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains 
de  sable  contenus  dans  une  sphère  qui  auroit  un  diamètre  de 
dix  mille  doigt^ ,  ne  seroit  pas  moindre  que  dix  myriades  des 
nombres  troisièmes.  Mais  une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'une 
stade  est  plus  petite  qu'une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'une 
myriade  de    doigts.   Il  est  donc  évident   que  le  nombre  des 
grains  de  sable    contenus  dans    ime  sphère  qui    auroit   un 
diamètre  d'une  stade ,   seroit  plus  petit  que  dix  nnyriades  des 
nombres  troisièmes. 

Une  sphère  qui  a  un.  diamètre  de  cent  stades  est  égal  à  cent 
myriades  de  fois  une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'une  stade. 
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Do^c  si  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  aussi  grande  que  celle 
qui  a  un  diamètre  de  cent  stades,  il  est  évident  que  le  nombre 
des  grains  de  sable  sercit  plus  petit  quô  le  nombre  qui  résulte  du 
produit  d'une  myriade  de  myriade$  des  nombres  troisièmes  par 
cent  myriades.  Mais  dix  myriades  des  nombres  troisièmes  sont 
le  vingt-deuxième  terme  de  la  progression  à  partir  de  Tunité , 
et  cent  myriades  en  sont  le  septième  terme,  ^  partir  aussi  de 
Funité.  Il  est  donc  évident  que  le  produit  de  cef  deux  nombres  ' 
est  le  vingt-huitième  terme  de  cette  môme  progression  ,  à 
partir  de  Tunité.  Mais  parmi  ces  vingt  -  huit  termes ,  les 
kuit  premiers,  y  compris  l'unité,  appartiennent  aux  nombres 
qu'on  appelle  premiers  ;  les  huit  suivans ,  à  ceux  qu'on  appelle 
seconds;  les  huit  suivans,  à  deux  qu'on  appelle  troisièmes; 
les  quatre  restans,  à  ceux  qu'on  appelle  quatrièmes,  et  Je  der- 
âier  de  ceux--oi  est  de  mille  unitëis  des  nqmBres  quatrièmes.,  U 
est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus 
dans  une  sphère  d'un  diamètate  décent  «ttades,  seroit^  plut 
petit  que  mille  unités  des  nombres  quai rièmes* 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  dix  mille  stades  est  -é^I^ 
à  cent  myriades  de  fois  une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent 
stades.  Donc  si  Ton  avoit  une  sphère  de  sable  qui  a  un  dia» 
mètre  de  dix  mille  stades,  il  est  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  seroit  plus  petit  que  celui  qui  résulta  d» 
produit  de  mille  unités  des  nombres  quatrièmes  par  oei|t 
myriades.  Mais  mille  unités  des  nombres  quatrièmes  sont  le 
vingt-huitième  terme  delà  progression  ,  à  partir  de  l'unité,  et 
cent  myriades  en  sont  le  septième,  à  partir  aussi  de  l'unité. 
Il  est  donc  évident  que  le  produit  sera  le  trente-quatriènie 
terme,  à  partir  de  l'unité.  Mais  parmi  ces  termes,  les  huit 
premiers ,  y  compris  Tunité ,  appartiennent,  aux  nombres 
qu'on  appelle  premiers;  les  huit  suivans,  à  ceux  qu'on  ap* 


364  L'ARÉNAIRE. 

pelle  seconds;  les  huit  suivaas^  à  ceux  qu'on  appelle  troi«* 
sièmes  ;  les  huit  sui vans ,  à  ceux  qu'on  appelle  quatrièiiies  ; 
les  deux  restans  y  k  ceux  qu'on  appelle  cinquiènaes;  et  le 
dernier  de  ceux*ci  est  de  dix  unités  de  nombres  cinquièmes. 
Il  est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus 
dans  une  sphère  ayant  un  diamètre  d'une  myriade  de  stades^ 
seroit  plus  petit  que  dix  unités  des  nombres  cinquièmes^ 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  de  cent  myriades  de  stadesr 
est  .égal  à  cent  myriades  de  fois  une  sphère  ayant  un  diamètre, 
d'une  myriade  de  stades.  Donc  si  Fon  avoit  une  sphère  de  sable 
ayant  un  diamètre  de  cent  myriades  de  stades^  il  est  évident 
que  le  nombre  des  grains  de  sable  seroit  plus  petit  que  le  pro* 
duit  dé  dix  unités  des  nombres  cinquièmes  par  cent  myriades. 
Mais  dix  unités  des  nombres  cinquièmes,  ^ont  le  .trenterqua- 
trième  ternue  de  la  progression^  à  partir  de  Tunité^  et  cent 
myriades  sont  le  septième  terme  ^  à  partir  aussi  de  l'unité.  U 
est  donc  évident  que  le  produit  de  ces  deux  nombres  sera  le 
quarantième  terme  die  la  progression ,  à  partir  de  l'unité.  Mais 
parmi  ces  quarante  termes,  les  huit  premiers^  y  compris 
l'unité,  appartiennent  aux  nombres  qu'on  appelle  premiers; 
les  huit  sui  vans,  à  ceux  qu'on  appelle  seconds;  les  huit  sui- 
vans,  à  ceux  qu'on  appelle  troisièmes  ;  les  huit  qui  suivent  les 
nombres  troisièmes,  à  ceux  qu'on  appelle  quatrièmes;  les  huit 
jç|ni  suivent  ides  nombres  quatrièmea,  à  ceux  qu'on  appelle 
i^inquièmes,  et  le  derniejr  de  ceux-ci  est  de  mille  myriades  de 
nombres  cinquièmes.  Il  est  donc  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  contenus  dans  une  sphère  ayant  tm  diamètre 

cent;  myriades  de  stades  seroit  plus  petit  que  mille  myriades 
nombres  jcinquièmes. 

Une  sphère  qui  a  un  diamètre  d'une  myriade  de  myriades  de 
stades  est  égale  à  cent  myriades  de  fois  une  sphère  ayant  un 
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diamètre  de  cent  myriades  de  stades.  Si  donc  Ton  avoit  une 
sphère  de  sable  dont  le  diamètre  fut  d'une  myriade  de  myriades 
de  stades ,  il  est  évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable  saroit 
plus  petit  que  le  produit  de  mille  myriades  de  nombres  cin^ 
quièmes  par  cent  myriades.  Mais  mille  myriades  des  nombres 
cinquièmes  sont  le  quarantième  terme  de  la  progression^  à 
partir  de  l'unité^  et  cent  myriades  soilt  le  septième^  à  partir 
aussi  de  Tuoité.  Il  est  donc  évident  que  le  produit  de  oes  deux 
nombres  est  le  quaiante-sixième  de  la  progression^  à  partir  de 
l'unité.  Mais  parmi  ces  quarante-six  termes^  les  huit  premiers ^ 
y  compris  l'unité,  appartiennent  aux  nombres  qu'on  appelle 
premiers;  les  huit  suivans,  à  ceux  qu'on  appelle  seconds;  les 
huit  suivans,  à  ceux  qu'on  appelle  troisièmes;  les  huit  qui 
suivent  les  nombres  troisièmes  y  à  ceux  qu'on  appelle  qua**- 
trièmes;  les  huit  qui  viennent  après  les  nombres  quatrièmes, 
à  ceux  qu'on  appelle  cinquièmes;  les  six  restans  à  ceux  qu'on 
appelle  sixièmes ,  et  le  dernier  de  ceux-ci  est  de  dix  myriades 
des  ûbmbres  sixièmes.  Il  est  donc  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  contenus  dans  une  sphère  qui  auroit  un  dia«- 
mëtre  de  dix  mille  myriades  de  stades,  seroitplus  petit  que 
dix  myriades  des  nombres  sixièmes. 

,  iUne  sphère  qui  à  un  diamètre  de  cent  myriades  de  my-^ 
riades'dc  stadep.  est  égal  à  cent  myriades  de  fois  une  sphère 
qui  a  un  diamètre,  d'une  myriade  de  myriades  de  stades.  Si 
donc  l'on  avoit  une  sphère  de  sable  dont  le  diamètre  fût  de 
.cent  myriades  de  myriades ,  il  çst  évident  que  le  nombre  des 
grains  de  sable  seroit  plus  petit  que  le  produit  de  dix  myriades 
des  nombres  sixièmes  par  cent  myriadf^  Mai&S  dix  myriades 
des  nombres  sixièmes  sont  le  qualk*ante-sixiéme  terme  de  la 
progression,  à  partir  de  l'unité,  et  cent  myriades  en  sont  le 
septième,  à  partir  aussi  de  l'unité;  il  est  donc  évident  que  le 
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produit  de  ces  deux  nombres  sera  le  cinquante-deuxième  terme 
de  la  progression  ^  à  partir  de  Tunité.  Mais  parmi  ces  cinquante* 
deux  termes  9  les  quarante-huit  premiers^  y  compris  Tunité, 
appartiennent  aux  nombres  qu'on  appelle  premiers  ^  seconds  ^ 
troisièmes^  quatrièmes^  cinquièmes  et  sixièmes,  les  quatre 
restans  appartiennent  aux  nombres  septièmes,  et  le  dernier 
dé  ceux-ci  est  de  mille  unités  des  nombres  septièmes.  Il  est 
donc  évidenlt  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans 
une  sphère  ayant  un  diamètre  de  cent  myriades  de  my- 
riades de  stades,  sera  plus  petit  que  mille  unités  des  nombi^es 
septièmes. 

Puisque  Ton  a  démontré  que  le  diamètre  du  monde  n'est 
ps^de  cent  myriades  de  myriades,  il  est  éWdent  que  le 
nombre  des  grains  de  sable  ccmtenus  dans  une  sphère  égale 
a  celle  du  monde ,  est  plus  petit  que  mille  unités  de  nombres 
septièmes.  On  a  donc  démontré  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  contenus  dans  une  sphère  égale  en  grandeur  à  celle  que  la 
plupart  des  astronomes  appellent  monde,  seroit  plus  petit  que 
mille  unités  des  nombres  septièmes. 

Nous  allons  démontrer  à  présent  que  le  nombre  des  grains 

m 

de  sable  contenus  dans  une  sphère  aussi  grande  que  la  sphère 
des  étoiles,  fixes,  supposée  par  Âristarque,  est  plus  petit  que  mille 
myriades  des  nombres  huitièmes.  En  e£Fet,  puisque  Von  suppose 
que  la  terre  est  à  la  sphère  que  nous  appelons  le  monde  icomme 
la  sphère  que  nous  appelons  le  monde  est  à  la  sphère  des  étoiles 
fixes  supposée  par  Aristarque;  que  les  diamètres  des  sphères  sont 
proportionnels  entre  eux  et  que  Ton  a  démontré  que  le  diamètre 
du  monde  est  plus  petit  qu'une  myriade  de  fois  le  diamètre  de 
la  terre ,  il  est  évident  que  le  diamètre  de  la  sphère  des  étoiles 
fixes  est  plus  petit  que  dix  mille  fois  le  diamètre  du  monde.  Mais 
les  sphères  isont  exitre  elliss  en  raison  triplée  de  leurs  diamètre^*  il 
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est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus 
dans  une  sphère  aussi  grande  que  la  sphère  des  étoiles  fîxes^  sup* 
posée  par  Aristarque ,  seroit  plus  petit  qu'une  myriade  de  my- 
riades de  myriades  de  fois  la  sphère  du  monde;  car  il  a  été 
démontré  que  le  nombre  des  grains  de  sable  qui  feroient  un 
volume  égal  au  inonde  est  plus  petit  que  mille  unités  de  nom- 
bres septièmes.  Il  est  donc  évident  que  si  Ton  formoit  de  sable 
une  sphère  égale  à  celle  qu' Aristarque  suppose  être  celle  des 
étoiles  fixes  ^  le  nombre  des  grains  de  sable  seroit  plus  petit 
que  le  produit  de  mille  unités  des  nombres  septièmes  par  une 
myriade  de  myriades  de  myriades.  Mais  mille  unités  des  nom- 
bres septièmes  est  le  cinquante-deuxième  terme  de  la  progres- 
sion à  partir  de  l'unité,  et  une  myriade  de  myriades  de  my-? 
riades  en  est  le  treizième,  à  partir  aussi  de  Tunité;  il  est  donc 
évident  que  le  produit  sera  le  soixante-quatrième  terme  de  la 
progression.  Mais  ce  nombre  est  le  huitième  des  nombres  hui- 
tièmes, c'est-à-dire  qu'il  est  de  mille  myriades  des  nombres 
huitièmes;  il  est  donc  évident  que  le  nombre  des  grains  de 
sable  contenus  dans  une  sphère  aussi  grande  que  celle  des 
étoiles  fixes  supposée  par  Aristarque ,  est  plus  petit  que  mille 
myriades  des  nombres  huitièmes  (0). 

Je  pense,  ô  roi  Gélon,  qu«  ces  choses  ne  paroîtront  pas  très- 
croyables  à  beaucoup  de  personnes  qui  ne  sont  point  vèrséeai 
dans  les.  sciences  mathématiques;  mais  elles  seront  démontrées 
pour  ceux  qui  ont  cultivé  ces  sciences  et  qui  se  sont  appliqués 
à  connoitre  les  distances  et  les  grandeurs  de  la  terre ,  du  soleil , 
de  la  lune  et  du  monde  entier.  C'est  pourquoi  j'ai  pensé  qu'il, 
ne  seroit  pas  inconvenant  que  d'autres  les  considérassent  de 
nouveau. 

FIN    DE   I/ABENAIRE. 
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PORTÉS    SUR.    UN    FLUIDE. 


LIVRE   PREMIER. 

HYPOTHÈSE    PREMIÈRE. 

v/n  suppose  que  la  nature  d'un  fluide  est  telle  que  ses  parties 
étant  également  placées  et  continues  entre  elles ,  celle  qui  est 
moins  pressée  est  chassée  par  celle  qui  Test  davantage.  Chaque 
partie  du  fluide  est  pressée  par  le  fluide  qui  est  au-dessus  suivant 
la  verticale ,  soit  que  le  fluide  descende  quelque  part,  soit  qu'il 
soit  chassé  d'un  lieu  dans  un  autre. 

PROPOSITION    L 

Si  une  surface  est  coupée  par  xm  plan  toujours  par  le 
même  point ,  et  si  la  section  est  une  circonférence  de  cercle , 
ayant  pour  centre  le  point  par  lequel  passe  le  plan  coupant , 
cette  surface  sera  une  surface  sphérique. 

Qu'une  surface  soit  coupée  par  un  plan  mené  par  le  point 
K;  et  que  la  section  soit  toujours  une  circonférence  de  cercle, 
ayant  pour  centre  le  point  k.  Je  dis  que  cette  surface  est  une 
surface  sphérique. 

Car  si  cette  surface  n'est  pas  sphérique,  les  droite  menées 
du  point  K  à  cette  surface  ne  seront  pas  toutes  égales.  C'est 
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pourquoi^  que  a,  b  soient  des  points  dans  cette  surface^  et  que 
les  droites  ak  ,  kb  soient  inégales.  Par  les  droites  ak  ,  kb  con- 
duisons un  plan  qui  fasse  ^  dans  cette 
surface^  une  section  qui  soit  la  ligne 
DABC.  La  ligne  dabc  sera  une  circon- 
férence de  cercle  qui  aura  pour  centre 
le  point  k;  parce  que  Ton  a  supposé  que 
la  section  de  cette  surface  étoit  un 
cercle.  Donc  les  droites  ak  ,  kb  sont  égales  entre  elles.  Mais 
elles  sont  inégales;  ce  qui  est  impossible.  Il  est  donc  évident 
que  cette  surface  est  une  surface  sphérique. 


PROPOSITION   IL 


La  surface  de  tout  fluide  en  repos  est  sphérique  ;  et  le  Oentre 
de  cette  surface  sphérique  est  le  même  qUe  le  ceAtre  de  la 
terre. 

Supposons  un  fluide  en  repos.  Que  sa  sur&ce  doit  coupée 
par  un  plan  conduit  par  le  centre  de  la  terre.  Que  le  oentre  de 
la  terre  soit  le  point  k  ^  et  que  la 
section  de  cette  surface  soit  la  ligne 
ABcn.  Je  dis  que  la  ligne  abcd  est  un 
arc  de  cercle  dont  le  centre  est  le 
point  K. 

Car  si  cela  n*est  pas ,  les  droites     3P  A  x         k  i> 

menées  du  point  k  à  la  ligne  abcd  ne  seront  pas  égales*  Pre- 
nons une  droite  bk  plus  grande  que  certaines  droites  menées 
du  point  K  à  la  ligne  abcd^  mais  plus  petite  que  certaines 
autres;  et  du  centre  k^  avec  un  intervalle  égal  à  cette  droite^ 
décrivons  un  arc  de  cercle.  L^arc  de  ce  cercle  sera  en  partie 
en  dehors /de  la  ligne  abcd  et  en  partie  en  dedans;  puisque 
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le  rayon  de  cet  arc  est  plus  grand  que  certaines  droites  menées 
du  point  K  à  la  ligne  abcd  ,  et  plus  petit  que  certaines  autres. 
Que  FBH  soit  l'arc  de  cercle  dont  nous  venons  de  parler.  Ayant 
joint  les  points  b  ,  k,  menons  les  droites  fk  ,  khe  qui  fiissent  des 
angles  égaux  avec  la  droite  kb.  Du  centre  k  décrivons ,  dans  un 
plan  et  dans  le  fluide^  un  arc  xop.  fi 

Les  parties  du  fluide  qui  sont  dans 
Tare  xop  sont  également  placées  et 
continues  entre  elles.  Mais  les  parties 
qui  sont  dans  Tare  xo  sont  pressées 
par  le  fluide  qui  est  contenu  dans  FAX 
ABox^  et  les  parties  qui  sont  dans  Tare  of  sont  pressées  par  le 
fluide  qui  est  contenu  dans  befo.  Donc  les  parties  du  fluide  qui 
sont  dans  l'arc  xo  et  dans  l'arc  of  sont  inégalement  pressées.  Donc 
celles  qui  sont  moins  pressées  seront  chassées  par  celles  qui  le  sont 
davantage  {hyp.  i).  Donc  le  fluide  ne  restera  pas  en  repos.  Mais 
on  a  supposé  qu'il  étoit  en  repos;  il  faut  donc  que  la  ligne  abcd 
soit  un  arc  de  cercle  ayant  pour  centre  le  point  k.  De  quelque 
manière  que  la  surface  du  fluide  soit  coupée  par  un  plan  conduit 
par  le  centre  de  la  terre  ^  nous  démontrerons  semblablement 
que  la  section  sera  une  circonférence  de  cercle  y  et  que  son 
centre  sera  le  même  que  celui  de  la  terre.  D'où  il  suit  évi- 
demment que  la  surface  d'un  fluide  en  repos  est  sphérique  y 
et  que  le  centre  de  cette  surface  est  le  même  que  le  centre  de 
la  terre  ;  puisque  cette  surface  est  telle  qu'étant  coupée  tou- 
jours par  le  même  points  sa  section  est  un  arc  de  cercle > 
ayant  pour  centre  le  point  par  lequel  passe  le  plan  coupant 
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PROPOSITION    IIL 


Si  un  corps  qui ,  sous  un  volume  égal ,  a  la  même  pesanteur 
qu^un  fluide  (a)  ,  est  abandonné  dans  ce  fluide ,  il  s'y  plongera 
jusqu'à  ce  qu'il  n'en  reste  rien  hors  de  la  surface  du  fluide; 
mais  il  ne  descendra  point  plus  bas. 

Soit  un  corps  de  même  pesanteur  qu'un  fluide.  Supposons , 
si  cela  est  possible,  que  ce  corps  étant  abandonné  dans  ce 
fluide ,  une  partie  reste  au-dessus  de  sa  surface.  Que  ce  fluide 
soit  en  repos.  Supposons  un  plan  qui ,  étant  conduit  par  le 
centre  de  la  terre ,  coupe  le  fluide  et  le  corps  plongé  dans  ce 
fluide,  de  manière  que  la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  abcd 
et  que  la  section  de  ce  corps  soit 
EHTF.  Que  le  cejQtre  de  la  terre  soit 
le  point  K.  Que  shto  soit  la  partie 
du  corps  qui  est  dans  le  fluide ,  et 
qiie  BEFC  soit  la  partie  qui  est  en 
dehors.  Supposons  une  pyramide ,    L 
qiii  ait  pour  base  un    parallélo-- 
gramme  placé  dans  la  surface  du  fluide  {€) ,  et  pour  sommet 
le  centre  de  la  terre.  Que  les  sections  des  faces  de  la  pyra- 
mide ,  par  le  plan  dans  lequel  est  l'arc  abcd  ,  soient  kl  ,  km. 
Dans  le  fluide  et  au-dessous  de  ep,  th,  supposons  une  autre 
surface  sphérique  xop ,  ayant  le  point  k  pour  centre  ,  de  ma- 
nière que  XOP  soit  la  section  de  sa  surface  par  le"  plan  de  l'arc 
ABCD.  Prenons  une  autre  pyramide  égale  et  semblable  à  la  pre- 
mière ;  qu'elle  lui  soit  contiguë  et  continue ,  et  que  les  sections 
de  ses  plans  soient  km  ,  kn.  Supposons  dans  le  fluide  un  autre 
solide  RSQY  composé  du  fluide ,  et  égal  et  semblable  à  bhtc  qui 
est  la  partie  du  corps  £htf  plongé  dans  le  fluide.  Les  parties  du 
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fluide  qui ,  dans  la  première  pyramide ,  sont  contenues  dans  la 
surface  xo  et  qui  dans  la  seconde  pyramide  sont  contenues  dans 
la  surface  op^  sont  également  placées  et  continues  entre  elles; 
mais  elles  ne  sont  pas  sembla'blement  pressées.  Car  les  parties 
du  fluide  contenues  dans  xo  sont  pressées  par  le  corps  ehtf^  et 
par  le  fluide  placé  entre  les  surfaces 
xo ,  LM  et  entre  les  faces  de  la  pyra- 
mide; et  les  parties  contenues  dans 
PO  sont  pressées  par  le  solide  RSQY  et  /  \-*  j^ 
par  le  fluide  placé  entre  op,  pm  ,  et 
entre  les  faces  de  la  pyramide*  Mais 

•*•  A  JJ 

la  pesanteur  du  fluide  placé  entre 

HN^  op  est  plus  petite  que  la  pesanteur  du  fluide  placé  entre 
LM^  xo  solide;  car  le  solide  rsqy  est  plus  petit  que  le  solide 
EHTF^  puisque  rsqy  est  égala  bhtc,  et  Ton  a  supposé  que^  sous 
un  volume  égal  y  le  corps  plongé  dans  le  fluide  a  la  même  pe- 
santeur que  ce  fluide.  Donc  si  on  retranche  les  parties  égales^ 
les  restes  seront  inégaux.  Il  est  donc  évident  que  la  partie  du 
fluide  contenue  dans  la  surface  op  sera  chassée  par  la  partie 
qui  est  contenue  dans  la  surface  xo  ;  et  que  le  fluide  ne  restera 
pas  en  repos  (i).  Mais  on  a  supposé  qu^il  étoit  en  repos;  donc 
il  ne  reste  rien  du  corps  plongé  dans  le  fluide  ^  au  -  dessus  de 
la  surface  de  ce  fluide.  Cependant  ce  corps  ne  descendra  point 
plus  bas;  car  les  parties  du  fluide^  étant  également  placées^  le 
pressent  semblablement ,  puisque  ce  corps  à  la  même  pesan- 
teur que  le  fluide. 

PROPOSITION    IV. 

Si  tm  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est  abondonné  dans,  ce 
fluide^  une  partie  de  ce  corps  restera  au-dessus  de  la  surface  de 
ce  fluide. 
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Soit  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  ;  que  ce  corps  aban- 
donné dans  ce  fluide  soit  submergé  tout  entier,  si  cela  est  pos- 
sible ^  de  manière  que  nulle  partie  de  ce  corps  ne  soit  au-dessus 
de  la  surface  du  fluide.  Que  le  fluide  soit  en  repos.  Supposons 
un  plan  qui,  étant  conduit  par  le  centre  de  la  terre,  coupe  le 
fluide  et  le  corps  plongé  dans  ce  fluide.  Que  la  section  de 
la  surface  du  fluide  soit  Tare  de  cercle  abc  ,  et  la  section 
du  corps,  la  figure  où  est  la  lettre  h. 

_  ■ 

Que  le  centre  de  la  terre  soit  k. 
Supposons  ,  comme  auparavant , 
une  certaine  pyramide  qui  com- 
prenne la  figure  r  ,  et  dont  le  som- 
met soit  le  point  k.  Que  les  faces 

# 

de  cette  pyramide  soient  coiipés 
par  le  plan  abc,  suivant  ak,  kb;  et 

prenons  une  autre  pyramide  qui  lui  soit  égale  et  semblable,  et 
dont  les  plans  soient  coupés  par  le  plan  abc  ,  suivant  les  droites 
BK ,  KC.  Dans  le  fluide  et  au-dessous  du  corps  plongé  dans  le 
fluide,  imaginons  une  surface  sphérique,  ayant  pour  centre  le 
point  K,  et  que  cette  surface  sphérique  soit  coupée  par  le  même 
plan  ABC  suivant  xop.  Enfin,  supposons  dans  la  dernière  pyra- 
mide un  solide  h  qui  soit  composé  du  fluide  et  qui  soit  égal 
au  corps  r.  Les  parties  du  fluide  qui,  dans  la  première  pyra- 
mide ,  sont  contenues  dans  hi  surface  xo ,  et  qui ,  dans  fa  se- 
conde pyramide ,  sont  contenues  dans  la  surface  op ,  sont  éga- 
lement placées  et  continues  entre  elles ,  et  cependant  elles  né 
sont  pas  semblablement  pressées  ;  car  celles  qui  sont  dans  la  pre- 
mière pyramide  sont  pressées  par  le  corps  r  et  par  le  fluide 
contenu  dans  cette  pyramide  en  abox,  et  celles  qui  sont  dans 
la  seconde  pyramide  sont  pressées  par  le  corps  h  et  par  le  fluide 
contenu  dans  cette  pyramide  en  pobc.  Mais  la  pesanteur  du 
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corps  R  est  plus  petite  que  la  pesanteur  du  fluide  contenu  dans 
H  y  puisque  le  corps  y  «ous  un  égal  volume  y  est  supposé  plus 
léger  que  le  fluide.  Mais  la  pesanteur  du  fluide  qui  contient  le 
solide  ^  R  est  égal  à  la  pesanteur  du  fluide  qui  contient  le 
solide  H^  puisque  les  pyramides  sont  égales.  Donc  la  partie 
du  fluide  qui  est  dans  la  surface  op  est  pressée  davantage.  Donc 
cette  partie  chassera  la  partie  moins  pressée^  et  le  fluide  ne 
restera  pas  en  repos  (i).  Mais  on  a  supposé  que  le  fluide  étoit 
en  repos  ;  donc  le  corps  ne  sera  pas  entièrement  submergé  y  et 
une  partie  de  ce  corps  restera  au-dessus  de  la  surface  du  fluide. 

PROPOSITION    V. 


Si  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est  abandonné  dans  ce 
fluide^  il  s'y  enfoncera  jusqu'à  ce  qu'un  volume  de  liquide 
égal  au  volume  de  la  partie  du  corps  qui  est  enfoncé  ait  la 
même  pesanteur  que  le  corps  entier. 

Faisons  la  même  construction  qu'auparavant.  Que  le  fluide 
soit  en  repos ,  et  que  le  corps  ehtf  soit  plus  léger  que  le  fluide. 
Si  le  fluide  est  en  repos  ^  ses  par- 
ties^ qui  sont  également  placées^ 
seront  semblablement  pressées. 
Donc  le  fluide  contenu  dans  les 
surfaces  xo  y  op  est  semblable** 
ment  pressé.  Donc  le  fluide  con^ 
tenu  dans  les  surfaces  xo^  op^  est 
pressé  par  un  poids  égal. 

Mais  la  pesantetp:  du  fluide  qui  est  dans  la  première  pyra- 
mide y  le  corps  BHTC  excepté  y  est  égale  à  la  pesanteur  du 
fluide  qui  est  placé  dans  la  seconde  pyramide  y  le  fluide  rsqy 
excepté.  Il  est  donc  évident  que  la  pesanteur  du  corps  bhtf  est 
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égale  à  la  pesanteur  du  fluide  rsqy.  D'où  il  suit  qu^uti  volume 
du  fluide  égale  à  la  partie  du  corps  qui  est  enfoncée  a  la  même 
pesanteur  que  le  corps  entier* 

PROPOSITION  vr. 

Si  un  corps  plus  léger  qu'un  fluide  est  enfoncé  dans  ce 
fluide^  ce  corps  remontera  avec  une  force  d'autant  plus  grande^ 
qu'un  volume  égal  du  fluide  sera  plus  pesant  que  ce  Corps. 

Que  le  corps  a  soit  plus  léger  qu'un  fluide;  que  b  soit  la 
pesanteur  du  corps  a^  et  que  bc  soit  la  pesan- 
teur d'une  partie  du  fluide,  ayant  un  volume 
égal  à  celui  de  a.  Il  faut  démontrer  que  le 
corps  A,  étant  enfoncé  dans  le  fluide^  remon- 
tera avec  "une  vitesse  d'autant  plus  grande  que 
la  pesanteur  c  est  plus  grande. 

Prenons  une  grandeur  d  dont  la  pesanteur  soit  égale  à  c. 
Une  grandeur  composée  de  l'une  et  de  l'autre  grandeur^ 
c'est-à-dire  de  a  et  de  x)  sera  plus  légère  que  le  fluide; 
car  la  pesanteur  de  la  grandeur  composée  de  ad  est  bc.- 
Mais  la  pesanteur  d'une  partie  du  fluide  ayant  un  volume 
égal  à  celui  de  ces  deux  grandeurs  est  plus  grande  que  bc^ 
parce  que  bc  est  la  pesanteur  d'une  partie  du  fluide  ayant 
un  volume  égal  à  celui  de  a.  Donc  si  l'on  abandonne  dans  le 
fluide  la  grandeur  composée  de  ad  ,  elle  s'y  enfoncera  jusqu'à 
ce  qu'un  volume  du  fluide  égal  à  la  partie  submergée  ait  une 
pesanteur  égale  à  celle  de  la  grandeur  entière  y  ainsi  que  cela  a 
été  démontré  (5).  Que  la  surface  d'un  fluide  quelconque  soit  une 
portion  de  la  circonférence  bfgh.  Puisqu'un  volume  d'une  partie 
du  fluide  égal  à  celui  du  corps  A  a  la  même  pesanteur  que  les 
grandeurs  a  et  d  ^  il  est  évident  que  la  partie  submergée  est  le 
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corps  A  9  et  que  d  tout  entier  est  hors  de  la  surface  du  fluide. 
II  est  donc  évident  que  le  corps  a  remonte  avec  une  force 
égale  à  la  force  n  qui  est  au-dessus  de  efgh 
et  qui  le  presse  en  bas  ;  puisque  Tune  de  ces 
forces  n'est  point  détruite  par  Tautré.  Mais 
la  grandeur  d  est  portée  en  bas  avec  une  pe- 
santeur égale  à  c  ;  car  on  a  supposé  que  la 
pesanteur  d  est  égale  à  c.  Donc  la  pro|)osi- 
tion  est  évidente. 


r  -- 


PROPOSITION    VIL 


Si  un  corps  plus  pesant  qu'un  fluide  est  abandonné  dans  ce 
fluide^  il  sera  porté  en  bas  jusqu'à  ce  qu'il  soit  au  fond;  et  ce 
corps  sera  d'autant  plus  léger  dans  ce  fluide  y  que  la  pesanteur 
d^une  partie  du  fluide,  ayant  le  même  volume  que  ce  corps, 
sera  plus  grande. 

II  est  évident  qu'un  corps  plus  pesant  qu'un  fluide ,  étant 
abandonné  dans  ce  fluide,  sera  porté  en  bas,  jusqu^à  ce  qu'il 
soit  au  fond  ;  car  les  parties  du  fluide  qui  sont  au-dessous  sont 
plus  pressées  que  les  parties  qui  leur  sont  également  adjacentes; 
puisque  l'on  a  supposé  que  le  corps  est  plus  pesant  que  le 
fluide. 

L'on  démontrera  que  le  corps  est  plus  léger  de  la  manière 
suivante.  Soit  un  solide  a  plus  pesant  que 
le    fluide  ;   que  bc    soit   la    pesanteur    du  B 

corps  A ,  et  que  b^  soit  la  pesanteur  d'une 
partie  du  fluide,  ayant  un  volume  égal  à 
celui  de  a..  U  faut  démontrer  que  le  corps  ii, 
plongé  dans  le  fluide ,  a  une  pesanteur  égale 
à  c. 
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Prenons  une  autre  grandeur  d  qui  soit  plus  légère  que  le  fluide^ 
et  dont  la  pesanteur  soit  égale  à  b  ;  que  bc  soit  la  pesanteur  d^une 
portion  du  fluide^  ayant  mxl  volume  égal  à  la  grandeur  d.  Les 
deux  grandeurs  a  ^  d  étant  réunies  ^  la  grandeur  composée  de 
ces  deux  grandeurs  aura  la  même  pesanteur  que  le  fluide.  Car 
la  pesanteur  de  la  somme  de  ces  deux  grandeurs  est  égale  à  la 
somme  des  pesanteurs  bc  et  B.  Mais  la  pesanteur  d^une  portion 
du  fluide  ^  ayant  un  volume  égal  à  la  somme  de  ces  deux  gran- 
deurs ^  est  égale  à  la  somme  des  pesanteurs  ;  donc  ces  gran- 
deurs étant  abandonnées  et  plongées  dans  le  fluide  ^  auront  la 
même  pesanteur  que  le  fluide  y  et  elles  ne  seront  portées  ni 
en  haut  ni  en  bas;  parce  que  la  grandeur  a^  qui  est  plus 
pesante  que  le  fluide^  sera  portée  en  bas^  et  reportée  en 
haut  avec  la  même  force  par  la  grandeur  n.  Mais  la  gran- 
deur D  y  plus  légère  que  le  fluide  ^  sera  portée  en  haut  avec  une 
force  égale  à  la  pesanteur  c  ;  car  on  a  démontré  qu'un  corps 
plus  léger  que  le  fluide  est  porté  en  haut  avec  une  force  d'au- 
tant plus  grande^  qu'une  partie  du  fluide  ayant  un  volume 
égal  à  ce  corps  y  est  plus  pesante  que  ce  même  corps.  Mais  une 
portion  du  fluide  qui  a  un  volume  égal  à  d  est  plus  pesant  que 
D  de  la  pesanteur  c;  il  est  donc  évident  que  le  corps  a  est 
porté  en  bas  avec  une  pesanteur  égale  à  c.  Ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

HYPOTHÈSE    IL 

Nous  supposons  que  les  corps  qui^  dans  un  fluide^  sont  portés 
en  haut  ^  le  sont  chacun  suivant  la  verticale  qui  passe  par  leurs 
centres  de  gravité. 
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PROPOSITION    VIIL 

Si  une  grandeur  solide  qui  est  plus  légère  qu'un  fluide  y  et 
qui  a  la  figure  d'un  segment  sphérique ,  est  abandonnée  dans 
un  fluide^  de  manière  que  la  base  du  segment  ne  touche 
point  le  fluide^  le  segment  sphérique  se  placera  de  manière 
que  Taxe  du  segment  ait  une  position  verticale.  Si  l'on  incline 
le  segment  de  manière  que  la  base  du  segment  touche  le 
fluide  y  il  ne  restera  point  incliné  y  s'il  est  abandonné  à  lui- 
même  ,  et  son  axe  reprendra  une  position  verticale  (*). 

a  Supposons  qu'une  grandeur  telle  que  celle  dont  nous  ve- 
nons de  parler  y  soit  abandonnée  dans  un  fluide.  Conduisons  un 
plan  par  l'axe  du  segment  et  par  le  centre  de  la  terre.  Que  la 
section  de  la  surface  du  fluide  soit  l'arc  abcd  ;  que  la  section 
de  la  surface  du  segment  soit  l'arc  efh;  que  eh  soit  une  droite , 
et  que  ft  soit  l'axe  du  segment  Que  le  segment  soit  incliné  de 
manière  que  son  axe  ft  n'ait  pat  une  position  verticale.  II  faut 
démontrer  que  le  segment  ne  restera  point  en  repos  y  et  que 
son  axe  reprendra  une  position  verticale. 

D  Le  centre  de  la  sphère  est  dans  la  droite  ft.  Supposons 
d'abord  que  le  segment  soit  plus  grand  que  la  moitié  de  la 
sphère.  Que  le  point  t  soit  le  centre  de  la  sphère ,  dans  la  demi- 
sphère;  que  dans  un  segment  plus  petit  le  centre  soit  p,  et  que 
dans  un  segment  plus  grand  le  centre  soit  le  point  k.  Par  le 
point  K  et  par  le  centre  do^la  terre  l,  menons  la  droite  ki« 
qui  coupe  l'arc  efh  au  point  n.  Puisqu'un  segment  sphérique 
quelconque  a  son  axe  dans  la  droite  menée  du  centre  perpen- 


(*)  La  dëmonstration  de  cette  proposition  est  de  Frëd.  Commandin.  Celle 
d'Archimède  n'est  point  parvenue  jusqu'à  nous. 
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diculairement  sur  sa  base ,  et  qu'il  a  aussi  y  dans  son  axe  j  son 
centre  de  gravité^  Taxe  de  la  partie  submergée  qui  est  composée 
de  deux  segmens  sphériques  y  sera  dans  la  verticale  menée  par 
le  point  K.  D'où  il   suit  que  son  centre  de  gravité  sera  dans 


D  A. 


la  droite  nk.  Supposons  qu'il  soit  en  r.  Or  le  centre  de  gravité  du 
segment  entier  est  dans  la  ligne  ft  entre  k  et  F.  Qu'il  soit  en 
X.  Le  centre  de  gravité  du  reste  du  segment  qui  est  hors  du 
fluide  sera  dans  la  ligne  nx  ^  prolongé  vers  le  point  x  ^  jusqu'à 
ce  que  son  prolongement  soit  à  rx  comme  la  pesanteur  de  la 
partie  plongée  dans  le  fluide  est  à  la  pesanteur  de  la  partie  qui 
est  hors  du  fluide  (tf).  Que  le  point  s  soit  le  centre  de  gravité  de  la 
figure  dont  nous  venons  de  parler  y  et  par  le  point  s  conduisons 
la  verticale  ls.  La  figiu*e  qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en 
bas  y  par  sa  pesanteur  y  suivant  la  droite  si.  ^  et  la  partie  sub- 
mergée sera  portée  en  haut  suivant  la  droite  rl  (^p«  2).  Donc 
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la  figure  ne  restera  pas  en  repos  y  puisque  les  parties  qui  sont 
vers  E  seront  portées  en  bas  ^  et  celles  qui  sont  vers  h  seront 
portées  en  haut  ijiyp*  a),  et  cela  continuera  jusqu'à  ce  que  la 
droite  ft  ait  une  position  verticale.  On  démontrera  la  même 
chose  dans  les  autres  segmens  sphériques. 

PROPOSITION    IX. 


Si  un  segment  sphérique  plus  léger  qu'un  fluide  est  aban- 
donné dans  ce  fluide^  de  manière  que  la  base  entière  soit  dans 
le  fluide^  il  se  placera  de  manière  que  Taxe  du  segment  ait 
une  portion  verticale. 

Qu'une  grandeur  telle  que  celle  dont  nous  avons  parlé ^ 
soit  abandonnée  dans  im  fluide;  et  supposons  un  plan  mené 
par  l'axe  du  segment  et  par  le  centre  de  la  terre.  Que  l'arc 
ABCD  soit  la  section  de  la  surface  du  fluide  ;  que  l'arc  bfh 


soit  la  section  de  la  surface  du  segment  ;  que  eh  soit  une  ligne 
droite^  et  ft  l'axe  du  segment.  Supposons^  si  cela  est  possible, 
que  FT  n'ait  pas  une  position  verticale.  Il  faut  démontrer  que  le 
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segment  ne  restera  point  en  repos  y  et  que  son  axe  reprendra 
une  position  verticale. 

Le  centre  de  gravité  du  segment  sera  dans  la  droite  ft.  Sup- 
posons d^abord  que  le  segment  soit  plus  grand  que  la  moitié  de 
la  sphère.  Que  dans  la  demi-sphère  ^  le  centre  soit  le  point  t; 
que  dans  un  segment  plus  petit  le  centre  soit  le  point  p^  et  que 
dans  un  segment  plus  grand  le  centre  soit  le  point  k.  Par  le 
point  K  et  par  le  centre  de  la  terre  l  ^  menons  kl.  Le  segment 
qui  est  hors  de  la  surface  du  fluide  a  son  axe  dans  la  verticale 
menée  par  le  point  x.  Il  aura  ^  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut  y  son  centre  de  gravité  dans  la  droite  nk.  Que  son  centre 
de  gravité  soit  le  point  r.  Or^  le  centre  de  gravité  du  segment 
entier  est  dans  la  droite  ft,  entre  k  et  p.  Qu'il  soit  au  point  x.  Le 
centre  de  gravité  du  reste  du  segment  y  c'est-à-dire  de  la  partie  qui 
est  dans  le  fluide  sera  y  dans  la  droite  rx,  prolongée  vers  le  point 
IL  y  jusqii^à  ce  que  son  prolongement  soit  à  xr  y  comme  la  pe- 
santeur de  la  partie  du  segment  qui  est  hors  du  fluide  est  à  la 
pesanteur  du  segment  qui  est  dans  le  fluide  {a).  Que  le  point  o 
soit  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  ;  et 
par  le  point  o  menons  la  verticale  lo.  La  partie  du  segment 
qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en  bas,  par  sa  pesanteur^  suivant 
la  droite  kl,  et  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en  haut, 
par  sa  pesanteur ,  suivant  la  droite  ol  {hyp.  2  ,  lip.  1).  Donc  le 
segment  ne  restera  pas  en  repos ,  puisque  les  parties  qui  sont 
vers  H  seront  portées  en  bas ,  et  celles  qui  sont  vers  e  seront 
portées  en  haut,  et  cela  continuera  jusqu'à  ce  que  ft  ait  une 
position  verticale. 
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LIVRE   SECOND. 


PROPOSITION   PREMIERE. 

iSi  une  grandeur  solide  quelconque  plus  légère  qu'un  fluide  est 
abandonnée  dans  ce  fluide^  la  pesanteur  de  cette  grandeur 
sera  à  la  pesanteur  d'un  volume  égal  de  ce  fluide^  comme  la 
partie  de  cette  grandeur  qui  est  submergée  est  à  la  grandeur 
entière. 

Abandonnons  dans  un  fluide  une  grandeur  solide  quel- 
conque  fa  plus  légère  que  ce  fluide.  Que  a  soit  la  partie  sub- 
mergée y  et  que  F  soit  la  partie  qui  est  hors  du  fluide.  Il  faut 
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démontrer  que  là  pesanteur  de  la  grandeur  fa  est  à  la  pesan- 

s 

f  eur  d'un  volume  égal  de  ce  fluide  comme  a  est  à  fa. 

Prenons  un  volume  ni  du  fluide  qui  soit  égal  à  la  gran-* 
deur  fa;  que  n  soit  égal  à  f^  et  i  égal  à  a.  Que  la  pesanteur 
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de  FA  soit  B  ;  que  la  pesanteur  de  ni  soit  or  ,  et  que  la  pesan- 
teur de  I  soit  R.  La  pesanteur  de  fa  sera  à  la  pesanteur  de  ni 
comme  b  est  à  or.  Mais  puisque  la  grandeur  fa  abandonnée 
dans  le  fluide  est  plus  légère. que  le  fluide,  il  est  évident  qu'un 
volume  du  fluide  égal  à  la  partie  de  la  grandeur  fa  qui  est 
submergée  ^  a  la  même  pesanteur  que  la  grandeur  fa  ^  ainsi  que 
cela  a  été  démontré  plas  haut  (1^5).  Mais  le  fluide  i  dont  la 
pesanteur  est  r  répond  à  a  ,  et  la  pesanteur  de  fa  est  b;  donc 
B  qui  est  la  pesanteur  de  la  grandeur  entière  fa  ^  sera  égale  à 
la  pesanteur  du  fluide  i ,  c'est-à-dire  à  r.  Puisque  la  pesan- 
teur de  la  grandeur  fa  est  à  la  pesanteur  du  fluide  ni  qui  lui 
est  correspoladant ,  comme  B  est  à  or;  que  B  est  égal  à  r^  et 
que  R  est  à  or  comme  i  est  à  ni  ,  et  comme  a  est  à  fa  ,  il 
s'ensuit  que  la  pesanteur  de  fa  sera  à  la  pesanteur  d'un  vo- 
lume égal  du  fluide  comme  la  grandeur  a  est  à  la  grandeur 
FA.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    IL 

Lorsqu'un  segment  droit  (a)  d'un  conoïde  parabolique  n'a 
pas  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du  demi-para- 
mètre (5);  si  ce  segment,  quelle  que  soit  sa  pesanteur  par  rap- 
port à  celle  d'un  fluide,  est  abandonné  dans  ce  fluide,  et  s'il 
est  posé  incliné  de  manière  que  sa  base  ne  touche  point  le 
fluide ,  il  ne  restera  point  incliné ,  mais  il  se  placera  vertica- 
lement Je  dis  qu'il  est  placé  verticalement,  lorsque  sa  base  est 
parallèle  à  la  surface  du  fluide. 

Soit  uH  segment  droit  d'un  conoïde  tel  que  celui  dont  nous 
venons  de  parler.  Que  ce  segment  soit  posé  incliné.  Il  faut  dé-*- 
montrer  qu'il  ne  restera  point  incliné ,  mais  qu'il  se  placera 
verticalement. 
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Conduisons  par  Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface 
du  fluide  (y)  ;  que  la  section  du  segment  soit  la  parabole  a  fol; 
que  No  soit  Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de  la  parabole ,  et 
que  la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  is.  Si  le  seg- 


ment n'est  pas  vertical  ^  la  droite  al  ne  sera  point  parallèle  à  is. 
Donc  la  droite  no  ne  formera  pas  des  angles  droits  avec  la  droite 
is.  Conduisons  une  droite  ko  qui  touche  la  parabole  au  point  p  (^) 
et  qui  soit  parallèle  à  is.  Du  point  p  conduisons  jusqu'à  is 
la  droite  ï*f  parallèle  à  on.  Cette  droite  sera  le  diamètre  de  la 
parabole  ipos ,  et  Taxe  de  partie  du  segment  qui  est  submergée. 
Prenons  ensuite  les  centres  de  gravité  (<^);  que  le  point  r  soit  le 
centre  de  gravité  du  segment  apol^  et  que  le  point  B  soit  le 
centre  de  gravité  du  segment  ipos.  Conduisons  la  droite  br  ^  et 
prolongeons-la  vers  g.  Que  le  point  g  soit  le  centre  de  gravité 
de  la  figure  restante  isla.  Puisque  la  droite  no  est  égale  à  trois 
fois  la  moitié  de  Ro ,  et  que  cette  droite  est  plus  petite  que  trois 
fois  la  moitié  du  demi-paramètre^  la  droite  ro  sera  plus  petite 
que  la  moitié  du  paramètre.  Donc  Tangle  rpo  sera  aigu  (i).  En 
effet ,  puisque  la  moitié  du  paramètre  4est  plus  grande  que  ro  , 


(^  Ce  qui  suit  est  de  Frëd.  Commandin*  Le  reste  de  la  démonstration  a 
péri  par  l'iDJure  des  temps. 
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la  perpendiculaire  menée  du  point  r  sur  kh  ,  c'est-à-dire  kt  , 
rencontrera  la  droite  fp  hors  de  la  parabole;  elle  tombera  par 
conséquent  entre  le  point  p  et  le  point  n.  Donc  si  par  les  points 
B ,  G  ^  on  conduit  des  parallèles  à  rt  ^  ces  parallèles  feront  des 
angles  droits  avec  la  surface  du  fluide^  et  la  partie  qui  est 
dans  le  fluide  sera  portée  en  haut^  selon  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  b ,  parallèlement  à  rt ( Up.  i  ,  hyp.  2);  et  la 
partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en  bas  y  suivant  la  [per- 
pendiculaire menée  par  le  pointe.  Donc  le  segment  apol  ne  res- 
tera point  en  repos^  puisque  ce  qui  est  vers  a  sera  porté  en  haut 
et  que  ce  qui  est  vers  L  sera  porté  en  bas,  jusqu'à  ce  que 
KO  ait  une  position  verticale  »  (^. 

PROPOSITION    IIL 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  conoïde  parabolique  n'a 
pas  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du  paramètre, 
si  ce  segment ,  quelle  que  soit  sa  pesanteur  par  rapport  à  celle 
d'un  fluide,  est  abandonné  dans  ce  fluide,  si  sa  base  est  toute 
entière  dans  le  fluide  ,  et  s'il  est  posé  incliné,  il  ne  restera  point 
incliné,  mais  il  se  placera  de  manière  que  son  axe  ait  une  po*- 
sition  verticale  (a). 

Abandonnons  dans  un  fluide  un  segment  tel  que  celui  dont 
nous  venons  de  parler.  Que  sa  base  soit  dans  le  fluide.  Con- 
duisons par  l'axe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface  du 
fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la  parabole  apol;  que  pf 
soit  l'axe  du  segment  et  le  diamèti^e  de  la  parabole;  et  que  la 
section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  is.  Si  le  segment  est 
incliné,  son  axe  n'aura  pas  une  position  verticale.  Donc  la 
droite  pf  ne  formera  pas  des  angles  droits  avec  la  droite  is.  Con^ 
duisons  une  droite  xa  parallèle  à  is  et  tangente  à  la  parabole 
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APOL  au  point  o.  Que  le  point  h  soit  le  centre  de  gravité  du  seg- 
ment AFoii ,  et  le  point  B  le  centre  de  gravité  de  ifos.  Joignons 
la  droite  br;  prolongeons  cette  droite ^  et  que  le  point  o  soit  le 
centre  de  gravité  de  la  figure  restante  isla»  On  démontrera  seur 


blablement  que  Tangle  rok  sera  aigu^  et  que  la  perpendicttlafre 
menée  du  point  r  sur  ko,  tombera  entre  k  et  o.  Que  cette  per- 
pendiculaire soit  RT.  Si  des  points  o^  b  ^  on  conduit  des  paral- 
lèles à  RT^  la  partie  du  segment  qui  est  dans  le  fluide  sera 
portée  en  haut  (lip^  i,  hyp^2)y  suivant  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  o,  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide 
sera  portée  ^i  ba»>  suivant  la  perpendiculaire  menée  par  le 
point  B.  Done  le  segment  afql  ainsi  posé  dans  le  fluide  ne 
restera  point  en  repos;  puisque  ce  qui  est  en  a  sera  porté 
en  haut  ^  et  ce  qui  est  en  l.  sera  porté  en  bas  ^  jusqu'à  ce  que 
la  droite  pf  ait  une  position  verticale. 

PROPOSITION    IV. 

Lorsqu^un  segment  droit  d^uja  conoïde  parabolique  plus 
léger  qu'un  fluide  y  a  son  axe  plu0^  grand  que  trois  fois  la  moi* 
tié  du  demi-paramètre;  si  la  raison  de  la  pesanteur  de  ce 
segment  à  la  pesanteur  d'un  volunM-  égal  du  fluide  n'est  pas. 
moindre  que  la  raison  du  quarré  de  Texcès  de  l'axe  sur  trois 
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fois  la  moitié  da  demi'-paramètre  au  quarré  de  Taxe;  si  ce 
segment  étant  abandonné  dans  ce  fluide ,  sa  base  ne  touche  pas 
le  fluide^  et  s^il  est  posé  incliné >  il  ne  restera  pa$  incliné^  mais 
il  se  placera  verticalement 

Soit  un  segment  d'un  conoïde  parabolique  tel  que  celui  dont 
nous  venons  de  parler.  Supposons,  s'ilest  possible,  que  ce 
segment  étant  abandonné  dans  le  fluide  ne  soit  pas  placé  ver- 
ticalement, mais  bien  incliné.  Conduisons  par  Taxe  un  plan 
qui  soit  perpendiculaire  sur  la  surface  du  fluide.  Que  la  sec- 
tion du  segment  soit  la  parabole  apol;  que  la  droite  no  soit 
Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de  la  parabole,  et  que  la  sec- 


tion de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  xs.  Si  le  segment 
n'est  pas  placé  verticalement,  la  droite  no  ne  fera  point  des. 

angles  égaux  avec  la  droite  is.  Conduisons  la  droite  kû  tangente 

« 

à  la  parabole  en  un  point  p,  et  parallèle  à  la  droite  is,  €!t  du  point 
p  conduisons  la  droite  fp  parallèle  à  la  droite  on.  Frenoi)» 
les  centres  de  gravité  :  que  le  point  R  soi|;  le  ceutre  de  gravité 
du  segment  apol  ,  et  le  point  b  le  centre  de*  gravité  du  aeg* 
ntent  qui  est  daao»  le  fluide.  Menons  la  droite  s& ,  prolongeons 
cette  droite  vers  a^  et  que  le  point  g  soit  le  ceptre  de  gravité  de 
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la  grandeur  solide  qui  est  hors  du  fluide.  Puisque  la  droite 
xo  est  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  Ro,  et  que  no  est  plus  grande 
que  trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre ,  il  est  évident  que 
la  droite  ro  est  plus  grande  que  le  demi-paramètre.  Que  la  droite 


XH  soit  égale  an  demi-paramètre  ^  et  que  oh  soit  double  de  hm. 
Puisque  no  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  Ro  y  et  que  ho  esl 
aussi  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  ho^  la  droite  restante  nm  sera 
égale  à  trois  fois  la  moitié  de  rh  (a).  Donc  Fexcès  de  Taxe  sur 
trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre  est  d'autant  plus  grand 
que  la  droite  mo  est  jAus  grande  (Cy  Mais  on  a  supposé  que  la 
raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  d'un  volume 
égale  du  fluide^  n'est  pas  moindre  que  la  raison  du  quarré  con- 
struit sur  Texcès  de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi-para- 
mètre au  quarré  construit  sur  Faxe;  il  est  donc 'évident  que  la 
raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  d'un  pareil 
volume  du  fluide  n'est  pas  moindre  que  la  raison  du  qxiarré 
construit  sur  va  au  quarré  construit  sur  no  (7).  Mais  la  raison 
de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  d'un  volume  égal  du 
fluide  est  la  même  que  la  raison  de  la  partie  submergée  au  seg-- 
ment  entier  ^  ainsi  que  cela  a  été  démontré  plus  haut  (  s  /  1  ))  et 
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la  raison  de  la  partie  submergée  au  segment  entrer  est  la  même 
que  la  raison  du  qnarré  pf  au  quarré  de  no  y  parce  qu^on  a 
démontré  dans  le  Traité  desConoïdes  et  des  Sphéroïdes  ^  que  si 
tm  conoïde  parabolique  est  partagé  en  deux  parties  par  des 
plans  menés  d'une  manière  quelconque  y  les  segmens  sont 
entre  eux  comme  les  quarrés  construits  sur  les  axes.  Donc 
la  raison  du  quarré  de  pf  au  quarré  de  no  n'est  pas  moindre 
que  la  raison  du  quarré  de  MO  au  quarré  de  no.  Donc  pf  n'esl 
pas  plus  petit  que  mo^  ni  bp  plus  petit  que  ho  (cT).  Donc  si  du 
point  H  on  conduit  une  perpendiculaire  sur  no  y  elle  rencon- 
trera BP  y  et  elle  tombera  entre  B  et  p  (i ).  Que  cette  perpen* 
diculaire  rencontre  la  droite  bp  au  point  t.  Puisque  pf  est 
parallèle  à  Taxe  y  que  ht  1  ui  est  perpendiculaire  y  et  que  rh 
est  égal  au  demi-paramètre  ^  si  la  droite  menée  du  point  R  au 
point  T  est  prolongée^  elle  fera  des  angles  droits  avec  la  tan- 
gente à  la  parabole  au  point  p  (^  Donc  cette  droite  fera  des 
angles  droits  avec  la  droite  is,  et  avec  la  surface  du  fluide, 
qui  passe  par  la  droite  i8»  Donc  si  par  les  points  b^  g^  on  con- 
duit des  parallèles  à  rt^  ces  parallèles  feront  des  angles  droits 
avec  la  surface  du  fluide^  et  la  partie  du  segment  qui  est 
dans  le  fluide  sera  portée  en  haut^  suivant  la  droite  menée  par  le 
pcnnt  B  parallèlement  à  rt^  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera 
portée  en  bas^  suivant  la  droite  menée  par  le  point  g^  jusqu'à 
ce  que  le  segment  droit  du  conoïde  soit  placé  verticalement. 

PROPOSITION    V. 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  conoïde  parabolique  plus 
léger  qu'un  fluide  a  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié 
du  demi-paramètre  ;  si  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 
à  la  pesanteur  du  fluide  n'est  pas  plus  grande  que  la  raison 
de  l'excès  du  quarré  de  l'axe  sur  le  quarré  de  l'excès  de  l'axe 
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•UT  trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre  au  quarré  de  Taxe  ; 
si  ce  segment  étant  abandonné  dans  ]e  fluide,  sa  base  est  toute 
entière  dans  ce  fluide,  et  s'il  est  posé  incliné ,  il  ne  restera  point 
incliné,  nuus  il  se  placera  de  manièie  que  son  axe  ait  une  po- 
sition verticale. 

Abandonnons  dans  un  fluide  un  segment  tel  que  celui  dont 
nous  venbns  de  parler ,  et  que  sa  base  soit  toute  entière  dans 
le  fluide.  Conduisons  par  Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la 
surface  du  fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la  parabole 
apol;  que  la  droite  no  soit  Taxe  du  segment  et  le  diamètre 
de  la  parabole,  et  que  la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la 
droite  is.  Puisque  Taxe  n'a  point  une  position  verticale,  la  droite 


KO  ne  fera  pas  des  angles  droits  avec  la  droite  i&  ConduisouB 
la  droite  KO  tangente  à  la  parabole  en  un  point  p  et  parallèle  à 
is.  Par  le  point  p  menons  la  droite  pf  parallèle  à  no  ,  et  pre- 
nons les  centres  de  grarvité  :  que  le  point  r  soit  le  centre  de 
gravité  de  avotj  ,  et  le  point  h  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
qui  est  hors  du  fluide.  Menons  la  droite  ba  ;  prolongeonftja 
vers  le  point  g  ,  et  que  ce  point  soit  le  centre  de  gravité  de  la 
partie  du  segment  qui  est  dans  le  fluide.  Prenonf  rh  égal  ftu 


*?^ 
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demi-paramètre  ;  que  oh  soit  double  de  h  m  ^  et  faisons  le  reste 
comme  nous  Tavons  dit  plus  haut.  Puisque  Ton  a  supposé  que  la 
raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide  n^est 
pas  plus  grande  que  la  raison  de  l'excès  du  quarré  de  no  sur 
le  quarré  de  mo  au  quarré  de  no  (a) ,  et  que  Ton  a  démontré 
dans  la  prenîière  proposition  que  la  pesanteur  du  segment  est 
à  la  pesanteur  d'un  volume  égal  du  fluide  comme  la  partie  du 
segment  qui  est  submergée  est  au  sèment  entier  y  la  raison  de 
la  partie  submergée  au  segment  entier  ne  sera  pas  plus  grande 
que  la  raison  dont  nous  venons  de  parler.  Donc  la  raison  du 
segment  entier  à  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  ne  sera  pas 
plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de  no  au  quarré  de  mo  (^). 
Mais  la  raison  du  segment  entier  à  la  partie  qui  est  hors  du 
fluide  est  la  même  que  la  raison  du  quarré  de  no  au  quarré  de 
PF  (y)  ;  donc  là  raison  du  quarré  de  no  au  quarré  de  ff  n'est 
pas  plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de  ko  au  quarré  de 
MO.  D'où  il  suit  que  ff  n'est  pas  plus  petit  que  om  ,  ni  pb 
plus  petit  que  oh.  Donc  la  perpendiculaire  élevée  du  point  h 
sur  la  droite  no  ^  rencontrera  la  droite  bp  entre  les  points  f  efc 
B.  Que  cette  perpendiculaire-  rencontre  bp  au  point  t.  Puisque 
dans  la  parabole  la  droite  ff  est  parallèle  au  diamètre  no^  que 
la  droite  ht  est  perpendiculaire  sur  le  diamètre ,  et  que  la 
droite  rh  est  égale  au  denû-paramètre ,  il  est  évident  que  rt 
prolongée  fera  des  angles  droits  avec  kvcï,  et  par  conséquenk 
avec  is.  Donc  rt  est  perpendiculaire  sur  la  surface  du  fluide. 
Donc  si  par  les  points  b^  g,  on  mène  les  droites  parallèles  à 
HT ,  ces  parallèles  seront  perpendiculaires^  sur  la  surface  du 
fluide.  Donc  la  portion  du  segment  qui  est  hors  du  fluide  sera 
portée  en  bas^  suivant  la  pei^pendiculaire  menée  par  le  point  B^ 
et  la  portion  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en  haut ,  suivant 
la  perpendiculaire  menée  par  le  point  g  (lîp.  ^^àyp.  2).  Douc^ 
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Je  segment  apol  ne  restera  point  en  repos;  mais  il  se  mouvra 
dans  le  fluide  jusqu'à  ce  que  Taxe  no  ait  une  position  verticale. 

PROPOSITION    VI. 

Lorsqu'un  segment  droit  d'un  coiioïde  parabolique  plus 
léger  qu'un  fluide  a  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié 
.du  demi -jjaram être,  mais  cependant  trop  petit  pour  qu'il 
soit  au  demi-paramètre  comme  quinze  est  à  quatre;  si  ce  seg- 
ment étant  abandonné  dans  ce  fluide,  sa  base  touche  la  sur- 
face (lu  fluide,  il  ne  restera  jamais  incliné  de  manière  que  la 
base  touche  la  surface  du  fluide  en  un  seul  point. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parl^*. 
Abandonnons-le  dans  le  fluide ,  comme  nous  l'avons  dit ,  de 
manière  que  la  base  touche  le  fluide  en  un  seul  point  II  faut 
démontrer  que  le  segment  ne  gardera  point  cette  position , 
mais  qu'il  tournera  jusqu'à  ce  que  sa  base  ne  touche  en  au- 
cune manière  la  surface  du  fluide. 

Conduisons  par  l'axe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface 
du  fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la  parabole  apol;  que 
la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  as,  et  que  no  soit 
Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de  la  parabole.  Coupons  NO 
en  un  point  f,  de  manière  que  op  soit  double  de  fn,  et  en 
un  point  a  ,  de  manière  que  no  soit  à  fH  comme  quinze  est  à 
quatre.  Menons  cïk  perpendiculaire  sur  no.  La  raison  de  NO 
à  Fa  sera  plus  grande  que  la  raison  de  no  au  demi -para- 
mètre. Que  FB  soit  égal  au  demi-paramètre.  Menons  la  droite 
PC  parallèle  à  as  et  tangente  à  la  parabole  apoL  en  un  point 
p ,  et  ]a  droite  pi  parallèle  à  no.  Que  la  droite  pi  coupe  d'abord 
KO  au  point  h.  Puisque  dans  le  segment  apol  qui  est  compris 
par  une  droite  et  par  une  parabole,  la  droite  xn  est  parallèle 
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à  al;  que  la  droite  pi  est  parallèle  au  diamètre;  que  cette  droite 
est  coupée  au  point  h  par  la  droite  Kft ,  et  que  as  est  parallèle 
à  la  tangente  au  point  p ,  il  faut  nécessairement  que  la  raison 
de  PI  à  PH  soit  la  même  que  la  raison  de  Na  à  ûo^  ou  qu'elle  soit 


plus  grande^  car  cela  a  déjà  été  démontré  (a).  Mais  Na  est  égal  à 

trois  fois  la  moitié  de  ûo  ;  donc  pi  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de 

HP  ou  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  (^)  ;  donc  ph  est  double 

deHi  ou  plus  petit  que  le  double.  Que  pt  soit  double  de  ti; 

le  point  T  sera  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  dans  le 

fluide.  Menons  la  droite  tf;  prolongeons  cette  droite;  que  le 

point  G  soit  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  hors  du 

fluide ,  et  du  point  b  élevons  la  droite  br  perpendiculaire  sur 

KO.  Puisque  pi  est  parallèle  au  diamètre  no  ;  que  br  lui  est  per>^ 

pendiculaire>  et  que  fb  est  égal  au  demi-paramètre^  il  est  évident 

que  FR  prolongé  fera  des  angles  égaux  avec  la  tangente  à  la  par 

rabole  apol  au  point  p,  et  par  conséquent  avec  as  çt  ^vec  I4 

surface  du  fluide.  Mais  les  droites  menées  par  les  points  t^  g 

parallèlement  à  fr  seront  perpendiculaires  sur  la  sur&ce  du 

fluide;  donc  la  partie  du  segment  apol  qui  est  dans  le  fluide 

sera  portée  en  haut  suivant  la  perpendiculaire ,  menée  par  le 

5o 
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point  T  (  Uv.  \  y  hyp.  a) ,  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera 
portée  eh  bas  suivant  la  perpendiculaire  menée  par  le  point 
a.  Donc  le  segment  solide  apol  tournera  et  sa  base  ne  tou- 
chera en  aucune  manière  la  surface  du  fluide.  Mais  si  la  droite 


PI  ne  coupe  pas  la  droite  xa  y  comme  dans  la  seconde  figure  y  il 
est  évident  que  le  point  t^  qui  est  le  centre  de  gravité  de  la 
partie  submergée  tombera  entre  le  point  p  et  le  point  i  ^  et  Ton 
démontrera  le  reste  d'une  manière  semblable. 

PROPOSITION  VIL 


Lorsqri^un  se^nent  droit  d't^n  conoïde  parabolique  plus 
léger  qu'un  fluide  a  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié 
liu  demi-paramètre,  mais  cependant  trop  petit  pour  qu'il  soit 
au  demi-paramètre  comme  quinse  est  à  quatre;  si  ce  seg- 
ment étant  -abandonné  dans  un  fluide  y  sa  base  entière  est 
dans  le  fluide,  le  segment  ne  rest^^a  jamais  incliné  de  ma- 
nière que  sa  base  touche  le  fluide;  mais  sa  base  sera  toute 
entière  dans  le  fluide  et  ne  touchera  sa  surface  en  aucune 
manière. 
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Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler* 
Qu'il  soit  abandonné  dans  un  fluide  comme  nous  Tavons  dit^ 
de  manière  que  sa  base  touche  la  surface  du  fluide  en  un  seul 
point  II  faut  démontrer  qu'il  ne  gardera  point  cette  position , 
mais  qu'il  tournera  jusqu'à  ce  que  sa  base  ne  touche  en  aucune 
.manière  la  surface  du  fluide. 

Conduisons  par  l'axe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface 
du  fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la  parabole  A]Poii;*que 
la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  as  y  et  que  la 
droite  ff  soit  l'axe  du  segment  et  le  diamètre  de  la  parabole. 
Coupons  FF  en  un  point  r  de  manière  que  ef  soit  double  de  hf, 


et  en  un  point  û  de  manière  que  ff  soit  à  rcï  comme  quinze  est  à 
quatre.  Menons  la  droite  ûk  perpendiculaire  sur  FF.  La  droite 
Ea  sera  plus  petite  que  le  demi-paramètre.  Prenons  une  droite 
RH  qui  soit  égale  au  demi^paramètre  ;  menons  la  droite  co 
tangente  à  la  parabole  au  point  o  et  parallèle  à  sl  ^  et  menons 
aussi  la  droite  no  parallèle  à  ff.  Que  cette  droite  coupe 
d'abord  au  point  i  la  droite  xn.  Nous  démontrerons  y  comme 
auparavant^  que  la  droite  no  est  ou  égale  à  trois  fois  la  moitié  de 
oi  y  ou  plus  grande  que  deux  fois  la  moitié.  Que  la  droite  oi  soit 
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plus  petite  que  le  double  de  in;  que  ob  soit  double  de  Bn^  et 
faisons  les  mêmes  choses  qu'auparavant  Si  Ton  mène  la  droite 
RT^  nous  démontrerons  semblablement  que  cette  droite  sera 
perpendiculaire  sur  co  et  sur  la  surface  du  fluide.  Donc  les 
droites  menées  par  les  points  b  ^  g^  parallèlement  à  rt  ^  se- 
ront perpendiculaires  sur  la  surface  du  fluide.  Donc  la  partie 
du  segment  qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en  bas  suivant  la 
perpendiculaire  qui  passe  par  le  point  b,  et  la  partie  qui  est 
dans  le  fluide  sera  portée  en  haut  suivant  la  perpendiculaire 
qui  passe  par  le  point  g  (Jip.  i ,  hyp.  2).  D'où  il  suit  évidemment 
que  le  segment  tournera  jusqu'à  ce  que  sa  base  ne  touche  en 
aucune  msmière  la  surface  du  fluide^  parce  que  sa  base  touchant 
le  fluide  en  un  point ,  le  segment  est  porté  en  bas  du  côté  l.  Si 


la  droite  no  ne  coupoit  point  la  droite  ù% ,  on  n'en  démon* 
trejroit  pas  moins  les  mêmes  choses. 


0 
*, 
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PROPOSITION   VIII. 


Lorsqu'un  segment  droit  d'un  conoïde  parabolique  a  son  axe 
plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du  demi  -  paramètre  y  mais 
cependant  trop  petit  pour  qu'il  soit  au  demi -paramètre 
comme  quinze ^  est  à  quatre;  si  la  raison  de  la  pesanteur  du 
segment  à  la  pesanteur  du  fluide  est  moindre  que  la  raison 
du  quarré  de  l'excès  de  l'axe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi- 
paramètre  au  quarré  de  l'axe;  si  ce  segment  étant  abandonné 
dans  le  fluide,  sa  base  ne  touche  point  le  fluide ,  il  ne  se  placera 
point  yerticalement ,  et  il  ne  restera  point  incliné  y  à  moins 
que  l'axe  ne  &8se  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal  à 
celui  dont  nous  parlerons  plus  bas. 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
Que  BD  soit  égal  à  l'axe;  que  bk  soit  double  de  xn;  que  rk 

X  1a 


I    Y 


soit  égal  au  demi-paramètre  ^  et  que  gb  soit  égal  à  trois  fois 
la  moitié  de  br.  Ija  droite  cp  swa  égale  à  trois  fois  la  moitié  de 
KR  (a).  Que  la  raison  du  quarré  de  fq  au  quarré  de  db  soit  la 
même  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur 
du  fluide  ;  et  que  p  soit  doublejâb^c^  Il  est  évident  yie  la 
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raison  de  fq  à  db  sera  moindre  que  la  raison  de  cb  à  bd  ;  car 
CB  est  Texcès  de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi-para- 
mètre (€).  Donc  FQ  est  plus  petit  que  bc  ^  et  par  conséquent  f  est 


plus  petit  que  br.  Que  R'P  soit  égal  à  F  ;  conduirons  la  droite  ^n 
perpendiculairement  sur  bb  ;  que  le  quarré'  de  '^e  soit  la  moitié 
du  rectangle  compris  sous  kr^  ^pb  ,  et  joignons  b£.  Il  faut  dé- 
montrer que  lorsque  le  segment  est  abandonné  dans  le  fluide 
comme  nous  Tavons  dit ,  il  restera  incliné  de  manière  que 
Taxe  fera  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal  à  Tangle  eb^p-. 
Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide  de  manière  que  sa 
base  ne  touche  point  la  surface  du  fluide  ;  que  Taxe  ne  fasse  point 
avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal  à  l'angle  eb^,  si  cela  est 
possible ,  et  supposons  qu'il  fasse  d'abord  un  angle  plus  grand. 
Conduisons  par  l'axe  un  plan  pei'pendiculaire  sur  la  surface 
du  fluide  ;  que  la^ection  du  segment  soit  la  parabole  afol  ;  que 
la  section  de  la  surface  du  fluide  soit  la  droite  xs^  et  que  Ko^soit 
l'a^jcé  du  sefgment  ^i  lé  diamètre  déîa  parabole^  Menons  la  droite 
i^V  iiarallèhe  à  xs  et  tatogènte  à'  la  pkrabble  apoi^  en  un  point?  ; 
là  dt-tntë  tk  'pai'aî!31e*à'*6  tk  kv  droite  l^r  pérpendieulaire  sur 
î^ô.  ^ute  devins  la'atoiW  bR  soit  égalé  à  <m^^  Ja  droite  rx  égale 
à  Thy^t  que  û'â  soit  perj^iiclictiki'Fe'sar  i'àace.  ^Puisqu'on. sup-r 


r 
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pose  que  Taxe  du  segment  fait  avec  la  sur£sice  du  fluide  un 
angle  plus  grand  que  Fangle  B  ^  Tangle  vyi  sera  plu$  grand  ^ue 
Tangle  b.  Donc  la  raison  du  quarré  dç  vi  au  quarré  de  y^  -est 
plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de  h'^  au  quarré  de  ^fb. 
Mais  la  raison  du  quarré  pi  au  quarré  de  lY  est  la  même  que 
la  raison  de  kr  à  iy  (y),  et  la  raison  du  quarré  de  ^^  au  quarré 
de  -^B  est  la  même  que  la  raison  de  la  moitié  de  Kfi  ^  *VB  (<J^)  ; 
donc  la  raison  de  XR  à  iy  est  plus  grande  que  la  raison  de  la 
moitié  de  kr  à  ^i^B.  Donc  iy  e§t  plus  petit  que  le  double  de  «i^s. 
Mais  Yi  est  double  de  oi;  donc  oi  est  plus  petit  que  ^pb  ,  et  la 
plus  grand  que  '4'R.  Mais.  "Itr  est  égal  à  f;  donc  ip  est  plus 
grand  que  f.  IVIais ,  p^  supposition ,  }a  p^santefur  d^  ^^fjfq^xent 
est  à  la  pesanteur  du  fluide  comm^  1^  quarré  de  fq  est  au 
quarré  de  bd  ;  la  pesanteur  du  segment  e»t  ^  la  penntçxir  du 
fluide  comme  la  partie  submergée  est  au  segment  entier  (2,  a), 
et  la  partie  submergée  est  au  segment  entier  comme  le  quarré 
de  FM  est  au  quarré  de  on.  II  s'ensuit  donc  que  le  quarré  de 
FM  est  au  quarré  de  on  comme  le  quarré  de  fq  est  au  quarré 
de  BD.  Donc  fq  est  égal  à  fh.  Mais  on  a  démontré  que  fh  est 
plus  grand  que  F  ;  il  est  donc  évident  que  fm  est  plus  petit  qiie 
trois  fois  la  moitié  de  fh  ^  et  par  conséquent  fh  est  plus  grand 
que  le  double  de  hm.  Que  fz  soit  double  de  zm.  Le  point  t 
sera  le  centre  de  gravité  du  segment  entier,  le  point  z  le  centre 
de  gravité  de  la  partie  qui  est  dans  le  fluide ,  et  le  centre  de  gra* 
vite  de  la  partie  restante  sera  dans  la  droite  zt  prplongéç  jus- 
qu'en G.  On  dé;nontrera  de  la  mèmemwii^r^  que  I^  droite  th 
est  perpendiculaire  sur  la  ^r&ce  du  fluid^çu  Ppnc  la  parJJexJu 
segment  qui  est  plongée  4ao$  le  (1  vide  ^era  pprtée  iiQjrs  du  fluide 
suivant  la  perpendiculaire  menéç  par  le  pqint  ^  sur  la  ^urf^cG  du 
fluide  (  Up^  1 ,  Ayp.  a  );  et  la  partie  qi^i  lest  hors  du  fluide  sera 
portée  dans  le  fluide  suivant  la  peipexidiçulai^e  vç^ué^^  par  le 
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point  G.  Donc  le  segment  ne  restera  pas  incliné ,  ainsi  qu^on  l'a 
supposé^  mais  il  ne  se  placera  pas  verticalement^  p^rce  que  parmi 
les  perpendiculaires  menées  par  les  points  z,  g,  celle  qui  est 
menée  par  le  point  z  tombe  du  côté  où  est  le  point  l  ,  et  celle 
qui  est  menée  par  le  point  g  tombe  du  côté  où  est  le  point  a. 
D*où  il  suit  que  le  centre  de  gravité  z  est  porté  en  haut^  et  que 
le  centre  de  gravité  g  est  porté  en  bas.  Donc  toutes  les  parties 
du  segment  qui  sont  vers  le  point  a  seront  portées  en  bas,  et 
toutes  les  parties  qui  sont  vers  le  point  l  seront  portées  en 
haut. 

Que  Taxe  du  segment  fasse  avec  la  surface  du  fluide  un  angle 
plus  petit  que  l'angle  b  ,  le  reste  étant  supposé  comme  aupara-- 
vant  La  raison  du  quarré  de  pi  au  quarré  de  lY ,  sera  moindre 
que  la  raison  du  quarré  de  e^  au  quarré  de  'i'B.  Donc  la  rai^ 

A 


son  de  kr  à  iy  est  moindre  que  la  moitié  de  kr  à  ^b.  Donc 
lY  est  plus  grand  que  le  double  de  '^b.  Mais  iy  est  double 
de  ci;  donc  ci  sera  plus  grand  que  ^fb.  Mais  la  droite  en- 
tière on  est  égale  à  rb  ,  et  la  droite  restante  cxi  est  plus  petite 
que  "^R  ;  donc  la  droite  ph  sera  plus  petite  que  F.  Donc  puisque 
HP  est   égal  à  FQ,  il  est  évident   que   pm   sera   plus    grand 

9 

que  ti^ois  fois  la  moitié  de  ph^  et  que  ph  sera  plus  petit 


1^^ 
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que  HM.  Que  pz  soit  double  de  zh  ;  le  point  t  sera  le  centre 
de  gravité  du  segment  entier^  et  le  point  z  le  centre  de  gravité 
de  la  partie  qui  est  dans  le  fluide.  Joignons  la  droite  zt^  et 
cherchons  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  hors  du  fluide 
dans  le  prolongepient  de  cette  droite.  Que  le  point  g  soit  son 
centre  de  gravité.  Par  les  points  z  ^  g-  menons  des  perpendiçu* 
laires  sur  la  surface  du  fluide^  ces  perpendiculaires  seront 
parallèles  à  th.  Il  suit  de  là  que  le  segment  ne  restera  point 
en  repos  ^  mais  qu'il  tournera  jusqu'à  ce  que  son  axe  &s$e  avec 
la  surface  du  fluide  un  angle  plus  grand  que  celui  qu'il  fai}: 
actuellement. 

Mais  on  avoit  supposé  auparavant  que  Taxe  faisoit  un  angle 
plus  grand  que  l'angle  b  ^  et  alors  le  segment  ne  restoit  point 
en  repos;  il  est  donc  évident  que  le  segment  restera  en  repos ^ 
si  l'axe  fait  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal  à  l'angle  b  ; 
car  de  cette  manière  la  droite  10  sera  égale  à  -^b  ;  la  droite  m 
égale  à  -i^K^  et  la  droite  ph  égale  à  F.  Donc  la  droite  mp  sera 
égale  à  trois  fois  la  moitié  de  ph  ^  et  la  droite  ph  double  de  hm. 
Donc  puisque  le  point  h  est  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui 
est  dans  le  fluide ,  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en 
haut ,  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  portée  en  bas , 
suivant  la  même  perpendiculaire.  Donc. le  segment  restera  en 
repos ,  parce  qu'une  partie  n'est  point  chassée  par  l'autre» 

PROPOSITION   IX. 

Lorsque  le  segment  droit  d'un  conoïde  parabolique  a  son 
axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié  du  demi*paramètref^ 
mais  trop  petit  pour  que  la  raison  de  l'axe  au  demi-^paramètre 
soit  la  même  que  la  raison  de  quinze  à  quatre  ;  si  la  rai- 
json  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide  est 
plus  grande  que  la  raison  de  l'excéç  du  quarré  de  l'axe  sur 
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le  quarré  de  l'excès  de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi- 
paramètre  au  quarré  de  Taxe;  si  ce  segment  étant  aban- 
donné dans  le  fluide  ^  sa  base  est  toute  entière  dans  le  fluide, 
et  s'il  est  posé  incliné  y  il  ne  tournera  point  pour  se  placer 
verticalement,  et  il  ne  restera  incliné  que  lorsque  son  axe  fera 
arec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal  à  celui  dont  nous  ayons 
parlé  plus  haut 

Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
Supposons  DB  égal  à  Taxe  du  segment  Que  la  droite  bk  soit 
double  de  ko;  la  droite  kr  égale  au  demi^paramètre ,  et  la 


droite  CB  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  br.  Que  la  raison  deVex- 
ces  du  quarré  de  bd  sur  le  quarré  de  fq  au  quarré  de  bd  soit  la 
même  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du 
fluide  ;  et  que  la  droite  F  soit  double  de  q.  Il  est  évident  que  la 
raison  de  l'excès  du  quarré  de  bd  sur  le  quarré  de  bc  au  quarré 
de  bd  est  moindre  que  la  raison  de  l'excès  du  quarré  de  bd  sur  le 
quarré  de  fq  au  quarré  de  bd  ;  car  bc  est  l'excès  de  l'axe  sur 
trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre.  Donc  l'excès  du  quarré 
de  BD  sur  le  quarré  de  fq  est  plus  grand  que  l'excès  du  quarré  de 
BD  sur  le  quarré  de  bc.  Donc  la  droite  fq  est  plus  petite  que  la 
droite  bc  ,  et  la  droite  f  plus  petite  que  la  droite  br.  Que  tar 
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soit  égal  à  fI  Menons  sur  bd  la  perpendiculaire  f^E  dont  le 
quarré  soit;egal  à  la  moitié  du  rectangle  compris  sous  kr^  '^tb. 
Je  dis  que  si  ce  segment  étant  abandonné  dans  le  fluide , 
sa  base  est  toute;  entière  dans  lé  fluide,  il  se  placera  de  ma- 
nière que  son  axe  fera  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal 
à  l'anglç.  B, 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide  comme  on  vient  de 
le  dire ,  et  que  son  axe  ne  fesse  pas  un  angle  égal  à  Tangle  b  , 
mais  d^abord  un  angle  plus  grand.  Conduisons  par  Taxe  un  plan 
perpendiculaire  sur  la  surface  du  fluide.  Que  la  section  du  seg- 
ment soit  la  parabole  afol;  que  la  section  de  la  surface  du  fluide 
soit  la  droite  ci  y  et  que  la  droite  no  soit  Taxe  du  segment 
et  le  diamètre  de  la  parabole.  Coupons  l'axe  aux  points  n,  t 
comme  auparavant.  Conduisons  la  droite  yp  parallèle  à  ci ,  et 
tangente  à  la  parabole  en  un  point  p  ;  la  droite  mp  parallèle  à 
NO ,  et  la  droite  PS  perpendiculaire  sur  Taxe.  Puisque  Taxe  du 
segment  fait  avec  la  sur&ce  du  fluide  un  angle  plus  grand 
que  l'angle  b  ,  l'angle  syf  sera  plus  grand  que  l'angle  b.  Dono 
la  raison  du  quarré  de  ps  au  quarré  de  sy  est  plus  grande 
que  la  raison  du  quarré  de  -^B  au  quarré  de  'i'B.  Donc  la  rai- 
son de  XH  à  s  Y  est  plus  grande  que  la  raison  de  la  moitié  de  kr  à 
YB.  Donc  8Y  Qsjt  plus  petjt  que  le  double  de  'l'B  y  et  so  plus  petit 
que  '♦■B.  Donc  sa  est  plus  grand  que  r-*-,  et  ph  plus,  grand  que  F. 
Donc  puisque  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesan* 
teur  du  fluide  est  la  même  que  la  raison  de  l'excès  du  quarré  de 
BB  sur  le  quarré  de  fq  au  quarré  de  bd  ,  et  que  la  raison  de  la 
pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide  est  la  même 
que  la  raison  de  la  partie  submergée  au  segment  entier  {2,  1) ,  il 
s'ensuit  que  la  raison  de  la  partie  submergée  aq  segment  entier 
est  la  même  que  la  raison  de  l'excès,  du  quarré  de  bd  sur  le 
quarré  de  FQ  au  quarré  de  bd.   Donc  la  raison  du  segment 
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entier  à  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  la  même  que  la 
raison  du  quarré  de  bd  auquarré  de  fq  («c).  Mais  la  raison  du 
segment  entier  à  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  est  la  même 
que  la  raison  du  quarré  de  no  au  quarré  de  tm  ;  donc  rat 


Y   P 


^ 
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sera  égal  à  fq.  Mais  on  a  démontré  que  ph  est  plus  grand  que  v  ; 
donc  MH  sera  plus  petit  que  q  ,  et  fh  plus  grand  que  le  double 
de  HM.  Que  pz  soit  double  de  z»r  ;  joignons  la  droite  zst  ,  et  pro-' 
longeons  cette  droite  vers  g.  Le  point  t  sera  lé  centre  de  gravité 
du  segment  entier;  le  point  z  le  centre  degravitéde  la  partiequi 
est  hors  du  fluide ,  et  le  centre  de  gravité  de  la  partie  restante 
qui  est  dans  le  fluide  sera  dans  le  prolongement  de  la  droite 
ZT.  Que  le  point  g  soit  son  Centre  de  gravité.  Nous  démontre-' 
rons ,  comme  nous  Tavons  fait  plus  haut ,  que  th  est  perpen-^ 
diculaire  sur  la  surface  du  fluide,  et  que  les  parallèles  à  th 
iïxenées  par  les  points  Z ,  g  sont  aussi  perpendiculaires  sur  Ja 
surface  du  fluide.  Donc  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera 
portée  en  bas  suivant  la  perpendiculaire  qui  passe  par  le  point 
2,  et  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  sera  portée  en  haut  suivant  la 
perpendiculaire  qui  passe  par  le  pdint  g  {Uv.  i,  hyp.  a).  Donc  le 
segment  ne  restera  pas  incliné  ainsi ,  mais  il  ne  tournera  pas  de 
manière  que  Taxe  devienne  perpendiculaire  sur  la  surface  dtt 
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fluide  y  puisquô  ce  qui  est  du  côté  ii  sera  .port^  en  bas^  et  qae  ce 
qui  est  du  côté  a  6era  porté  ea  haut^  ce/  qui  est  ési^exA 
d'après  ce  qui  a*  été  démoixtréf  Si.  l'axç.&it  avec  la  sujffhce 
du  fluide  un  angle  plus  petit  que  Tangle  b  ;»  on  démontrera 


semblablement  que  le  segment  ne  gardera  point  cette  posi*- 
tion ,  mais  qu'il  s'inclinera  jusqu'à  ce  que  l'axe  fasse  avec  la 
surface  du  fluide  un  angle  égal  à  l'angle  B. 

;PROPOSlTiON    X  i.  :     :  - 


,>   '^  -  .    ') 


r  '  » 


Lorsqu'un  segment  droit  d^un  conoïde  parabolique  plus 
léger  qu'un  fluide  y  et  que  la  raison  de  son  axe  à  trois  fois  la  moi- 
tié du  demi-paramètre  est  plus  grande  que  la  raison  de  quinze 
à  quatre  ;  si  ce  segment  étant  abandonné  dans  ce  fluide,  sa  base 
ne  toucbe  point  le  fluide ,  il  sera  tantôt  vertical  et  tantôt  incliné: 
il  sera  quelquefois  incliné  de  manière  que  sa  bas^e  touchera  la 
sux^face  du  fluide  en  im  seul  ppint,.  et  cela  dans  deux  positions 
différentes  (tt)  ;  quelquefois  sa  base  s'enfoncera  davantage  dans 
le  fluide  y  et  quelquefois  sa  .base  ne  touchera  en  aucune  ma--> 
nière  la  surface  du  fluide  y  suivant  la  raison  de  la  pesanteur  du 
segment  à  la  pesanteur  du  fluide.  Nous  allons  démon^jrer  sé^ 
parement  chacune  de  ces  propositions. 
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Soit  un  segment  tel  que  celui  dont  nous  Vèiions  de  parler. 
Conduisons  par  Y&xe  un  plan  peirpeudibulaire  sur  la  surface  dû 
fluiiié»  Que  la  section  du  segment  ^oit  la  parabole  àpol;  que 


QK7i    H     D     T. 
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BD  soit  Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de  la  parabole.  Cou- 
pons BD  en  un  point  k  ,  de  manière  que  bk  soit  double  de  kd  ^  et 
en  un  point  c  ^  de  manière  que  bd  soit  à  kc  comme  quinze  est  à 
quatre.  Il  est  évident  que  kù  sera  plu^  grand  que  le  demi- 
paramètre.  Que  KR  soit  égal  au  demi-paramètre;  que  ds  soit 
égal  à  trois  fois  la  moitié  de  kr.  La  droite  sb  sera  égale  à  trois 
fois  la  moitié  de  br  (^).  Joignons  ab;  du  point  c  et  sur  bd 
élët^ons la  perpendiculaire  ce,  qui  coilpe  la  di'oite  ab  au  point 
B  ;  et  par  le  point  £  conduisons  ez  parallèle  à  bd.  Partageons 
AB  en  deux  parties  égalés  au  point  t  ,  et  conduisons  th  paral- 
lèle à  fin.  Supposons  deux  paraboles  aei  ,  atd  décrites  Tune 
autour  de  Ez  comme  diamètre  et  Fautre  autour  de  th;  que  ces 
âeux  parafcoles  soient  semblables  à  la  parabole  abl  {y).  La  para- 
bole  AEI  passera  par  le  point  K  («T),  et  la  perpendiculaire  élevée 
du  point  R  sur  bd  coupera  la  parabole  aei.  Que  cette  perpen*- 
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dlcukire  la  coupe  ai»  pointe  i^>  <*;  et  par  le^  poiflJ»  Tj^  ç 
conduisons  les  droites  PYQ,  poK  parallèles  à  bd.  Que  ce&  parais 
lèles  coupent  la  parabole  atd  aux  points   F,  x.   Conduisons 
enfin  les  droites  P4>,  ox  qui  touchent  la  parabole  apol  aux  points 
p ,  o.  Puisqu'on  a  trois  segmens  plans  apol  ,  aei  ,  atd  compris 
par  des  droites  et  par. des  paraboles;  que  qes  segmens  sont  sem- 
blables et  inégaux,  et  qù'ila  se  touciu^nt  sur  chacune  dq3  bases; 
que  du  point  n  on  a  élevé  la  perpendiculaire  nxgo,  et  du  point 
Q  la  perpendiculaire  qfyp,  la  raison  de  og  à  gx  sera  composée 
de  la  raison  de  il  à  la  ,  et  de  la  raison  de  ad  à  di  («).  Mais  il 
est  à  LA   comme  deux  est  à  cinq  (^)  ;  parce  que  cb  est  à  bd 
comme  six  est  à  quinze ,  c'est-à-dire  comme  deux  est  à  cinq , 
parce  que  cb  est  à  bd  comme  eb  est  à  B a  ,  et  comme  dz  est  à 
DA  y  et  parce  que  les  droites  li  ,  la  sont  doubles  des  droites  dz  , 
DA ,  et  que  ad  est  à  di  comme  cinq  est  à  un  {j\).  Mais  la  raison 
composée  de  la  raison  de  deux  à  cinq ,  et  de  la  raison  de  cinq 
à  un  est  la  même  que  la  raison  de  deux  à  un  ;  et  deux  est 
double  de  un.  Donc  go  est  double  de  gx.  On  démontrera,  par 
lé  même  raisonnement ,  que  py  est  double  de  yf.  Donc  puisque 
la  droite  ds  est  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  kr  ,  la  droite  bs  sera 
l'excès  de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre.  Donc 
lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du 
fluide  est  la  même  que .  la  raison  du  quarré  de  bs  au  quarré  de 
BD  ,  OU  lorsqu'elle  est  plus  grande ,  si  le  segment  étant  aban- 
donné  dans  le  fluide,  sa  base  ne  touche  point  le  fluide ,  il  res- 
tera dans  une  position  verticale  ;  car  d'après  ce  qui  a  été  dé-* 
i;nontré  plus  haut  (s,  4),  lorsque  le  segment  a  son  axe  plus 
grand  que  trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre ,  et  lorsque  la 
raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide 
n'est  pa9  moindre  que  la  raison  du  quarré  de  l'excès  de  l'axe  sur 
les  trois  fois  la  moitié  du  paramètre  au  quarré'de  l'axe ,  si  l'on 
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abandonne  le  segment  dans  le  'fluide,  oom(me  on  l'a  dit,  }e 
segment  restera  dans  ime  pbtidofi  Verticale. 


Lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesan- 
teur du  fluide  est  moindre  que  la  raison  du  quarré  de  sb  au 


quarré  de  bd,  mais  plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de 
xp  au  quarré  de  bd,  si  le  segment  étant  abandonné  dans  le 
fluide,  est  incliné  sans  que  sa  base  louche  le  fluide,  il  restera 
incliné  de  manière  '  que  sa  base  ne  touchera  la  sur&ce  du 
fluide  eu.  aucune  manière,  et  l'axe  fera  avep  la  surface  du 
flujde  un  angle  plus  grand  ique  l'angle  ip. 

■   ^- 

Lorsque  ïa  raison  de  la  pesanteur  du  segment  â  !«  pesan- 
teur  du  fluide  est  la  même  que  la  raison  du  quarré  xo  au 
•quarré  de  bd,  si  le  segment  étant  abandonné  dans  le  fluide ,  est 
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incliné  sans  que  sa  base  touche  le  fluide ,  il  se  placera  de  ma- 
nière que  sa  base  touchera  la  surface  du  fluide  en  un  seul 
points  son  axe  faisant  avec  la  surface  du  fluide  un  angle  égal 
à  Tangle  x»  Mais  lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 
à  la  pesanteur  du  fluide  est  la  même  que  la  raison  du  quarré 
de  FF  au  quarré  de  bd^  si  le  segment  étant  abandonné  dans 
le  fluide ,  est  incliné  sans  que  la  base  touche  le  fluide ,  il  res- 
tera incliné  de  manière  que  sa  base  touchant  la  sur&ce  du 
fluide  en  im  seul  points  son  axe  fera  un  angle  égal  à  Tangle  «. 

4- 

Lorsque  la  raison  de  la  pp^anteur  d'un  segment  à  la  raison 
de  la  pesanteur  du  fluide  est  plus  grande  que  la  raison  du 
quarré  de  fp  au  quarré  de  bd^  mais  moindre  que  la  raison 
du  quarré  de  xo  au  quarré  de  bd  ,  si  le  segment  étant  aban- 
donné dans  le  fluide^  est  incliné  sans  que  sa  base  touche 
le  fluide ,  il  $e  placera  de  manière  qu9  sa  base  s'enfoncera  dans 
le  fluide. 

5. 

Lorsque  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur 
du  fluide  est  moindre  que  la  raison  du  quarré  de  fp  au  quarré 
de  BD^  si  le  segment  étant  abandonné  dans  le  fluide^  est  in- 
cliné sans  que  sa  base  touche  le  fluide^  il  restera  incliné  de 
manière  que  son  axe  fera  avec  la  surface  du  fluide  un  angle 
plus  petit  que  Fangle  ♦,  sa  base  ne  touchant  en  aucune 
manière  la  surface  du  fluide.  Toutes  ces  propositions  seront 
démontrées  les  unes  après  les  autres. 
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DEMONSTRATION    DB   LA    SBCOKDS    FARTIB. 

Que  la  raison  de  la  pesantenr  du  segment  à  la  pesanteur  du 
fluide  soit  plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de  xo  au  qnarré 
de  BD  9  mais  moindre  que  le  quarré  de  Texcôs  de  Taxe  sur  trois 
fois  la  moitié  du  d^ni-paramètre  au  quarré  de  bd  ^  et  que  la 


raison  du  quarré  de  la  droite  ^  au  quarré  de  bd  soit  la  même 
que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du 
iluide.  Il  est  évident  que  'ir  sera  plus  grand  que  xo  et  plus 
petit  que  Texcès  de  Taxe  sur  trois  fois  la  moitié  du  demi-para* 
mètre.  Appliquons  entre  les  paraboles  amql^  axd  une  cer- 
taine droite  mn  qui  soit  égale  à  '^.  Que  cette  droite  coupe 
la  troisième  parabole  au  point  h  ,  et  la  droite  rg  au  point 
V.  On  démontrera  que  mh  est  double  de  hn  ,  comil^  on  a  dé- 
montré  que  co  est  double  de  gx  (a).  Par  le  point  M  menons 
la  droite  m  y  tangente  à  la  parabole  amql  au  point  .m  ^  et  la 
droite  mc  perpendiculaire  sur  bd.  Ayant  ensuite  mené  la 
droite  an,  et  Tayant  prolongée  vers q,  les  droites  an, nq  seront 
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égales  entre  elles  (€)  ;  car  puisque  dans  les  paraboles  semblables 
jkMQii  ^  Axjy  on  a  mené  des  bases  à  ces  paraboles  les  droites  aq, 
AN  '  qui  font  des  angles  égaux  avec  les  bases ,  la  droite  q a  sera 
à  la  droite  an  comme  la  est  à  ad.  Donc  an  est  égal  à  nq  ,  et 
AQ  parallèle  à  my  (y).  U  &ut  démonti*er  que  ai  le  segment  étant 
abandonné  dans  le  fluide  ^  est  incliné  sans  que  sa  base  touche 
le  fluide^  il  restera  incliné  de  manière  que  la  base  ne  touchera 
en  aucune  manière  la  surface  du  fluide  y  Taxe  fait  avec  la  base 
un  angle  plus  grand  que  Tangle  x* 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide  y  et  qu'il  soit  placé  de 
manière  que  sa  base  touche  la  surface  du  fluide  en  un  point. 
Conduisons  par  Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  surface  du 
fluide.  Que  la  section  du  segment  soit  la  parabole  apol^  et  la  sec- 
tion de  la  surface  du  fluide  la  droite  ao.  Que  la  droite  bd  soit 
Taxe  du  segment  et  le  diamètre  de  la  parabole.  Coupons  bd  aux 


points  X  ^  R  ^  comme  cela  a  été  dit  Menons  la  droite  ^  parâ}«« 
lèle  à  Ao  et  tangente  à  là  parabole  au  point  t^  et  de  ce  point 
menons  pt  parallèle  à  bd^  et  ps  perpendiculaire  sur  bd.  Puisque 
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la  pesanteur  du  segmeYit  est  à  la  pesanteur  du  fluide  comme 
le  quarré  de  -^  est  au  quarré  de  bd  ;  que  la  pesanteur  du  seg- 
ment est  à  là  pesanteur  du  fluide  comme  la  partie  du  segment 
qui  est  submergée  est  au  segment  entier  (2 , 1) ,  et  que  la  partie 
submergée  est  au  segment  entier  comme  le  quarré  de  tf  est  au 


«  >   .     r 


quarré  de  BD(€r)9  la  droite  "F  sera  égale  à  tp.  Donc  les  droites 
MN  y  PT  sont  égales  entre  elles ,  ainsi  que  les  segmens  ahq  ^ 
AFO.  Puisque  dans  les  paraboles  égales  et  semblables  apol^ 
AMQii  ^  on  a  conduit  des  extrémités  des  bases  les  droites  ao  , 
AQ^  de  manière  que  les  segmens  retranchés  font  des  angles 
égaux  avec  les  axes^  les  angles  qui  sont  en  y  ,  g  seront  égaux , 
ainsi  que  les  droites  yb,  gb^  et  les  droites  bc^  bs.  Donc  les 
droites  cr^  sa  sont  aussi  égales  entre  elles  ^  ainsi  que  les  droites 
uv,  vZy  et  les  droites  yk^  zt.  Donc  puisque  mv  est  plus  petit 
que  le  double  de  vn  ^  il  est  évident  que  pz  sera  plus  petit  que 
le  double  de  zt.  Que  po  soit  le  double  de  ht.  Menons  la  droite 
a%,y  et  prolongeons^la  vers  s.  Le  point  x  ^ra  1q  centre  de 
gravité  du  segment  entier  y  et  le  point  a  le  centre  de  gravité 
de  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  y  et  le  centre  dé  gravité  de  la 
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partie  qui  est.  hoi^.^u  fluide,  sei^  àf^la.  .(droite  ■  k;^.  Qae.,I^ 

I 

poînt  B  soit  ,6p|:k  Qgi)4re  de  grayité..  JVIais.  la  droite  jklz  sep^ 
perpendioulaJLre  sur  la  sur&çe.  du . fluide;  4onc  les.droit^ 
menées  par  les  points  £^  o  parallèlement  k  kz,  lesont.aus^ 
Donc  le  segment .  ne  restera  pas  ^n  repos ,  mais .  il  se  placera 


de  manière  que   sa  ba^e  .]:;^Q^tDDche..en  -auciinf^^m^anière.  la 

* 

surface  du  fluide ^  parce  quel^ib^se  touchant: la  sur^facç  du 
fluide  en  un.  point ,  le  segment  i^t  porté  en  li^ut  du  côté  du 
point  A.  n  est  donc  éyident  que  le  .segment  se  placera  de  ma^ 
nière  que  Taxe  fera  avec  la.sqi;face  du  fluide  un  angle  plus 
gr^and  que  Tangle  x*. 


BEHONSTRATION    PS   LA    TROISIÈME   PARTIS* 


Que  la  pesanteur  du  segpient  soit  à  la  pesanteur  du  fluidç 
comme  le  quarré  de  xo  est  au  quarré  de  bb., Abandonnons  le 
segment  dans  le  fluide  de  manière  que  sa  base  soit  inclinée 
et  ne  touche  point  cependant  le  fluide.  Conduisons  par  Taxe 
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tin  pUm  petpendiculàirè^flUt  la  surîateé'dii'flviide.  (j^e  la  section 
au  segment  soît  là  parabole'  'AtMt  ;  que  id-s^ectioû  de  la'  surfece 
du  fhiidé  ïa  droite  ïM>  et  que  Bii^soît  l'axe  du  segraeïrt  et  le  dia*- 
-mètre  de  là  parabole.  Oôupons  la  droite  bd,!  comme  aupara-* 
vanl  ;'  et  inenfônsr  la  'droiter  vs  parallèle  à  iM-  et  tangente  au 


point  ¥  ;  la  &oitè  ¥^  pArall^ë  à  pb>  et  la  droite  PS  perpendicu*- 
Iftire  sur  bd.  Il  faut  démonlarér  que  le  segment  posé  ainsi  ne 
restera  pas  en^repos^  mais  <|u'il  s'inclinera  jusqu'à  ce  que  la  base 
touche  la  surlace  du  fluide  en  um  point.    '       ' 

'  Que  ia  figure  soit  la  hiême  que  lA  pré<ïédente.  Menons  oc  peiv 
pendiculaire  sur  bd;  joignons  la  droite  ax^  et  prolongeofis-la  vers 
Q.  La  droite  ax  sera  égale  à  la  droite  XQ.  Menons  ensuite  ox  par- 
rallèle  à  aq.  Puisqu'on  suj^pose  que  la  pesanteur  du  segment  est 
à  la  pesanteur  du  fluide  comme  le  quarré  de  xo  est  au  quarré  de 
En,  comme  la  partie  submergée  est  au  segment  entier,  c'est-à-dire 
comme  le  quaiTé  de  tp  est  au  quarré  de  bd  ,  la  droite  tp  sera 
égale  à  xo ,  et  les  segmens  ipm  ,  aoq  seront  aussi  égaux  puisque 
leurs  diamètres  sont  égaux.  De  plus ,  puisque  dans  les  segmens 
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égaux  et  semblables  aoql,  afmi/,  on  a  mené  les  droites  aq,  im 
qui  séparent  deAsegmens  égaux ,  Tune  de  Textrémité  de  la  base 
et  Tautre  d^un  point  qui  n'est  pas  l'extrémité  de  la  base  ;  il  est 
évident  que  celle  qui  est  menée  de  l'extrémité  de  la  base  feit 
arec  Taxe  du  sèment  entier,  un  angle  aigu  plus  petit  (a).  Mais 


l'angle  qui  est  en  ^  est  plus  petit  qnei'angle  qui  est  en  n  ;  donc  bc 
est  plus  grand  que  bs^  et  or  plus  petit  que  sr.  Donc  og  est  plus 
petit  que  TZ,  et  ex  plus  grand  que  zt.  Donc  vz  est  plus  grand 
que  le  double  de  VTy  parce  que  oa  est  double  de  gx.  Que  ni  soit 
double  de  ht*  Menons  la  droite  hx  ,  et  prolongeims-la  versû. 
Le  point  k  sera  le  centre  de  gravité  du  segment  entier;  le 
point  H  sera  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  est  dans  le 
fluide^  et  le  centi^  de  gravité  de  (a  partie  qui  est  hors  du 
fluide  sera  dans  la  droite  xn.  Que  le  point  û  soit  son  centre 
de  gravité.  On  démontrera  semblablement  que  Ja  droite  xz 
%  et  que  les  parallèles  à  kz  menées  par  lespoÎBts.H^  a'aontper« 
pendiculaires  sur  la  surface  du  fldide.  Donc  'le  segment  ne 
restera  point  en  repos  y  mais  il  s'inclinera  jusqu'à  ce  que  sa 
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base  touche  en  un  point  la  surface  du  fluide ,  et  il  restera  dans 

4 

cette  position.  Car  alors  dans  les  se^nens  égaux  aoql,  afml^  on 
aura  conduit  des  extrémités  des  bases,  des  droites  aq  ^  am  qui 
séparent  des  .  segmens  égaux  ;  parce  que  Ton  démontrera , 
comme  nous  gavons  fait  plus  haut^  que  aoq  est  égal  à  aph. 
Donc  les  angles  aigus  qui  forment  les  droites  aq^  am  avec  les 
diamètres  des  segmens  sont  égaux  entre  eux  y  parce  que   les 


\  • 


angles  â?  et  n  sont  égaux  (€).  Donc  si  Ton  prolonge  la  droite 
HK  vers  o^  le  point  k  sera  le  centre  de  gravité  du  segment 
entier  ^  le  point  h  le  centre  de  gravité  de  la  partie  submer- 
gée^ ^etlo  tentre  de  gravité  de  la  partie  !  qui  est  bots  du. 
fluide  sera  dans  la.  droite  hk/  Que  son  o^itre  de  gravité 
soit  le  point  û.  Or ,  la  droite  hk  est  perpendiculaire  sur  la 
surface  du  fluide;  donc  la  partie  qui  est  dans  le  fluide  sera 
portée  en  haut^  et  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  sera  portée 
en  bas^  «xivant  les  mômes  droites»  Donc  le  sèment  restera^ 
enrepos^  «a  base  touchant  la  surface  du  fluide  en  tm  points 
et  Taxe   fera    avec  la  sur&ce    du   fluide  un    ande  ésal 
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-J^angle  x.  Si  la  pesanteur  dv^  segment  est  h  la  pesanteur  di» 
fluide  eomme  le  quarré  de  pp  est  au  quarré  de  bd,  on  dé-^ 
montrera  semblablement  que  si  lé  segment  est  abandonné  dana 


le  fluide  de  manière  que  sa  base  ne  touche  point  le  fluide ,  le 
segment  restera  incliné  de  jnanièrç  que  la  base  jtouchera  la 
sur&ce  du  fluide  en  un  pQint>  et  que  Faxe  fera  avec  la  surr 
face  du  fluide  un  angle  égal  à  Tangle  «« 


DEMONSTBATIOH    I>£    liA    QUATJEUÊMB   PABTIjr. 

Que  la  raison  ^e  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteuir 
du  fluide  soit  plus  grande  que  la  raison  du  quarré  de  fp  au 
quarré  de  bd  ,  mais  moindre  que  la  raison  du  quarré  de  xo 
au  quarré  de  bd  ,  et.  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment 
à  la  pesanteur  du  fluide  soit  la  même  que  la  raison  du  quarré 
de  "F  au  quarré  de  bd.  La  droite  ^  sera  pljus  grande  que  fp  et 
plus  petite  que  xo.  Appliqupns  entre  les  paraboles  a vql  ,  axd 

•         *  •  *  # 

une  droite  IV  ^[ui  soi|;  jgalQ  à  f  et  parallèle  k  bd,  et  qui  ren^ 
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contre  1a  traisième  parabole  aa  p<iiiTt  t;  No»  décàoutrerons 
que  VT  eêt  double  de  vi^  tomme  ùa  a  démoûtré  que  oo  est 
doublé  de  ox»  Menons  du  point  v  la  droite  rù  tangente  à  la 
parabole  a vqij  au  point  v.  Joignons  la  droite  ai  ,  et  prolon* 
geons-Ia  vers  q.  Nous  démontrerons  de  la  même  manière  que 


1 

la  droite  Aï  est  égale  à  la  droite  IQ^  et  que  la 'droite  aq  est 
parallèle  à  vu.  Il  faut  démontrer  que  si  le  segment  étant  aban«^ 
donné  dans  le  fluide^  est  incliné  sans  que  sa  base  touche  le 
fluide^  la  base  du  segment  s^enfoncera  dans  le  fluide  plus 
qu'il  ne  le  &ut  pour  qu'elle  ne  touche  le  fluide  qu'en  un  seul 
point 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide  y  comme  nous  l'avons 
dit ,  et  que  d'abord  il  soit  incliné  de  manière  que  sa  base  ne^ 
touche  le  fluide  en  aucune  manière.  Conduisons  par  Taxe  un 
plan  perpendiculaire  sur  là  surface  du  fluide.  Que  la  section 
du  segment  soit  la  parabole  akzg  ;  que  la  section  de  la  sur- 
face du  fluide  soit  la  droite  ez,  et  que  l'axe  du  segment  et  le- 
diamètre  de  la  parabole  soit  la  droite  bd.  Coupons  bd  aux 
pointa  K  ^  a  ^  comme  auparavant  Menons  la  droite  nl  parai- 
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lUe  à  ES  et  tangmrte  à  Ia  pftrabole  auzo-  «u  point  h;  qoe  la 
^oite  NT  9oit  paraUèlQ  à  bo,  et  que  la  droite  m  soit  perpea«* 
diculaire  sur  bd.  Puisque  la  pesanteur  du  segment  est  à  la  pe- 
santeur du  fluide  conune  le  quarré  de  ^f  est  au  quarré  de  bd  , 


la  droite  ^  sera  ^ale  à  nt  ^  ce  que  Von  démontrera  oomma  on 
Ta  fait  plus  haut  Donc  nt  est  égal  à  vi.  Donc  les  segmens  avq, 
BNZ  sont  égaux  entre  eux.  Mais  dans  les  paraboles  égales  et  sem- 
blables AVQii^  ANZG,  Fon  a  conduit  les  droites  aq^  ez^  qui 
séparent  des  segmens  égaux ,  Tune  étant  conduite  4^  Textré-* 
mité  de  la  base  et  l'autre  étant  conduite  d'un  point  qui  n'est  pas 
l'extrémité  de  la  base  ;  donc  celle  qui  est  conduite  de  Textré^ 
mité  de  la  base  fera  avec  le  diamètre  du  segment  un  angle  aigu 
qui  sera  plus  petit  Mais  parmi  les  angles  des  triangles  kls  ,  voc^ 
l'angle  en  l  est  plus  grand  que  l'angle  en  a  ;  donc  bs  est  plus 
petit  que  bc  ^  et  sr  plus  grand  que  cr.  Donc  kx  est  plus  grand 
que  VH  9  et  0^  plus  petit  que  hi.  Donc  puisque  yy  est  double 
de  Yi  y  il  est  évident  que  n;v  est  plus  grand  que  le  double  de 
«TT.  Que  HN  soit  double  èfd  HT.  Il  suit  éyidemmejsit  de  ce  qui 
a  été  dit  9  que  le  ^  segment  ne  restera  point  en  repos  ^  mais 


/ 
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.qu'il  s'inclinera;  josqcc'à  ce  que  sa  basé  touche  la  surfivee  éa 
fluide  en  un  points  comme  on  le  voit  dans  la  figure.  Que  les 


.* 


autres  cLioses  soient  les  mêmes.  Nous  démontrerons  de  nou* 
reau  que  nt  est  égal  à  vi  ^  et  que  les  segmens  avq  ,  akz  sont 
'égaxoL  eotre  eux.  Dôôc^iMiisaue  dans  les  sekmœns  éawoc  et  ses»* 


f  t 


j" 


•      # 


blables  av^jl^  ;atzc,  on  a  conduit  les  droites  aq,  az  qui  sé- 
parent de$  segmens  éf^wxXy  ces  droites  feront  des  angles  égaux 
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«TOC  lasdiamètrçsî  4fis/3€^Qn94  Doa^  kf  i  wglç  ftii^  itri^-ggl^fta^î^^, 
yna,  qui  sont  Ve«  jks^p^iijjs  t ,  a y,^iii^^és^if^ !  doWite  Açoit^ 
B8  est  ^galê  éjl«i.di:Qitç»fif  la;;drpi^f  w.égqîe  ^rj3jii.tl§..;^rpMe 
^ttvi  égale>  à.  vfii  y  et  la  4rc4tç  orr  ég^le  ^  ^if  M^;  ;v^ir  e^l;  4oublç 
de  Yi  ; .  donc  Kiv.  çera  pïu8rgra|id:quej6jr  double  d^if. t.  Qtjç 

ne  restera  pas  en  repos  ^  mais  qu'il  s'inclinera  du  côté  dof 
point  A.  Mais  qn  stipposoit  que  le  segment  tou<)Iioit  la  surface 
du  fluide  en  un' point;  il  est  donc  nécessaire  que  sa  base  s'en-' 
fonce  davantage  dans  le  fluide. 


/  \ 


DÉMONSTRATION    DE   I^A    CiNçUJEME    PARTIE. 

Qu'enfin  la  raison  de  la  peslantçur  du'  segment  à  la  pesan-^ 
leur  du  fluide  soit  moindre  que  Ici  raison  du  quarré  de  fp  au^ 


ui 


*-    ^  •  •  *  Kt  .'     • 


n  )  'iD'[]:[.  i:î/ï  juhl   II   /iv  '.;:.)'îb  r.l 
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miarré  de  SD^.et  que  Ta  raisop  de  la  pesanteur  du  segment  a  Fa^ 

••  •         I  .')i  '''l.l'î'ï'l'       l'i      iît'i'('     ''<"i''''Mj  '       î  t  * 

pesanteur  du  fluide  soit  la  mei^ê  que  la  .Maison  dii  quarré  & 
V  au  quarré  de  bd.  La^droi|;e  -^  sera  pï'us  petitç  que  pfI  Appli** 
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qtions  de  noureau^  entre  les  parabdlei^  aitqc^  AXDy  une  oer^ 
taine  droite  vi  qui  doit  parallèle  à  bq^  et  qui'  cotipe  Ift  patA- 
bole  du  milieu  au  point  h^  et  la  dt*oîte  HY  an  point  y.  Nous 
démontrerons  que  vh  est  double  de  tn ,  comme  nous  «.vons 
démontré  que  oo  est  double  de  ox.  Menons  ensuite  la  droite 
^n  tangente  à  là  piarabole  avql  au  point  i^,  et  la  droite  vc 


I  il 


M  ! 


«  .  •         » 


perpendiculaire  sur  bd.  Joignons  la  droite  ai  ,  et  prolongeons-la 
vers  Q.  La  droite  ai  ^ra  égale  à  iq  ^  et  la  droite  aq  parallèle  à 
la  droite  vn.  Il  faut  démontrer  que  si  le  segment  étant  aban- 
donné dans  le  fluide ,  est  incliné  sans  que  sa  base  touche  le 
fluide  y  il  se  placera  de  manière  que  son  axe  fera  avec  la  sur- 
face du  fluide  un  angle  plus  petit  que  Fangle  « ,  et  que  sa  base 
ne  touchera  en  aucune  manière  la  surface  du  fluide. 

Abandonnons  le  segment  dans  le  fluide^  et  qu'il  soif  placé 

de  manière  que  sa  base  touche  la  surface  du  fluide  en  un 

I.        /•'  .<  .1.-?  >     ^ 

point.  Conduisons  par  Taxe  un  plan  perpendiculaire  sur  la  sur- 
&ce  du  fluide.  Que  la  section  du  segmqiit  soit  la  parabole  anzl; 
que  la  section  de  la  surface  dû  fluide  sôit  la  droite  kz\  et  que  Bb 
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knt  Taxe  du  segment  et  le  diamètre^  de  la  parabole.  Goupon^^ 
to  aux  poititt  t^9  *^f  eomme  on  Va  dit  plus  haut }  menosid  la 
droits  N^  parallèle  4  A2  et  tarlgeiîite  à  la  parabole  au  poifit  K  ; 
la  droite  liT  parallèle  à  bd^  ert  la^  droite  Ks  perpeiïdiciilldre  sur 
BD.  Puisque  la  pesanteur  du  se^meût  est  à  la  pésâûteur  dû 
fluide  comme  le  quarré  de  ^r  e»t  au  quarré  de  bd  ^  et  que  Itt 
partie  submergée  est  au  segment  éntiei^  comme  lé  quiak-é  dé  M« 


. .  I 
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est  au  quarré  de  bd  y  d'après  ce  qui  a  été  dit ,  il  est  évident  que 
NT  sera  égal  à  ^.  Donc  les  segment  anz  ^  avq.  sont  égaux^ 
Mais  dans  les  segmens  égaux  et  semblables  atqL^  anzl^  oti 
a  mené  des  extrémités  des  bases  les  droites  aq^  az  qui  séparent 
des  segmens  égaux  ;  il  est  donc  évident  que  ces  droites  feront  des 
àn^es  égaux  avec  les  diamètres  des  segmens^  et  que  W  an'^les  des- 
triangles  kfs^  vûc^  placés  eu  F^  û  sont  égaux ^  ainsi  que  les^ 
droites  sb^.  cb  et  les  droites  sr^cb.  Donc  lés  droites  vix,  gy  sont 
égales ,  ainsi  que  les  droites  orry  Yi.  'Mais  la  droite  gh  est  doubfe^ 
de  Hi;  donc  la  droite  sx  sera  pliis  petite  que  le  dôiibie  de  ist^ 
Que  NM  soit  douMe  de  nt;  mëiiàliS  la  droite"  mk  ^'  étr  prolbii^ 
geons-la  vers  e.  Le  point  k  sera  le  centre  de  gravité  du  segment 
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entier  ;,Iç  point  m  le  centre  de  gravité  de  la  pwtiq xjui  est  dans  le 
fltiide^  et  le  centra  de: gravité  d^  la  partie  qui| fCS^. hors  du 
iluide  sera  dabs  le  piroloipgement  de  la  .droite  MK«  .Q%ier  le  point; 
s  fioit  Mbpk  ^0atr^  de  gravi téoll  suit  évideiiïment  dQ-  ç^  qui  a 
été  démop^^^  que  le  segmejot  ne  restera  po)4t  ^;  repos  | 
mais  qu'il  ^s'incUnera  de  manière  que  sa  base  nc^  i  touchera  la 
Mir&cefdu  .^iriid^  en  %upime,  manière.  On.  dénaputretra  de  Ja 
manière  suivante  que  le  segment  se  placera  de  manière  que 
Taxe  fasse  avec  la  surface  du  iluide  un  angle  plus  petit  que 
Tangle  «.  En  effet ,  si  cela  est  possible ,  que  l'axe  ne  fasse  pas 
un  angle  plus  petit  que  l'angle  ^.  Que  les  autres  choses  soient 
disposées  comme  on  le  voit  dans  la  figure.  Nous  démontrerons 


.u 


cle^l^  même  manièjce  que  nt  est  égal  à  "i"  ^  et  par  conséquent  à  gi. 
Mais  dans  les  triangles  foc^  kfs^  l'angle  f  n'est  pas  plus  petit 
que  l'angle  «  ;.donc  la  droite  bs  ne  sera  pas  plus  grande  que  bc. 
Donc  la  droit^sR  ne  sera  pas  plus, petite  que  cr^  ni  la  droite 
NJF, pi W; petite  que  FY.  jyiais  puisque  la  droite  ff  est  plus 
jgçs^x^^e  g^ijte  -^fy^^t  que  ;  la  .droite  tt  est  égale  à  trois  fois  la 
moitié  de.FT,  la  droite  nt. sera  plu^  petite  que  trois  fois  la 
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moitié  de  vx  ^  et  par  conséquent  la  droite  tux  plus  grande  que 
le  double  de  xr.  Que  la  Hifoitê  nm  soit  double  de  mt;  menons 
la  droite  mk  ^  et  prolongeons-la.  Il  suit  évidemment^  d'après  ce 
qui  a  été  dit  ^  que  le  segment  ne  restera  pas  en  repos  ^  mais  qu'il 
tournera  jusqu'à  ce  que  Taxe  fasse  avec  la  surface  du  fluide  un 
angle  plus  petit  que  l'angle  ♦. 
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PROPOSITION    PREMIERE. 


iSi  deux  cercles  aeb^  ced  se  touchent  mutuellement  en  un 
point  E  ;  si  leurs  diamètres  ab  ,  en  sont  parallèles  ^  et  si  Ton 
joint  les  deux  points  s  ^  d  et  le  point  de  contact  s  par  les  droites 
DE  9  BD  ;  je  dis  que  la  ligne  bde  sera  une  ligne  droite. 

Que  les  points  g  ^  F  soient  les  centres  de  ces  deux  cercles. 
Menons  la  droite  gf  et  prolon- 
geons-la jusqu'en  E  (a).  Conduisons  la 
droite  bh  parallèle  à  gf.  Puisque  la 
droite  hf  est  égale  à  la  droite  gd  et 
que  les  droites  go  ^  eg  sont  égales , 
il  est  évident  que  si  des  droites  égales 
FB  y  F£  ^  s  on  retranche  les  droites 
égales  FH  y  GE  les  droites  restantes  gf 
ou  hh  et  hb  seront  égales.  Donc  les  deux  angles  hdb  ^  hbb  se- 
ront égaux.  Mais  les  deux  angles  egd  ^  efb  sont  égaux  et  par 
conséquent  les  deux  angles  egd  y  dhb;  donc  les  deux  angles  ged  , 
GDE  qui  sont  égaux  entre  eux  seront  égaux  aux  deux  angles  hdb^ 
HBD.  Donc  l'angle  edg  est  égal  à  Fangle  dbf.  Donc  si  à  ces  an* 
gles  égatix  on  ajoute  Tangle  gdb  ^  les  deux  angles  gdb  ,  fbd  qui 
sont  égaux  à  deux  droits  seront  égaux  aux  deux  angles  gdb  ^ 
GDE.  Donc  ces  deux  derniers  angles  sont  aussi  égaux  à  deux 
droits.  Donc  la  ligne  edb  est  une  ligne  droite.  Ce  qu'il  fol- 
loit  démontrer  {€). 
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PROPOSITION   IL 


Que  CBA  soit  un  demi-cercle ;  que  les  droites  dc,  x>B  soieiit 
des  tangentes;  que  la  droite  be  soit  perpendiculaire  sur  ac,  et 
joignons  ad.  Je  dis  que  bf  est  égal  à  fe  (a) 

Menons  la  droite  ab  ,  et  prolongeons  cette  droite.  Prolon- 
geons aussi  la  droite  co  jusqu^à  ce 
qu'elle  rencontre  la  droite  ag  au  point 
G  ^  et  joignons  cb.  Puisque  Fangle  cba 
est  dans  le  demi-cercle ,  cet  angle  sera 
droite  ainsi  que  Tangle  cbg.  Mais  la 
figure  DBBC  est  un  rectangle.  Donc 
dans  le  triangle  rectangle  gbg  la  droite 
BD  menée  du  point  b^  est  perpendi- 
culaire sur  la  base.  Mais  les  droites  bd^  dc  seront  égales /puis4 
qu'elles  sont  deux  tangentes  au  cercle  ;  donc  gd  est  égai  à 
DG  (et)  y  ainsi  que  nous  le  démontrons  dans  les  propositions  iqui 
regardent  les  rectangles.  Mais  dans  le  triangle  rectangle  gàc  ^  la 
droite  bb  est  parallèle'  à  la  base^  et  du  milieu  de  la  base  on  a 
conduit  la  droite  da  qui  coupe  cette  parallèle  au  point  f  ; 
donc  la  droite  bp  sera  égale  à  la  droite  pe.  Ce  qu'il  &lloit  dé- 
montrer. ' 

PROPOSITION    III. 

Soit  un  segment  de  cercle  ça.  Que  b  soit  un  point  quelcesiquB 
de  son  arc;  que  bd  soit  perpendiculaire  sur  ac;  et  que  la  droite 
DE  soit,  égale  &  la  droite  pA,  et  Tare  bf  égal  à  Farc  9A.  Je  dis 
que  la  droite  c^jesï  égale  à  la  droite  ce, 

Menons  les  droites  ^  ab  j  bf  ,  fb  ^  eb.  Puisque  Tare  B  a  est 
^gal  h  l'arc ^  bf,  la  corde  ab  serii  <^^le  à  la  corde  bf.  Mais  la 
droite  ad  e$t  égale  à  jbd  ;  les  angle»  sont  jdrpiis  en  p  ^  et  la  djroitii 
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DB  est  commime  ;  donc  la  droite  ab  sera  égale  à  be.  Donc  bf 
est  égal  à  BE ,  et  Tangle  bfb  égal  à  Tangle  bbf.  Mais  le  qua- 
drilatère CFBA  est  iii6crit  dans  un  cercle;  donc  Tangle  cfb  ,  con- 

F 


A  D  E 

jointement  avec  Tangle  cab  qui  lui  est  opposé  ^  ou  avec  Tangle 
B£A^  est  égal  à  deux  angles  droits*  Mais  l'angle  cBB^  conjoin- 
tement avec  l'angle  B£A  est  aussi  égal  à  deux  angles  droits  ; 
donc  les  deux  angles  cfb  ,  cbb  4iont  égaux.  Donc  les  angles 
rèstans  cfe  ,  cbf  sont  aussi  égaux.  Donc  la  droite  ce  est  égale 
à  la  droite  cf.  Ce  qu'il  falloit  démontrer* 

PROPOSITION    IV. 

Soit  un  d^mi^-oercle  abc*  Sur  son  diamètre  ac  construisons 
deux  demi-cercles  dont  l'un  soit  ad 
et  l'autre  ne.  Que  db  soi  t  perpendi- 
culaire sur  AC.  La  figure  qui  résulte 
de  cette  construction^  et  qui  est 
comprise  entire  Taro  du  demi  grand 
cercle  et  entre  les  deux  arcs^  des  plus  petits  demi-cercles  se 
nomme  Arbelon.  Je  dis  que  l^Arbelon  est  égjA  au  cercle  qui  a 
pour  diamètre  la  perpendiculaire  db. 

:  Puisque  la  droite  db  eit  moyenne  proportionnelle  entre  les 
àbxoL  droites  da^  dc^  le  rectangle  compris  sous  les  droites  ad^ 
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DC  sera  ^alau  quarré  de  db.  Ajoutons  de  part  et  d'autre  lé 
rectangle  cx>aipri3  éous  ad^  dg  ^  et  1«  quarrés  de  ab  et  de  dc. 
Le  double  du  rectangle  compris  sous  ad^  bc^  conjointement 
avec  les  deux  quarrés  de  ad  et  de  dc  ,  c'esf-à-dire  le  quarré 
de  Ac  sera  égal  au  double  du  quarré  de  db  ,  conjointement 
avec  les  deux  quarréa  de  ad  y  pc  (a).  Mais  les  cercles  sont  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons;  donc  le  cercle  qui  a 
pour  diamètre  la  droite  ac  est  égal  au  double  du  cercle  qui 
a  pour  diamètre  la  droite  bd^  conjointement  avec  les  deux 
cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  droites  ad  ^  dc.  Donc  le 
demi-cercle,  qui  a  pour  diamètre  Ac,  est  égal  au  double  du 
cercle  qui  a  pour  diamètre  db  ,  conjointement  avec  les  deux 
demi-cercles  qui  ont  poxir  diamètres  les  droites  ad;  dc.  Donc 
si  nous  retranchons  de  part  et  d'autre  les  deux  demi-cercles 
ad,  dc  ,  la  figure  comprise  entre  les  trois  demi-circonférences 
des  cercles  ac,  ad,  dc,  c'est-à-dire  l'Arbelon,  sera  égal  au 
cercle  dont  le  diamètre  est  db.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    V, 


.Soit  un  demi-cercle  ab.  Que  c  soit  un  point  quelconque  d^ 


son  diamètre.  Construisons  sur  son  diamètre  les  deux  demi- 
cercles  AC,  cb;  du  point  c  élevons  la  droite  cd  perpendkufoirtt 
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sur  AB  ;  et  de  part  et  d'autre  de  cette  perpendiculaire  décrivons 
deux  cercles  qui  touchent  cette  perpendiculaire  et  les  arcs  des 
demi-cercles.  Je  dis  que  ces  deux  cei^cles  sont  égaux  entre  eux% 

D 


Supposons  qu*un  de  ces  cercles  touche  la  perpendiculaire  ix: 
en  e;  qu'il  touche  la  circonférence  du  demi-cercle  AB  au  point 
F^  et  la  circonférence  du  demi^cercle  Ac  au  point  o.  Menons  le 
diamètre  he  perpendiculaire  sur  dc.  Le  diamètre  he  sera  paral- 
lèle au  diamètre  ab  ^  parce  que  les  deux  angles  hec^  ace  sont 
droits.  Joignons  fh  y  ha.  La  ligue  af  sera  une  ligne  droite , 
ainsi  qu'on  l'a  démontré  dans  la  première  proposition  ;  et  les 
droites  af^  ce  se  rencontreront  en  un  point  n^  parce  que  les 
angles  bac  ,  dca  pris  ensemble  sont  moindres  que  deux  droits. 
Joignons  aussi  fe^  eb;  la  ligne  efb  sera  aussi  une  ligne  droite  ^ 
ainsi  que  nous  l'avons  dit;  et  cette  droite  sera  perpendiculaire 
sur  AD^  parce  que  l'angle  afb  est  droit  à  cause  qu'il  est  ccftnpris 
dans  le  demi-cercle  ab.  Joignons  hg  y  oc.  La  ligne  hc  sera  une 
ligne  droite.  Joignons  eg^  ga.  La  ligne  ega  sera  une  ligne  droite. 
Prolongeons  cette  droite  vers  i ,  et  joignons  bi.  La  droite  bi  sera 
perpendiculaire  sur  ai.  Joignons  di.  Puisque  les  lignes  ad  y  ab 
sont  deux  droites  ;  que  du  point  d  on  a  conduit  la  droite  ne 
perpendiculaire  sur  A3;  que  du  point. b  on  a  conduit  la  droite 
BF  perpendiculaire  ,sur  pa  ;  que  ces  deux  perpendicul^res  se 
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coupent  mutuellemwit  au  point  e  ,  et  que  de  plus  la  droite  ae 
prolongée  jusqu'en  i  est  perpendiculaire  sur  Bi ,  la  ligne  bid  sera 
une  ligne  droite^  ainsi  que  nous  Favons  démontré  dans  nos 
propositions  qui  regardent  les  triangles  rectangles  (a).  Mais  lés 
deux  angles  agc  ^  aie  sont  droits  ^  les  droites  bd  y  cg  étant  pa- 
rallèles ^  et  la  raison  de  ad  à  dh  ,  qui  est  la  même  que  la  raison 
de  Ac  à  HE  y  est  encore  la  même  que  la  raison  de  ab  à  bc  (€); 
donc  le  rectangle  compris  sous  ac  ^  c^  est  égal  au  rectangle 
compris  sous  ab  ,  he.  Nous  démontrerons  semblablement  que 
dans  le  cercle  lmn^  le  rectangle  compris  sous  Ac^  cb  est  égal  au 
rectangle  compris  sous  ab  et  sous  le  diamètre  du  cercle  lmn^  et 
]'on  conclura  de  là  que  les  diamètres  des  cercles  efg  y  lmn  sont 
égaux.  Donc  ces  deux  cercles  sont  égaux.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer.  * 

m 

PROPOSITION   VL 

Soit  un  demi-cercle  abc  Prenons  un  point  n  sur  son  dia- 
mètre y  de  manière  que  la  raison  de  ad  à  dc  soit  la  même  que  la 
raison  de  trois  à  deux;  sur  ad  ,  dc  décriions  deux  demi-cei-desv 


Supposons  un  cei^de  si?  tangente  aux  trcds  autres  demi-cercles  , 
et  menons  dans  ce  cercle  le  diamètre  ef  parallèle  an  diamètre 
AC.  n  faut  trouver  la  raison  du  diamètre  ac  au  diamètre  ef; 
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Joignons  ab^  eb^  et  cf^  fb.  Les  lignes  cfb  ^  aeb  sexront  des  lignes 
droites  ^  ainsi  qu^on  Ta  démontré  dans  la  proposition  &^.  Me- 
nons aussi  les  deux  Ugpef;  fc^a  ,  siic  >  ou  démontrera  que  ces 
dpux  lignes  seront  des  droites  ainsi  que  les  deux  lignes  n£  > ,  df. 


Joignons  di  ,  dl  ,  ainsi  que  em  ^  fn  ^  et  prolongeons  cas  dernier 
droites  vers  D  ^  p.  Puisque  clans  le  triangle  aed  y  la  droite  ag  est 
perpendiculaire  sur  ed;  que  la  droite  di  est  perpendiculaire  sur 
AE ,  et  que  les  droites  ag  ^  di  se  coupent  au  point  m  ^  la  droite 
EMO  sera  perpendiculaire  sur  ad  {a) ,  ainsi  que  nous  Tavons 
démontré  dans  notre  exposition  des  propriétés  des  triangles^  sur 
laquelle  est  fondée  la  démonstration  précédente.  La  droite  fp 
sera  semblablement  perpendiculaire  sur  ca.  Mais  les  angles  enL 
et  B  sont  droits  ;  donc  dl  sera  parallèle  à  ab  ,  et  di  parallèle  à 
CB.  Donc  AD  est  à  dc  comme  am  est  à  fm  ^  et  comme  ao  est  à 
OP.  Mais  CD  est  à  da  comme  cn  est  à  ne  ^  et  comme  cp  est  à  po  ; 
et  nous  avons  supposé  que  ad  étoit  à  dc  comme  trois  est  à  deux; 
donc  Ao  est  à  op  comme  trois  est  à  deux.  Mais  op  est  à  cp 
comme  trois  est  à  deux  ;  donc  les  trois  droites  ao  ^  op^  pc  sont 
propoi^tionnelles.  Donc  la  droite  pc  étant  quatre ,  la  droite  op 
sera  six ,  la  drfûtç  ^^  neniff  t  }(idr4>ita  ca  dix^^neuf.  Mai^  vq  #st 
^gal  à  £Fj  danc  Ai;  est  A  «^  comme  dii^ueuf  est  à  ;»ix.  D<^Oc 
pmm  ATQoa  trovY^  U  rflû#i>a  demandée. 
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Si  la  raison  de  ab  à  dc  étoit  différente ,  si  par  exemple  die 
étoit  la  même  que  la  raison  de  quatre  à  trois  ou  de  cinq  à  quatre^ 
ou  tout  autre  raisonnement^  et  la  manière  de  procéder  ne  seroit 

pas  différente  (C).  Ce  qu'il  falloit  trouver. 

•  -^ 

PROPOSITION    VIL 

Si  UD  cercle  est  circonscrit  à  un  quarré^  et  si  un  autre 
cercle  lui  est  inscrit^  le  cercle  circonscrit  sera  double  du  cercle 
inscrit 

Circonscrivons  un  cercle  âb  au  quarré  ab^  et  inscrivons-lui  le 
cercle  cd.  Que  ab  soit  la  diagonale 
du  quarré  et  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit.  Conduisons  dans  le  cer- 
cle inscrit  le  diamètre  cd  parallèle 
au  côté  A£ ,  qui  est  égal  à  cd. 
Puisque  le  quarré  de  AB  est  double 
du  quarré  de  ae  oi^  de  ne,  et  que  les 
cercles  sont  entre  eux  comme  les 
quarrés  de  leurs  diamètres^  le  cercle 
AB  sera  double  du  cercle  en.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    VIII. 

Si  une  corde  AB  d^un  cerd^  est  plongée  ^  et  si  Von  fait  bç 
égal  au  rayon  de  ce  cercle  ;  si  ensuite  Ton  joint  le  poÎQt  c  etla. 
centre  du  cercle  qui  est  le  point  n,  et  si  Ton  prolonge  en  juar*. 
qu*en  E,  Tare  ae  sera  triple. de  Tare  bp. 

Menons  eg  parallèle  à  ab  ^  et  joignons  dB  ,  d&.  Puisque  Tanglei 
DEG  est  égal  à  Tangle  dge  ^  Tangle  odg  sera  double  de  Fangler 
DEG.  Mais  Tangle  bdc  est  égal  à  TangLe  bcd^  et  Tangle  c^g  égjal 
àTangle  ace;  donc  Tangle  onc  sera  doublé  de  TanglecQB^  et 
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Tangle  entier  BDG  triple  de  Tangle  bdc.  Donc  Tare  ae  qui  est 


égal  à  BG  sera  triple  de  Tare  bf.  Ce  qu'il  &lloit  démontrer. 


PROPOSITION  IX 


Si  dans  un  cercle  deux  droites  ab^  cd^  qui  ne  passent  pas 
par  le  centre  ^  se  coupent  à  angles  droits ,  les  arcs  ad  ^  cb  pris 
ensemble ,  seront  égaux  aux  deux  arcs  ac  ,  db  pris  ensemble* 

Menons  le  diamètre  ef  parallèle 
à  ab;  ce  diamètre  coupera  cd  en 
deux  parties  égales  au  point  g.  Donc 
Tare  Ec  sera  égal  à  l'arc  éd.  Mais 
Tare  EDF  est  égal  à  la  demi-circon- 
férence y  ainsi  que  l'arc  ecf  ^  et  l'arc 
SD  est  égal  à  l'arc  ea^  conjointement 
avec  l'arc  ad;  donc  l'arc  cf,  con- 
jointement avec  les  deux  arcs  ea  , 

AD  sera  égal  à  la  demi-circonférence.  Mais  l'arc  ea  est  égal  à 
l'arc  BF  ;  'donc  l'arc  cB ,  conjointement  ayec  l'arc  ad  est  égal 
à  la  demi-circonférence.  Donc  la  somme  des  arcs  ec^  ea^ 
c'est-à-dire  l'arc  ao^  conjointement  ayec  l'arc  db  est  aussi  égal 
à  la  demi*circonférencè.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

r.' 
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PROPOSITION    X 

Soient  le  cercle  abc  ;  la  tang^ite  da  ;  la  sécante  db  ,  et  la  tan- 
gente DC.  Menons  la  droite  ce  parallèle  à  de  ,  et  la  :  droite  ba 
qui  coupe  la  droite  de  en  F.  Du  point  f  abaissons  la  perpendicu- 
laire FG  sur  la  droite  ce.  Je  dis  que  la  perpendiculaire  fg  cou^ 
pera  la  droite  £c  en  deux  parties  égales  au  point  g. 


Joignons  Ac.  Puisque  la  droite  da  est  tangei;ite^  et  que  la 
droite  Ac  est  une  corde  y  Tangle  dac  sera  égal  à  Tangle  du  seg- 
ment alterne  abc  ,  c'est-à*dire  à  Tangle  abc.  Mais  Tangle  abc 
est  égal  à  Fangle  afp  ,  parce  que  les  droites  ce  ,  ed  sont  paral- 
lèles; donc  les  angles  dac  ^  afd  sont  égaux.  Donc  les  deux, 
triangles  daf^  ahd  ont  les  angles  afd^  had  égaux' chacun  à 
chacun^  mais  ils  ont  de  plus  un  angle  commun  en  d;  donc  le 
rectangle  compris  sous  fd  ^  dh  est  égal  au  quarré  de  da  ^  et  par 
conséquent  au  quarré  de  dc.  Donc  puisque  fd  est  à  dc  comme  cd, 
est  à  DH  9  et  que  l'angle  bdc  est  commun ,  les  triangles  dfc^  dc£( 
sont  semblables.  Donc  Fangle  dfc  est  égal  à  Tangle  dch  ^  qui  e^t 
égal  à  Tangle  dah  y  et  celui-ci  est  égal  à  Tangle  afd.  Donc  les 
deux  angles  afd  ,  cfd  sont  égaux.  Mais  Tangle  dfc  est  égal  à  l'angle 
FCB^  et  nous  avons  vu. que  l'angle  dfa  est  égal  à  l'angle  abc; 


436  LEMMES. 

donc  dans  le  triangle  fec  Tangle  fcg  est  égal  à  Tangle  feg. 
Mais  les  deux  triangles  pgb^  fgc  ont  de  plus  chacun  un  angle  droit 
en  a  et  un  côté  commun  gf  ;  donc  la  droite  cg  est  égale  à  la 
droite  gb.  Donc  la  droite  ce  est  coupée  en  deux  parties  égales 
#ia  G.  C9  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION  xr. 


Si  dans  un  cercle  deux  cordes  àb  ,  en  se  coupent  mutuelle- 
ment à  angles  droits  en  un  point  £  qui  ne  soit  pas  le  centre , 
la  sommé  des  quarrés  des  4^oites  ae,  be^  ec^  ed  sera  égale 
au  quarré  du  diamètre. 

Menons  le  diamètre  af,  et  les  droites  ac,  ad,  cf,  db. 
Puisque  Tangle  aed  est  droite  cet 
angle  sera  égal  à  Tangle  acf.  Mais 
Tangle  adc  est  égal  à  Tangle  afc; 
puisqu'ils  comprennent  le  même 
arc;  donc  dans  les  triangles  ade^ 
afc^  les  autres  angles  caf^  dae 
sont  égaux  chacun  à  chacun.  Donc 
.les  deux  arcs  CF^  db  sont  égaux  ;,  et 
par  conséquent  les  cordés  de  ces 
arcs.  Mais  la  somme  des  quarrés  de  de  et  de  eb  ^est  égale  au 
quarré  de^BD^  et  par  conséquent  au  quarré  de  cf;  la  somme 
des  deux  quarrés  de  ae  et  de  ec  est  égale  au  quarré  de  ca^  et 
la  somme  des  quarrés  de  cf  et  de  ca  est  ég^e  au  quarré  du 
diamètre  fa  ;  doiic  la  '  somme  des  quarrés  de  ae  ,  eb  ^  ce  ^  ed 
est  égale  au  quarré  du  diamètre.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XII. 


Soit  un  demi-cercde  décrit  sur  ab  comme  diamètre.  Du  point 
C  conduisons  deux  droites  tangentes  aux  pmnts  o ,  E.  Menons 
les  droites  £A^  db^  qui  se  coupent  mutuellement  au  point  F. 
Joignons  CF  et  prolongeons  CF  jusqu'en  G.  Je  dis  que  la  droite 
CG  sera  perpendiculaire  sur  ab. 

Joignons  da^  £B.  Puisque  Fangle  boa  est  droit  5  la  somme 
des  deux  angles  restans  dab^  dba  du  triangle  OAB^  sera  égale 
à  un  droit  Mais  Fangle  aeb  est  droit;  donc  la  somme  des 
deux  angles  dab,  1)BA  est  égale  à 
Tangle  aeb.  Donc  si  nous  ajoutons 
de  part  et  d^autre  Fangle  FBE ,  la 
somme  des  deux  angles  dab^  ABB 
sera  égale  à  la  somme  des  angles  FB£, 
FEB^  et  par  conséquent  à  Fangle 
extérieur  df£  du  triangle  FBE.  Mais 
la  droite  CD  est  tangente  au  cercle , 
et  DB  une  corde  ;  donc  Fangle  CDB 
est  égal  à  Fangle  dab.  Semblable- 
ment  Fangle  c£F  est  égal  à  Fangle 

EBA.  Donc/  la  somme  des  angles  CEF,  CDF  est  égale  à  Fangle 
DF£.  Mais  nous  avons  démontré  d^ns  le  ]ivre  des  quadrî}atèi;e9 
que  si  entre  deux  droites  égales  co^  CE  qui  se  rencontrent  en 
un  points  on  mène  deux  droites  df>  £F  qui  se  cbapent  mu« 
tuellement^  et  si  Fangle  dfe  compris  par  ces  deux  droites  est 
égal  à  la  somme  des  deux  angles  CEF^  CdP^  la  drMte  CP  sera 
égale  à  chacune  des  droites  CD  ^  CE  (m).  D'où  il  snit  que  CF  sera 
égal  à  CD.  Donc  Fangle  cfd  est  égal  à  Fangle  CDF,  c'est-à-dire 
à  Fangle  dag.  Mais  Fangle  cfd  ,  conjointement  avec  Fangle 
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DFG,  est  égal  à  deux  angles  droits;  donc  Tangle  dag,«  conjoin- 
tement avec  Tangle  dfg  est  égal  à  deux  droits.  Mais  la  somme 
des  deux  angles  restans  AOF^  âge  du  quadrilatère  est  égale  à 
deux  droits^  et  l'angle  adb  est  droit;  donc  Tangle  agc  est  droit 
Donc  CG  est  perpendiculaire  sur  ab.  Ce  qu*il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XIIL 


Que  deux  droites  ab^  CD  se  coupent  mutuellement  dans  un 
cercle;  que  ab  soit  un  diamètre;  que  CD  ne  soit  point  un  dia- 
mètre^ et  des  points  A,  B  conduisons  les  droites  ae,  bf  per- 
pendiculaires sur  CD.  Je  dis  que  les  droites   CF,   de  seront 

égales. 

Joignons  eb.  Du  point  i,  qui  est  le  centre  du  cercle,  con- 
duisons la  droite  IG  perpendiculaire 
sur  CD,  et  prolongeons-la  jusqu'au 
point  H  de  la  droite  £B.  Puisque  la 
perpendiculaire  îg  est  menée  du  . 
centre  sur  CD,  cette  perpendicu- 
laire partagera  la  droite  CD  en  deux 
parties  égales  en  G.  Mais  les  droites 
IG,  A£  sont  deux  perpendiculaires 
sur  CD;  donc  ces  deux  perpendi- 
culaires sont  parallèles.  Mais  Bi  est  égal  k  lA  ;  donc  la  droite 
BB  est  ég^e  à  la  droite  HE.  Donc ,  à  cause  de  Tégalité  de  ces 
deux  droites,  et  à  cause  que  BF  est  parallèle  à  HG,  la  droite  fg 
sera  égale  à  la  droite  G£.  Donc  si  des  droites  égales  GC,  gd, 
on  retranche  les  droites  égales  gf,  G£,  les  droites  restantes  fc^ 
£D  seront  égales.  Ce  qu'il  ^alloit  démontrer. 
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PROPOSITION    XIV. 


Soit  un  demi-cercle  ab.  De  son  diamètre  ab  retranchons  les 
parties  égales  AC^  bd.  Sur  les  droites  AC,  CD ,  bd  décrivons  des 
demi-cercles;  que  le  point  e  soit 
le  centre  des  deux  demi-cercles 
AB  ^  CD.  Que  la  droite  ef  soit  per- 
pendiculaire sur  AB^  et  prolon- 
geons la  droite  £F  vers  G.  Je'^s 
que  le  cercle  qui  a  la  droite  FG 
pour  diamètre  est  égal  à  la  sur- 
face comprise  par  la  demi-cir- 
conférence du  demi  grand  cercle, 
par  la  demi  -  circonférence  de  deux  demi -cercles  qui  sont 
placés  dans  le  grand  demi-cercle,  et  enfîa  par  la  demi«circon- 
férence  du  demi-cercle  qui  est  hors  du  demi  grand  cercle.  La 
figure  comprise  entre  les  quatre  demi-circonférences  de&demi-^ 
cercles  ab,  cd,  db,  ac  s'appelle  Salinon.     , 

Puisque  la  droite  DC  est  coupée  en  deux  parties  égales  au 
point  £,  et  qu'on  lui  a  ajouté  la  droite  ca  ,  la  sonune  des  quar- 
rés  des  droites  DA,  CA  sera  double  de  la  somme  des  quarré» 
des  droites  de,  £A  (a).  Mais  fg  est  égal  à  da;  donc  la  somme 
des  quarrés  des  deux  droites  fg  ,  ac  est  double  de  la  somme  des^ 
quarrés  des  deux  droites  DE ,  £A.  Mais  ab  est  double  de  ae  ,  et 
CD  double  de  £D  ;  donc  la  somme  dès  quarrés  de»  deux  droites 
ab  ,  DC  est  quadruple  de  la  somme  des  quarrés  des  deux  droites* 
DE,  £A,  et  par  conséquent  double  de  la  somme  des  quarrés- 
des  deux  droites  gf  ,  ac  Donc  la  somme  des  deux  cercles  qui 
<mt  pour  diamètres  les  droites  AB,  DC  sera  semblablement 
double  de  la  somme  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les^ 
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droites  GF,  AC.  Donc  la  somme  des  demi-cercles  qui  ont  pour 
diamètres  les  droite»  AB ,  en  est  égale  à  la  somme  des  deux  cercles 
qui  ont  pour  diamètres  les  deux  droites  GF,  AC.  Mais  le  cercle 
qui  a  pour  diamètre  la  droite  ac  est  égal  à  la  somnie  des 
deux  demi^ercles  ac  ,  bd  ;  donc  si  Ton  retranche  de  part  et 
d^autre  les  deux  demi-cercles  AC  ^  BD  qui  sont  commiins  y  la 
figure  restante ,  qui  est  comprise  entre  les  quatre  demi-circon- 
férences des  demi-cercles  ab  ,  CD  ,  DB  ,  AC  ,  et  qu'on  appelle 
salinon  y  sera  égale  au  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  droite  FG. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XV, 


Soit  AB  un  demi  cercle;  que  Ac  soit  le  côté  du  pentagone  ii^-sciit, 
et  ADlamoitié  de  Tare  AC  Menons  la  droite  CD^et  prolongeons-la 


Tusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  £  la  droite  BA  prolongée.  Me- 
nons  la  droite  bo^  qui  coupe  la  droite  CA  en  un  point  F ,  et  du 
point  F  abaissons  sur  ab  la  perpendiculaire  FG.  Je  dis  que  la 
droite  £G  sera  égale  au  rayon  du  cercle. 

Joignons  CB.  Qne  le  point  h  soit  le  eentre  du  cercle.  Joi- 
gnons HD^  DG  et  AD»  Puisque  Tangle  abc  qui  embrasse  le  côté 
du  pentagone  vaut  les  deux  cinquièmes  d'un  angle  droit  y  cba- 
cun  des  angles  CBD  y  DBA  vajidra  le  cinquième  d'un  angle  droit. 
MaisTangle  dha  est  double  de  l'angle  DBH;  donc  l'angle  DBA 
vaut  les  deux  cinquièmes  d'un  droit  Mais  les  deux  triangles 
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GBF^  GFB  ont  chacun  un  angle  égal  en  B^  et  chacun  un  angle 
droit  en  G  et  c;  ils  ont  de  plus  un  côté  commun  FB;  donc.  BC 
sera  égal  à  bg.  Mais  les  deux  triangles  CBD^  gbd  ont  les  côtés 
CB^  BG  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  deux  angles  FBC>  FBG, 
et  ils  ont  de  plus  le  côté  bd  commun,  donc  les  deux  angles 
BCD,  BGD  sont  égaux.  Mais  chacun  de  ces  angles ,  qui  vaut  les 
six  cinquièmes  d'un  angle  droit ,  est  égal  à  Tangle  externe  D ae 
du  quadrilatère  BADC,  qui  est  inscrit  dans  le  cercle  (a);  donc 
Tangle  restant  dab  sera  égal  à  Tangle  dga  ,  et  le  côté  da  égal  au 
côté  DG.  MaisTangle  dhg  vaut  les  deux  cinquièmes  d'un  angle 
droit  y  et  Tangle  DGH  vaut  les  six  cinquièmes  d'un  angle  droit; 
donc  l'angle  restant  hdg  vaut  les  deux  cinquièmes  d'^un  droit 
Donc  DG  est  égal  à  GH.  Mais  l'angle  externe  ade  du  quadrila- 
tère ADCB  inscrit  dans  le  cercle  est  égal  à  l'angle  CBA ,  qui  vaut 
les  deux  cinquièmes  d'un  angle  droit  et  à  l'angle  G DH ,  et  de  plus 
dans  les  deux  triangles  £PA,  hdg,  les  deux  angles  EDA,  HDG, 
sont  égaux  ainsi  que  les  deux  angles  DGH  ,  dae  et  les  deux  côtés 
DA,  DG;  donc  ea  sera  égal  à  h  G.  Donc  si  l'on  ajoute  de  part  et 
d'autre  AG ,  la  droite  £G  sera  égale  k  la  droite  ah.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

n  suit  de  là  que  la  droite  DÉ  est  égale  au  rayon  du  cercle. 
Car  puisque  l'angle  DAE  est  égal  à  DGH,  la  droite  DH  sera  égale 
à  la  droite  DE.  Je  dis  de  plus  que  la  droite  £C  est  partagée  en 
moyenne  et  extrême  raison  en  D,  et  que  DE  est  le  plus  grand 
segment  En  effet,  la  droite  ED  est  le  côté  d'un  hexagone,  et  do 
le  côté  d'un  décagone  (Q.  Ce  qui  est  démontré  dans  les  élémenSr 
Ce  qu'il  falloit  démontrer» 

FIK   DES  JUEMHES  ST  PXS  mXJVBSid  D'ARCHIMEDB.. 
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DE  LA  SPHERE  ET  DU  CYLINDRE. 


LIVRE   PREMIER. 

ARCHIMÉDÉ  A  DOSITHÉE. 

t 

(ce)  JLa  section  du  cône  rectangle  est  une  parabole. 

Un  cône  rectangle  est  un  cône  droit  dont  les  cotés ,  c'est-à-dire  les 
intersections  de  sa  surface  conyeze  et  du  plan  conduit  par  Taxe , 
forment  un  angle  droit.  Si  ces  côtes  forment  u^  angle  aigu ,  le  cône 
s'appelle  cône  acutangle,  et  il  s'appelle  cône  obtus -angle,  si  ces 
côtés  formait  un  angle  obtus. 

Jl  suit  évidemment  de  là  que,  si  l'on  coupe  perpendiculairement 
un  des  côtés  d'un  cône  rectangle  par  un  plan ,  la  section  du  cône 
rectangle  sera  une  parabole  ;  puisque  le  plan  coupant  sera  parallèle 
à  l'autre  côté  du  cône.  La  section  du  cône  acutangle ,  seroit  une 
ellipse,  et  la  section  du  cône  obtus^angle,  une  hyperbole.  C'est  ainsi 
que  les  anciens  Géomètres,  avant  Apollonius,  considéroient  les 
sections  du  cône  qui  donnent  la  parabole,  l'ellipse  et  l'hyperbole; 
Voyez  la  note  («)  de  la  lettre  d' Archimède  à  Dosithée ,  qui  est  à 
la  tête  du  Traité  des  Conoides  et  des  Sphéroïdes. 

Dans  Archimède ,  la  parabole  est  toujours  nommée  section  du 
cône  rectangle  ;  l'ellipse,  section  du  cône  acutangle,  et  l'hyperbole, 
section  du  cône  obtus-angle.  Pour  éviter  ces  circonlocutions,  et  à 
l'exemple  d'Apollonius,  j'emploierai  désormais  les  mots  parabole, 
ellipse  fsX  hyperbole. 

{C)  Ce  passage  d' Archimède  est  très- obscur  \  j'ai  suivi  la  leçon  de 
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M.  Delambre.  Voici  la  lettre  qu  il  me  fit  Thonneur  de  m'écrira  au 
sujet  de  ce  passage  : 

Paris,  ce  i4  décembre  i8o6. 

ccÂ  peine  ëtiez-vous  sorti ,  Monsieur ,  qu'il  m'est  venu  un  doute 
sur  le  sens  que  nous  donnons  au  passage  obscur  de  la  lettre  à  Do- 
sîlhée.  Voici  comme  on  pourroit  Tentendre  :  «  Ces  propositions 
»  étoient  renfermées  dans  la  nature  de  ces  figures,  quoiqu'aucuu 
»  géomètre  avant  nous  ne  les  eût  apperçues  ;  mais  pour  se  con« 
»  vaincre  de  leur  vérité  ,  il  suffira  de  comparer  mes  théorèmes  aux 
»  démonstrations  que  j'ai  données  sur  ces  figures.  La  même  chose 
»  est  arrivée  à  Eudoxe.  Ses  .théorèmes  sur  la  pyramide  et  le  cône 
»  étoient  aussi  dans  la  nature  »  et  n'avoient  été  reconnus  par  aucun 
9  géomètre  avant  lui.  Je  laisse  le  jugement  sur  mes  découvertes  à 
9  ceux  qui  seront  en  état  de  les  examiner.  Plût  à  Dieu  queConon 
9  vécût  encore ,  il  auroit  été  bien  en  état  d'en  dire. son  avis  ». 

9  Ainsi  il  ne  s'agit  pas  dans  la  comparaison  des  figures  aux  théo-* 
rèmes,  de  juger  si  ces  théorèmes  sont  nouveaux,  mais  s'ils  sont 
vrais.  De  ce  qu'ils  n'ont  été  vus  par  personne ,  il  ne  s'ensuit  pas^ 
qu'on  doive  les  regarder  comme  douteux  ;  la  même  chose  est  arrivée 
à  Eudoxe,  qui  a  trouvé  sur  la  pyramide  et  le  cône  des  théorèmes 
nouveaux  et  qui  pourtant  ont  été  admis;  que  les  géomètres  exa- 
minent donc  mes  propositions  et  les  jugent.  Voilà  je  pense  le 
vrai  sens  de  la  lettre.  Les  mots  ut  quii^is  facile  intelliget  ne  sont 
pas  exactement  dans  le  grec  ;  ut  y  manque ,  et  cet  ut  change  le 
sens.  Au  lieu  de  ut  le  grec  porte  ^t.  Ces  propositions  sont  dans  la 
nature  y  et  pour  les  comprendre  il  suffit  de  comparer  les  théorèmes 
aux  figures  et  aux  démonstrations.  J'avou«  pourtant  que  l'exprès* 
sion  grecque  me  paroit  trop  peu  développée  ^  x^i  roirVi/ir  io  et  com^ 
prendra  celui  qui.  Remarquons  qus  ce  mot  vopTiw^  comprendra, 
se  mettra  dans  la  tête,  ne  seroit  pas  Le  mot  propre  s'il  s'agissoit 
de  réconnoitre  seulement  la  nouveautés  du  théorème.  Pour. décider 
si  un  théorème  est  nouveau,  Y  intelligence  ne  fait  rien;  il  suffît 
d'avoir  des  yeux  et  de  savoir  lire  ;  mais  pour  s'assurer  de  la  vérité 
d'un  théorème ,  il  faut  être  en  état  de  suivre  une  démonstration , 
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et  souvent  celles  d'Ârchimède  ont  besoin  qu'on  ait  quelque  intel* 
ligence  et  quelque  force  de  tête.    . 

»  Je  serois  tenté  de  croire  le  passage  altéré ,  et  qu'il  a  dû  être 
originairement  à-peu-près  ainsi  :  Ktti  roifVcifr  tf  h  rovraf  rSv  Oieùfn* 
(liruf  Tdûlf  ixoM^io-t  ivrtTTAfAfiAKti  ivrÀ  rÀ  a'^iffAetra.  Je  mets  9i0tufn* 
jiifûtfy  au  lieu  de  a-y^tifÂd-ruv  9  et  ^^^niÂdira,  au  lieu  de  BiOtufniÀivet.  C'est 
une  simple  transposition,  alors-  le  sens  est  clair,  et  alors  Archi* 
inède  dira  :  Pour  comprendre  mes  propositions,  en  sentir  l^extzcti- 
$ude ,  il  suffit  de  comparer  la  figure  à  la  démonstration  des  ihéo^ 
rèmes,  c'est-à-dire  de  suivre  sur  la  figure  la  démonstration  des 
théorèmes.  Cependant  on  peut  soutenir  la  leçon  de  Torelli,  en 
entendant  littéralement  le  mot  cK^mo/x^/râ/io/iy  Aujourd'hui  par 
ce  mot  nous  entendons  une  preuve  claire  et,  irrésistible  $  mais 
dans  le  fait  il  ne  signifie  que  l'action  d'exposer^  de  montrer.  Pour 
sentir  la  vérité  de  ces  propositions ,  il  suffit  de  les  comparer  à  ce 
que  montrent  ces  figures;  ou  V inspection  seule  de  la  figure  mettra 
dans  tout  son  jour  la  vérité  des  théorèmes. 

D  Au  reste ,  ce  passage  est  tellement  tronqué  dans  un  manuscrit 
li^  ^56o,  qu'il  est  impossible  d'en  rien  tirer;  heureusement  il  est 
en  lui-même  très-peu  important.  yoyé[  les  variantes  édit.  de 
Torelli. 

9  J'ai  l'honneur  d'être  j  etc.  » 

AXIOMES. 

(ce)  Archimède  appelle  lignes  courbes ,  non-seulement  les  lignes 
qui  ne  sont  ni  droites ,  ni  composées  de  lignes  droites ,  mais  encore 
les  lignes  brisées  et  les  lignes  mixtilignes. 

D'après  le  premier  aliômè,  un  arc  de  cercle  est  Une  courbe/qui 
est  toute  entière  du  même  côté  de  la  droite ,  qtii  joint  ses  extré« 
mités.  Si  uue  courbe  étoit  composée  d'une  demi-circonférence  de 
cercle  et  d'un'  rayon  qui  joindroit  une  de  ses  extrémités ,  cette 
courbe  n'auroit  aucune  de  ses  parties  de  l'autre  côté  de  la  droite  qui 
joindroit  ses  extrémités ,  quand  même  cette  droite  séroit  prolongée  : 
alors  iseulemént  une  partie  de  la  courbe  setoit  sur  le  prolonge» 
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ment  de  lai  droite  qui  joindroit  ses  extre'mités.  Ce  qui  n'arriveroit 
point ,  si  Tare  ëtoit  plus  grand  que  la  demi-circonférence* 

(C)  Cet  axiome,  qui  a  beaucoup  embarrassé  les  commentateurs, 
est  cependant  de  la  plus  grande  clarté.  Il  suffît  pour  le  comprendre 
de  faire  attention  qu'une  ligne  courbe ,  quelle  qu'elle  soit ,  a  deux 
côtés  aussi  bien  qu'une  Ugn^  droite. 

Soit  la  courbe  APISK.  Les  lettres  BFAEHe  sont  placées  d*un  des 
eôtés  de  cette  courbe ,  et  les  lettres  AMNJ^on  sont  placées  de  l'autu^ 


côté.  Si  l'on  s'imaginoit  que  le  point  A  se  mût  dans  la  courbe 
APISK  jusqu'à  ce  qu'il  fût  arrivé  au  point  K ,  on  pourroit  dire  que 
les  lettres  BFAEHe  sont  à  la  droite  de  la  courbe ,  et  que  les  lettres 
AMNon  sont  à  sa  gauche. 

Cela  posé ,  joignons  les  deux  points  PS  de  cette  courbe  par  la 
droite  P2.  Il  est  évident  que  la  droite  Pz  sera  de  différens  côtes  de 
cette  courbe  ;  la  portion  PI  sera  d'un  côté ,  et  la  portion  is  sera  de 
l'autre  ;  ou  si  l'on  veut ,  Ja  première  portion  sera  à  la  droite  de  la 

« 

courbe ,  et  la  seconde  à  sa  gauche.  Donc  cette  courbe  n'est  paa  con- 
cave du  même  côté>  puisque  la  droite  PS,  qui  joint  deux  de  &es 
points ,  est  de  différens  côtés  de  cette  CQurbe. 

Une  circonférence  de  cercle ,  une  portion  de  sa  circonférence , 
une  ellipse,  une  portion  de  l'ellipse,  une  parabole  et  une  hyper- 
bole ,  sont  au  contraire  des  courbes  concaves  du  même  côté,  parce 
^ue  les  droites  qui  joindroient  deux,  points  quelconques  de  ces 
courbes ,  seroient  nécessairement  des  mêmes  côtés  de  ces  courbes. 

Soit  la  ligne  courbe  TTtx,  qui  est  composée  de  deux  arcs  TT>  xt 
appartenant  à  un  même  cercle^  et  d'une  droite  T*  menée  du  point 
T  au  point  •  ;  cette  courbe  sera  encore  concave  du  même  côté  p 


LIVRE    PREMIER.  449 

parce  que  les  droites  qui  joignent  deux  points  quelconques  de 
cette  courbe  tombent  toutes  du  même  côté,  excepté  la  droite 
menée  du  point  T  au  point  «,  qui  tombe  sur  cette  ligne  courbe. 

Il  sera  facile  d'appliquer  au  quatrième  axiome  ce  que  je  viens  de 
dire  du  second. 

PRINCIPES. 

(et)  Ce  principe  n'est  point,  comme  beaucoup  de  Géomètres  Font 
cru ,  une  définition  de  la  ligne  droite  :  c'est  simplement  Ténoncë 
d'une  de  ses  propriétés. 

(C)  Il  est  des  personnes  qui  pensent  que  l'injure  des  temps  a  fait 
périr  une  partie  des  Elémens  d'Euclide,  qui  regardent  le  cylindre  p 
le  cône  et  la  sphère  :  ces  personnes  sont  dans  l'erreur.. Tous  les 
théorèmes  qu'on  regrette  de  ne  pas  trouver  dans  Euclide ,  ne  peu- 
vent être  démontrés  qu'à  l'aide  des  principes  2  et  4 -01*  9  Euclide 
n'a  jamais  fait  usage  de  ces  deux  principes;  on  ne  doit  donc  pas 
être  surpris  de  ne  pas  trouver  dans  ses  Elémens  les  théorèmes  ^ 
dont  nous  venons  de  parler ,  et  qu'Ârchimède  démontre  dans  ce 
traité. 

Plusieurs  Géomètres  ont  tenté ,  mais  en  vain ,  de  démontrer  ces 
deux  principes ,  lorsque  les  lignes  courbes  et  les  surfaces  courbes 
ne  sont  point  des  assemblages  de  lignes  droites  et  de  surfaces  planes. 
Si  ces  deux  principes  pouvoient  être  démontrés ,  ils  l'atu^oient  été 
par  Archimède.  Je  dis  dans  la  Préface  la  raison  pourquoi  il  est  im- 
possible dé  démontrer  ces  deux  principes. 

-     •       • 

(y)  Ce  principe  est  une  conséquence  de  la  première  propo- 
sition du  dixième  livre  d'Euclide. 
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PROPOSITION    IIL 

'    (tt)  Mais  TA  est  à  Ae  comme  H£  est  à  ZH  ;  donc  la  raison  de  £H 
à  2H  est  moindre  que  la  raison  de  FA  à  TB. 

PROPOSITION    IV. 

(a)  Si  Fangle  THF  ëtoit  égal  à  Tangle  AKM ,  il  est  évident  que  la 
raison  de  MK  à  AK  seroit  la  même  que  la  raison  de  FH  à  HT.  Si  nous 
supposons  ensuite  que  Tangle  THr  diminue,  la  droite  FH  diminuera 
aussi;  et  la  raison  de  FH  à  HT  deviendra  plus  petite;  donc  alors  la 
raison  de  MK  à  AK  sera  plus  grande  que  la  raison  de  FH  à  HT. 

(C)  Donc  la  raison  du  côté  du  polygone  circonscrit  au  côté  du 
polygone  inscrit  est  moindre  que  la  raison  de  A  à  B. 

PROPOSITION    VL 

(a)  Cette  propo&itiœi  est  démontrée  dans  le9  Elémens  d'Euclide. 
Voyez  la  proposition  ii  ^  livre  xii. 

PROPOSITION   VIL 

(«)  Appelons  P  le  polygone  circonscrit,  ^Xf  le  polygone  inscrit. 
Puisque  P:/}^A  +  B:A,et  que  P  <;  A ,  on  aura  à  plus  forte  rai- 
son P  ;  A  <  A  +  B  :  A,  Donc  par  soustraction  P  —  A  :  A  <  B  :  A. 
Donc  P  — -  A,  c'est-à-dire  la  somme  des  segmens  placés  autour  du 
cercle  est  plus  petite  que  la  surface  B. 

PROPOSITION    VIIL 

(*)  Lorsqu'Archimède  parle  d'une  surface  comprise  sous  deux 
droites ,  il  entend  toujours  parler  d*un  rectangle ,  dont  une  de  ces 
droites  est  la  base  et  dont  l'autre  est  la  hauteur. 
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PROPOSITION    XIV, 

(a)  La  raison  en  est  simple;  car  puisque  Ta  :  H  ::  H  :  BZ,  il  est 

V  Ta 

e'vfdent  qu'on  aura  —  :  H  :;  H  :  a  x  E2 ,  ou  bien  Ta  :  H  ::  H  :  P2. 
^  2  ^ 

(C)  La  raison  de  la  surface  du  prisme  à  la  surface  du  cylindre 
est  moindre  que  la  raison  du  polygone  inscrit  dans  le  cercle  B  au 
cercle  b.  Voilà  ce  qui  est  souseû tendu ,  et  ce  qu'Archimède  sousen* 
tend  toujours  dans  la  suite ,  lorsqu'il  a  un  raisonnement  semblable 
à  faire.  Pour  que  le  lecteur  puisse^  dans  ce  cas,  suppléer  ce  qui 
manque,  il  faut  qu'il  se  souvienne  que,  lorsqu'on  a  quatre  quantités, 
et  que  la  raison  de  la  première  à  la  seconde  est  moindre  que  la 
raison  de  la  troisième  à  la  quatrième ,  la  raison  de  la  première  à  la 
troisième  est  encore  moindre  que  la  raison  de  la  seconde  à  la 
quatrième. 


(>)  Parce  que  ces  triangles  sont  entre  eux  comme  les  droites  Tùf^ 
P2,  et  que  nous  avons  vu  dans  la  première  partie  de  la  démonstra* 

tion  que  Ta  est  à  PZ  comme  TA  est  à  h. 

(<r)  La  raison  du  polygone  qui  est  circonscrit  au  cercle  B  à  ce 
nleme  cercle ,  est  moindre  que  la  raison  du  polygone  inscrit  dans 
le  cercle  B  à  la  surface  du  cylindre. 

PROPOSITION    XV. 

(a)  Donc ,  par  permutation ,  la  raison  de  la  surface  de  la  pyra- 
mide qui  est  circonscrite  au  cône  à  la  surface  du  cône  est  moindre 
que  la  raison  du  polygone  inscrit  dans  le  cercle  B  au  cercle  B« 

(C)  En  effet,  la  raison  du  rayon  du  cercle  A  au  côté  du  cône  est 
la  même  que  la  raison  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  du 
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cercle  A  sur  le  côté  du  polygone  à  la  parallèle  an  côté  du  cône  menée 
du  milieu  du  côté  du  polygone  et  terminée  à  Taxe  du  cône.  Mais  la 
perpendiculaire  menée  du  sommet  du  cône  sur  le  côté  du  polygone 
est  plus  longue  que  la  parallèle  dont  nous  venons  de  parler  ;  donc 
la  raison  du  rayon  du  cercle  A  au  côté  du  polygone  est  plus 
grande  que  la  raison  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  le 
côté  du  polygone  à  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  du  cône 
sur  le  côté  de  ce  même  polygone. 

(y)  Donc,  par  permutation,  la  raison  du  polygone  circonscrit 
au  cercle  B  est  moindre  que  la  raison  de  la  surface  de  la  pyramide 
inscrite  à  la  surface  du  cône.  * 

PROPOSITION    XVL 

(«)  Donc  le  cercle  a  est  au  cercle  A  comme  le  quarré  de  £  est  au 
quarré  de  B.  Mais  à  cause  que  £  est  moyen  proportionnel  entre  F 
et  B,  la  droite  r  est  à  la  droite  B  comme  le  quarré  de  £  est  au 
quarré  de  B  ;  donc  le  cercle  A  est  au  cercle  A  comme  r  est  à  B  3  mais 
le  cercle  A  est  égal  à  la  surface  du  cône. 

LEMME. 

(a)  Le  parallélogramme  bh  pourroit  n'être  pas  un  rectangle,  mais 
alors  par  les  surfaces  comprises  sous  BA ,  AH;  sous  Bi^,  aZ,  etc.  il 
faudroit  entendre  des  rectangles  dont  les  droites  AH ,  AZ  seroient 
les  bases  et  les  droites  ba  ,  ba  les  hauteurs* 

LEMMES. 

(a)  Les  cylindf es  qui  ont  la  même  base  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  ;  donc  les  cônes  qui  ont  la  même  base  sont  aussi 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs  t  ce  qui  est  l'inverse  du  premier 
lémmé.  Je  pense  qu'il  y  a  tme  omission,  et  que  le  lemme  doit 
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être  posé  ainsi  :  Lorsque  des. cônes  et  des  cylindres  ont  les  munies 
bases  et  lea  mêmes  hauteurs  y  les  €Ône3  sont  entre  ei^x  comme  les 
cylindres. 


.1    t 


(f)  Voyez  le  douzième,  livre  d'£uclide« 

â 

'  -  ■ 

PROPOSITION   XIX. 

/ 

■  É  .  ,  • 

(a)  Car  puisque  les  cônes  baf  ,  BA-r  ont  la  même  base ,  la  droiti^ 
A£  est  à  la  droite  AB  comme  le  cône  BAF  est  au  cône  BaF  (ly, 
lemm.  i).  Donc,  par  addition,  la  droite  Aa  est  à  la  droite  Afi 
comme  le  rhombe  abfa  est  au  cône  BAF. 

PROPOSITION   XXIV. 

(a)  Ârchimède  veut  que  le  nombre  des  côtés  soit  divisible  par 
quatre ,  afin  que  deux  diamètres  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre 
aient  leurs  extrémités  aux  angles  du  polygone  inscrit. 

(e)  Perpendiculaires  Tun  sur  Tautre. 

PROPOSITION   XXV. 


(a)  En  effet,  puisque  les  cercles  sont  proportionnels  aux  quarrés 


de  leurs  rayons ,  le  quatre  du  rayon  du  cercle  S  est  au  cercle  M , 
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comme  le  quarrë  au  rayon  du  cercle  O  est  au  cercle  o ,  comme  le 
quarr é  du  rayon  dti  cercle  n  est  au  cercle  n ,  comme  le  quarrë  du 
rayon  du  cercle  P  est  au  cercle  P,  comme  le  quarré  du  rayon  du  cer- 
cle X  est  au  cercle  z ,  comme  le  quarré  du  rayon  du  cercle  T  est  au 
cercle  T,  comme  le  quarrë  du  rayon  du  cercle  T  est  au  cercle  T.  Donc 
le  quarrë  du  rayon  du  cercle  S  est  au  cercle  3  comme  la  somme  des 
quarrës  des  rayons  des  cercles 0,:n,  P  ,  2,  T,  T  <st  à  la  somme  des 
cercles  o ,  n  ,  P ,  x ,  T ,  T.  Mais  le  quarrë  du  rayon  des  cercles  S  est 
.égal  à  la  somme  des  quarrës  des  rayons  des  cercles  o^  n,  P,  2 ,  T, 
^  T;  donc  le  cercle  s  est  égal  à  la  somme  des  cercles  o^  n,  v^'S^T,  r. 

PROPOSITION    XXXL 

(<t)  Car  les  deux  triangles  XBZ ,  SXZ  étant  semblables ,  la  droite 
ez  est  à  X2  comme  ex  est  à  XS.  Mais  ez  est  double  de  XZ;  donc 
eK  est  double  du  rayon  xs  ;  donc  BK  est  égal  au  diamètre  du 
cercle  ABrù, 

PROPOSITION   XXXIV. 

(«)  Car  puisque  les  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone 
circonscrit ,  et  les  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  in- 
scrit sont  entre  elles  comme  les  côtes  des  polygones ,  la  somme  des 
premières  droites  est  à  la  somme  des  secondes  droites  comme  £A 
est  à  AK.  Dope  les  surfaces  comprises  sous  les  sommes  des  droites 
qui  joignent  les  angles  des  polygones  et  les  côtés  des  polygones 
sont  des  figures  semblables. 

PROPOSITION   XXXV. 

(*)  Donc ,  par  permutation ,  la  raison  de  la  surface  de  la  figure 
circonscrite  à  la  skirface  de  la  sphère  est  moindre  que  la  raison  de 
surface  de  la  figure  inscrite  au  cercle  A. 


>  i 
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PROPOSITION   XXXVI. 


•  (*)  Soient  a,  a -~d,  a-^  id,  a-^Sd,  quatre  termes  d'une 
progression  arithmétique  décroissaiite ,  «t  que  ces  quatre  termes 
soient  ou  tous  positifs  ou  tous  négatifs.  Je  dis  que  la  raison  du  pre- 
mier terme  au  quatrième  est  plus  grande  que  la  raison  triplée  du 
premier  au  second;  c'est-à-^dijre ,  que 

^  (a  —  d)''    ■ 


a 


a  —  5d 


J'élève  a  —  rf  au  cube;  je  fais  disp^^rpi^tce  les  dénominateurs.  I^a 
réduction  étant  faite ,  la  première  quantité  deyienf  3  ad* ,  çt  la  se- 
conde d\  Mais  S^ûJ*  jBst.plus  grand  qigw  c^%  puisque  a  çst  plus 
grand  que  {/;  donc 


> 


i   ( 


•       S 


Donc  la  raison  du  premier  terme  d'une  progression  arithmétique 
décroissante  au  quatrième,  «ferme  .e^t,  plus  gran(}(ç  .q\^  la  raispix  tri- 
plée du  premier  terme  au.  secqif d» 


».   ; 


{C)  Mais  la  raison  de  K  à  H  est  moindre  que  la  raison  dq  1^  sphère 
au  cône  H  ;  donc  la  raison  de  la  figure  .cir^çpn^rite  à  ja  figirre  ÎDsorife 
est  encore  moindre  que  la  raisQP  4e  la  sphère^  s^u  qonfç,  Ppqc,  par 
permutation ,  la  raison  de  la  figure  circonscrit^  à  I9  sphère  est  «»- 
core  moindre  que  la  raison  de  la  figure,  iosori te  au  cpue. 


»  V 


(7)  Donc  la  raison  de  la  figure  circpBi$critç^  à  la  Çgure  inscrite  est 
encore  moindre  que  la  raison  dM  <;Qn^  Uf  ^  la  pphçre.  Dpnc,  p^ir 
permutation,  U  tzuQXi  deela  figurie  cirqQi^f cgri^ f^i,  pçyo»  jg  est 
moindre  que  la  raisoadd  la  figitfç  m^çjrite  ^U  ««plïère.  .  .        ;   , 


•» 


1^1»*        »  t  •  •     » 


•       r 


I-*- 


<     I 
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PROPOSITION    XLIL 


(d)  En  effet ,  la  surface  engendrée  par  la  droite  MZ  est  égale  à  un 
cercle  dont  le  rayon  est  moyen  propor- 
tionnel entre  la  droite  ZM  et  la  moitié  de 
la  somme  des  droites  ZH ,  mn  (17),  et  la 
surface  décrite  par  la  droite  MA  est  égale 
à  un  cercle  dont  le  rayon  est  moyen  pro* 
portionnel  entre  la  droite  MA  et  la  moi* 
tié  de  la  somme  des  droites  ab,  mn. 
Mais  ZM  est  plus  grand  que  MA ,  et  ZH 
plus  grand  que  ÀB;  donc  la  première 
moyenne  proportionnelle  est  plus  grande  que  la  seconde.  Donc  la 
surface  décrite  par  ZM  est  plus  grande  que  la  surface  décrite  par  MA . 


PROPOSITION    XLIV. 


'  (a) Ce  qui  précède,  à  partir  de  ces  mots 

mais  la  surface ,  etc.  est  un  peu  obscur, 

voici  ce  qu'on  pourroit  mettre  à  sa  place. 

Donc  le  quarré  du  rayon  du  cercle  N,  qui 

est  égal  à  la  surface  coitiprise  sous  Me , 

tiZ  est  encore  égal  à  la  surface  comprise 
'  soiis  Ta  ,  HZ.  Mais  le  quarré  de  la  droite  ^ 

AA  est  égal  à  h,  surface  comprise  sous 

TA  j  AS  y  et  nous  venons  de  démontrer 
-que  HZ  est  plus  grand  que  AH;  donc  la  surface  comprise  sous  Ta, 

HZ  est  plus  grande  qiïe  la  sùrfistce  comprise  sous  ta,  ah.  Donc  le 
•  quérrré'dU  #àyon  du  cercle  N,  qui  est  égal  à  la  première  surface, 

est  plus  grand  que  te  quarré  de  la  dr<Mte  aa,  qui  est  égal  à  la 

seconde  surface.  Donc  le  rayon  du  cercle  N  est  plus  grand  que  le 

droite  AA.  Donc  le  cercle  N,  et  par  conséquent  la  surface  de  la 

figure  circonscrite  au  segment  sphérique  KZA ,  est  plus  grande  que 

le  cercle  décrit  autour  du  diamètre  AA. 
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PROPOSITION    XLVIL 

(a)  En  effet ,  les  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  cir- 
conscrit, et  les  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  inscrit 
sont  proportionnelles  aux  côtés  des  polygones  ;  donc  la  somme  des 
droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  circonscrit  est  à  la 
somme  des  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  inscrit,  comme 
£K  est  à  A  A.  Donc  la  surface  comprise  sous  EK  et  sous  la  somme 
des  droites  qui  joignent  les  angles  du  polygone  circonscrit ,  €<»- 
jointement  avec  la  moitié  de  BZ  , 
est  semblable  à  la  surface  comprise 
sous  A  A  et  sous  la  somme  des  droites 
qui  joignent  les  angles  du  polygone 
inscrit ,  conjointement  avec  la  moitié 
de  Ar.  Donc  la  première  figure  est  à  la 
seconde  comme  le  quarré  de  £K  est  au 
quarré  de  AA.  Mais  le  quarré  du  rayon 
du  cercle  M  est  égal  à  la  première 
figure,  et  le  quarré  du  rayon  du  cercle 
N  est  égal  à  la  seconde  ;  donc  le  pre- 
mier quarré  est  au  second  comme  le  quarré  de  £S:  est  au  quarré 
de  AA.  Donc  le  cercle  M ,  c'est-à-dire  la  surface  de  la  figure  cir- 
conscrite est  au  cercle  N ,  c'est-à-dire  à  la  surface  de  la  figure  in- 
scrite comme  le  quarré  de  £K  est  au  quarré  de  AA. 

(e)  Puisque  dans  la  première  partie  de  cette  démonstration,  l'on 
a  vu  que  le  quarré  de  £K  est  au  quarré  de  AA  comme  le  cercle  H 
est  au  cercle  N ,  il  est  évident  que  EK  est  à  A  A  comme  le  rayon  du 
cercle  M  est  au  rayon  du  cercle  N. 

PROPOSITION   XLVIIL 


«. 


(a)  Donc  la  raison  de  la  surface  de  la  figure  circonscrite  à  la 
surface    de   la   figure  inscrite  est  moindre  que  la  raison  de  la 
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surface  du  segment  au  cercle  2.  Donc  ,  par  permutation ,  la  raison 
de  la  surface  de  la  figure  circonscrite  à  la  surface  du  segment  est 
moindre  que  la  raison  de  la  surface  de  la  figure  inscrite  au 
cercle  Z. 

(C)  Puisque  le  polygone  circonscrit  est  au  polygone  inscrit  comme 
la  surface  de  la  figure  circonscrite  est  à  la  surface  de  la  figure  in- 
scrite ,  la  raison  de  la  surface  de  la  figure  circonscrite  à  la  surface  de 
la  figure  inscrite  est  moindre  que  la  raison  du  cercle  Z  à  la  surface 
du  segment.  Donc ,  par  permutation ,  la  surface  de  la  figure  circon- 
scrite au  cercle  Z  est  moindre  que  la  raison  de  la  surface  de  la  figure 
inscrite  à  la  surface  du  segment.  Mais  la  surface  de  la  figure  cir* 
consente  est  plus  grande  que  le  cercle  Z  (44);  donc  la  surface  de 
la  figure  inscrite  est  plus  grande  que  la  surface  du  segment;  ce  qui 
ne  peut  être* 

PROPOSITION    L. 

(a)  Voyez  la  note  (a)  de  la  proposition  xlxyi. 

{€)  Donc  la  raison  de  la  figure  solide  circonscrite  au  secteur  est 
moindre  que  la  raifion  de  la  figure  inscrite  au  cône  e. 


.> 
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PROPOSITION    II. 

(fit)  Alors  au  lieu  de  ta  :  ne  ::  H0  :  E2 ,  on  aura  Ta  :  Ta  x  ^iU 
::  He  :  EZ;  ou  bien  TA  :  MN  ::  HO  :  EZ,  et  par  permutation  Ta  :  H6 

::  MN  :  EZ.  Mais  He  =  Ta  x  MN  ;  donc  rA  :  H0  ::  H0  :  MN.  Mais  TA 
:  He  ::  MN  :  E2  ;  donc  TA  :  He  ::  He  :  MN  ::  MN  :  EZ.  Cette  note  se 
rapporte  à  la  fin  de  la  phrase  précédente. 

(C)  Car  le  cylindre  rZA  étant  construit ,  il  est  évident  que  le 
diamètre  de  sa  base  et  son  axe  sont  nécessairement-  donnés. 

(y)  Archimède  n'en  donne  pas  le  moyen.  Eutocius  expose  très 
au  long  les  différentes  manières  de  résoudre  le  problême  des  deux 
moyennes  proportionnelles.  J'auroîs  fait  avec  plaisir  un  extrait  ie 
son  commentaire ,  si  je  n*avîois  pas  craint  de  trop  grossir  le  volume. 
Je  me  contenterai  de  dire  que  ce  problême  a  été  résolu  par  Pla- 
ton,  Arcby tas ,  Héron ,  Philon  de  Byzance,  Apollonius,  Dioclès, 
Pappus,  Sporus,  Menechime,  Eratosthène  et  Nicomède.  On  sait 
qu'avec  la  ligne  droite  et  le  cercle  seulement  le  problême  n'a  point 
de  solution,  c'est-^à-dire  qu'on  ne  sauroit  résoudre  ce  problème  avec 
la  géométrie  ordinaire. 

(/)  Puisque  TA  :  ne  :  :  MN  :  EZ  ;  par  permutation  et  à  cause  que 

He  =  KA ,  on  aura  TA  :  MN  ::  KA  :  E2.  Mais  TA  :  MN  ::  Ta  :  ne  ;  donc 

TA  :  He  ::  KA  :  EZ.  Donc  cer.  TA  :  cer.  ne  ::  KA  :  EZ.  Donc  les  basea 
B ,  K  des  cylindres  sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs 
hauteurs. 
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PROPOSITION    IIL 

(flt)  Il  est  entendu  que  la  base  de  ce  cône  doit  être  égale  au  cercle 
qui  a  pour  rayon  la  droite  Br. 

(C)  La  de'monstration  du  premier  livre  ne  regarde  qu'un  secteur 
q[>hérique  dont  la  surface  est  plus  petite  que  la  moitié  de  la  surface 
de  la  sphère  ;  mais  il  est  facile  d'en  conclure  que  Tautre  secteur 
BGZA  est  aussi  égal  à  un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  décrit 
autour  de  Br  comme  diamètre ,  et  pour  hauteur  le  rayon  de  la 
sphère. 

Çy)  Par  permutation  et  addition. 

(/)  Dans  toute  proportion  géométrique ,  le  quarré  de  la  somme 
des  deux  premiers  termes  est  à  leur  produit  comme  le  quarré  de 
la  somme  des  deux  derniers  est  à  leur  produit.  Soit  la  proportion 
géométrique  aiaqv.b'.  bq\\e  dis  qu'on  aura  : 

(a  +  ay)':a'y::(A  +  bqY  ib^q. 

En  effet ,  ces  quatre  quantités  peuvent  être  mises  sous  la  forme 
suivante  : 

(l+çya%a'y,(i  +qyb\b'q. 

Divisant  les  deux  premiers  termes  par  o*,  et  les  deux  derniers 
par  b^y  on  aura  les  deux  raisons  égales  : 

(f)  On  pourroit  déidontrer  de  la  manière  suivante  que  A£  :  ef 
::  eA  +  A£  :  AE,  lorsque  le  segment  solide  aBF  est  égal  au  cône  AAS,' 
ou  ce  qui  eàt  la  même  chose ,  lorsque  le  secteur  solide  WIB  est  égal 
au  rhombe  solide  baZG. 

Supposons  donc  que  le  secteur  solide  BFZG ,  ou  le  cône  M  soit 
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égal  au  rhombe  solide  baZS.  Nous  aurons,  sa  :  er  ::  cer.  BF  :  cer.  be 

::  Br  :  bë  ::  aF  :  AB  ::  AT  :  Afi.  Donc  Oa  :  er  ::  AF  :  AE.  D'où  Ton 
déduit,  par  soustraction,  ta  :  er  ::  Er  :  AE;  par  permutation, 


TA  :  Er  ::  er  :  AE;  et  enfin  par  addition,  AE  :  EF  ::  Ae  +  AE  :  AE.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

Je  démon trerois  ensuite  que  KE  :  EA  ::  eF  +  FE  :  FE ,  lorsque 
le  segment  solide  BaZ  est  égal  au  cône  BK2,  ou  lorsque  le  secteur 
solide  BeZA  est  égal  à  la  figure  solide  BeZK ,  en  me  conduisant  de 
la  même  manière. 

Supposons  en  effet  que  le  secteur  solide  BeZA ,  ou  que  le  cône  N 
soit  égal  à  la  figure  solide  BeZK;  nous  aurons,  xe  :  Ae  ::  cer.  BA 

:  cer.  BE  ::  ba  :  BE  ::  aF  :  BF  ::  AF  :  EF.  DoncKe  :  Ae  ::  aF  :  EF.  D'où 
l'on  déduit  par  soustraction,  KA  :  Ae  ::  AE  :  EF;  par  permutation, 
KA  :  AE  ::  Ae  :  EF  ;  et  enfin  par  addition ,  KE  :  AE  ::  er  -i-  EF  :  EF. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 


PROPOSITION    V. 


(a)  Par  permutation  et  par  addition. 


(C)  Parce  que  dans  la  proportion  continue ,  le  premier  terme  est 
au  troisième  comme  le  quarré  du  premier  est  au  quarré  du  second* 


(y)  En  effet,  puisque  XA  :  XB  ::  KB  :  BP ,  et  que  aX  est  plus  grand 
que  BX ,  la  droite  KB  sera  plus  grande  que  la  droite  bp. 
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(J^)  Parce  que  la  somiiie  des  deux  premiers  termes  d'une  propor- 
tion est  au  premier  comme  la  somme  des  deux  derniers  est  au 
troisième. 

(i)  Si  Ton  a  trois  quantite's  a ,  6 ,  c ,  la  raison  de  la  première  à  la 
seconde  est  la  même  que  la  raison  composée  de  la  raison  de  la 
première  à  la  troisième,  et  de  la  raison  de  la  troisième  à  la  se- 
conde; c'est-à-dire,  que  la  raison  de  a:b  est  composée  de  la 
raison  de  la  raison  a  à  6,  et  de  la  raison  de  c  :  6;  c'est-à-dire,  que 
la  raison  a  à  5  est  égale  à  la  raison  de  ac  à  bc. 

(«)  Cette  solution  et  cette  construction  ne  se  trouvent  point 
dans  Archimède.  Voyez  sur  ce  problême  la  note  suivante.  Cette 
note,  qui  m'a  paru  très-intéressante,  m'a  été  communiquée  par 
M.  Poinsot, 

(9)  Il  est  bien  aisé  de  voir  que  la  construction  d'Ârchimède  résou- 
droit  le  problème  ;  car  il  faut  que  le  plus  grand  segment  soit  au 
plus  petit  comme  n  à  S ,  ou  le  plus  grand  segment  à  la  sphère 
comme  n  à  n  +  S  ;  or ,  en  nommant  r  le  rayon ,  et  x  l'apothème 
Kx ,  la  première  proportion  d' Archimède , 

02  :  es  ::  n  :  S  ,  donne  ez  :  r  ::  n  :  IT  +  5. 

La  deuxième ,  (A) 

x2:eZ::BA:  ax,  devientar  — «  :  ©2  ::  4'**  •  (''+**)*• 

D'où ,  en  multipliant  par  ordre ,  on  tire  :. . 

ar— 4?:  r  ::  4r'n  :  (r  +  a?)'  (n  +  2),    (B); 

ou  bien ,  en  faisant  passer  le  facteur  (r  +  «)*  à  l'autre  extrême, 
et  le  facteur  4r'  à  l'autre  moyen ,  ce  qui  est  permis  ; 

(!?rr—ar)(r  +  «)*:4r^  ;:I7:n  +  5, 

Mais  le  premier  terme  (ar~^)  {r  +  x)*  étant  multiplié  par 
Le  tiers  du  rapport  «  de  la  circonférence  au  diamètre ,  donne  le 
volume  du  segment  dont  pc  est  l'apothème  et  r  +  x  la  flèche  ;  et  le 
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deuxième  ^r^  étant  multiplie  par  le  même  nombre  donne  la  sphère. 
Donc,  etc. 

Réciproquement ,  si  Ton  vouloit  poser  immédiatement  la  pro- 

portion  du  problême,  il  faudroit  faire  :  le  segment,  ou  -  (ar — x) 
(r  +  a?)*,  à  la  sphère,  ou  -  4''%  comme  n  à  n  +  s.  D'où  l'on 

r 

déduiroit  la  proportion  (B),  qu'on  pourroit  regarder  comme  le 


résultat  des  deux  proportions  (A)  qu'Archimède  a  su  découvrir 
par  son  génie. 

Archimède  en  promet  pour  la  fin  la  solution  ;  mais  cette  solu- 
tion ne  se  trouve  pas;  et  s'il  entend  une  solution  ordinaire,  c'est- 
à-dire,  par  la  règle  et  le  compas,  comment l'a-t-il  pu  trouver? La 
proportion  donne  pour  x  l'équation  du  troisième  degré  : 


a?'—  Zr^x  +  r*.  ar 


laquelle ,  comparée  à  la  formule  générale  x^  +  px  +  5^  =  o,  donne 
p  essentiellement  négatif,  et  —  >  ^L.^  et  par  conséquent  tombe 

27      4 

dans  le  cas  irréductible ,  et  a  sts  trois  racines  essentiellement  réelles. 
Cette  équation  répond  à  la  trisection  d^un  arc  f  dont  la  corde  c 

'seroit  égale  à  2  r  ( )  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  r.  Car 

en  nommant  x  la  corde  du  tiers  de  cet  arc ,  on  a  par  la  géomé- 
trie, x^— 5  r*x  -^  r^.c^s^  o\  de  Sortd  que  l'une  des  racines  de 

Téquation  est  la  corde  de  Tare  -  ;  et  les  deux  autres  sont  les  cordes 
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respectives  des  arcs  — r — ,  — = —  (en  nommant  u  la  circonférence 

entière).  Car  on  sait  que  la  même  corde  c  répond,  non-seulement 
à  l'arc  p ,  mais  encore  aux  arcs  u  +  p^  !iu  +  p;  et  encore  à  une 
infinité  d autres  Sw  +  f ,  etc,  «  — ^,  aw  — ^,  etc.,  mais  dont  les 
tiers  redonneroient  les  mêmes  cordes  que  les  trois  premiers. 

Ainsi  Archimède  auroit,  par  sa  construction  ,  exprimé  des  radi- 
caux cqbes  par  des  radicaux  quarrés ,  et  résolu  le  problème  de  la 
trisection  de  l'angle ,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  penser  que 
s'il  a  donné  la  construction  qu'il  annonce ,  elle  n'étoit  pas  géomé^ 
trique,  c'est-à-dire  qu'elle  se  faisoit  par  le  moyen  du  cercle  et  de 
quelqu'autre  section  conique,  telle  que  la  parabole.  Mais  d'un  autre 
côté,  comme  il  n'emploie  jamais  dans  ses  constructions  que  la  règle 
et  le  compas,  il  est  plus  probable  qu'il  n'avoit  pas  encore  de  solution  ; 
et  que  ne  la  jugeant  pas  d'abord  supérieure  au  cercle,  il  ne  l'annonce 
pour  la  fin ,  que  dans  l'espérance  où  il  est  de  la  trouver  lorsqu'il 
viendra  à  s'en  occuper  d'une  manière  particulière.  £t  cela  devient 
plus  probable  encore  ,  si  l'on  observe  que  l'inconnue  de  sa  propor* 
tion  ayant  nécessairement  trois  valeurs  réelles  différentes ,  il  est 
impossible  que  sa  construction  t  quelle  qu'elle  fût ,  les  ait  distin- 
guées pour  lui  en  donner  une  de  préférence  aux  autres.  Or,  dans 
ce  cas ,  il  n'auroit  pu  s'empêcher  d'en  faire  la  remarque ,  et  de 
dire  un  mot  Sur  ce  singulier  paradoxe ,  d'avoir  trois  valeurs  dif- 
férentes, pour  résoudre  un  problème  qui  n'a  évidemment  qu'une 
seule  solution  ;  car  il  est  évident  qu'il  n'j  a  qu'une  manière  de 
couper  la  sphère  en  deux  segmens  qui  soient  dans  une  raison 
donnée.  Il  est  donc  peu  probable  que  la  construction  d'Archi- 
mède  soit  perdue,  puisqu'il  est  très -probable  qu'elle  n'a  point 
existé, 

Au  reste,  si  Ton  veut  voir  oe  que  signifient  les  trois  valeurs 
qu'on  trouve  pour  J'apothème  inconnue  jp ,  on  considérera  que  la 

(n  -^  s  \ 
■  ■  '    J ,  et  par  conséquent  plus  pe- 
tite que  le  diamètre  !ir;  •=  est  lîécessairement  moindre  qu'un 

5      .  * 
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sixième  de  là  circonférence  u.  Par  conséquent  la  première  racine 

X  =  cord.  -=  est  nécessairement  plus  petite  que  le  rayon ,  et  les 

deux  autres  x  z=z  cord.  — = — ,  x  =  cord.  — ^ — ,  sont  nécessai- 
rement plus  grandes.  De  ces  trois  valeurs ,  il  n'y  a  donc  que  la 
première  qui  puisse  résoudre  le  problème  que  Ton  a  en  vue, 
puisque  l'apothème  du  segment  est  toujoiirs  plus^  petite  que  le 
rayon  de  la  sphère.  Les  deux  autres  racines  résolvent  donc  queU 
qu'autre  problème  analogue  intimement  lié  à  celui-là.  Elles  indi^ 
qiient  deux  sections  à  faire  dans  le  solide  décrit  par  la  révolution 
de  l'hyperbole  équilatère  de  même  axe  que  le  cercle  générateur 
de  la  sphère  ;  et  ces  sections  faites  aux  distances  x'  et  x^'  du  centre , 
déterminent  en  effet  deux  segmens  hyperboliques  respectivement 
égaux  à  ceux  de  la  sphère  proposée.  Car  si  l'on  nomme  x  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  sur  la  base  du  segment  hyperbo- 
liquci  de  sorte  que  x  —  r  en  soit  la  flèche ,  on  trouve ,  pour  le  vo- 
lume  de  ce  segment , 

m 
« 

ce  qui  est  aussi  l'expression  du  segment  sphérique  dont  la  idèche 
est  r  —  X.  Ainsi  la  liaison  intime  de  l'hyperbole  équilatère  au 
cercle ,  fait  qu'on  ne  peut  résoudre  le  problème  proposé  dans  la 
sphère ,  sans  le  résoudre  en  même  temps  dans  l'byperboloïde  de 
révolution. 
La  suite  des  signes  dans  Féquation , 


«^  — 3r'4?  +  r**^r 


fait  voir  que  des  trois  racines  x,  x\  x'\  deux  sont  nécessaire- 
ment positives  et  la  troisième  négative  ;  et  l'absence  du  second 
terme  montre  que  rel^e^i  est  égale  à  la  somme  des^eux  autres. 
On  prendra  donc  les  deux  plus  petites  cordes,  qui  sont  x  et  4t'^' 
etipius;  et  l'autre  jip'  en  moins.  La  preiiiière  portée  à  droite  à- 
partir  du  centre  sur  le  diamètre  répondra  aux  deux  segmens  sphé« 

59 


4G6  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CYLINDRE. 

riques  qui  sont  entre  eux  comme  n  à  s  ;  la  deuxième  portée  du 
même  côte  sur  la  même  ligne  répondra  au  segment  hyperbolique 
égal  an  segment  sphérique  adjacent;  et  la  troisième  portée  à 
gauche  répondra^  dans  l'autre  partie  de  Thyperboloîde ,  à  un  seg^ 
ment  égal  au  second  segment  sphérique  adjacent  :  de  sorte  que  ces 
deux  segmens  de  Thyperboloïde  seront  aussi  entre  eux  comme  II 
et  £,  et  que  leur  somme  sera  aussi  égale  à  la  sphère  proposée. 

Telle  est  Tanalyse  de  ce  problème  dont  les  divers  exemples 
peuvent  vérifier  ce  qu'on  vient  de  dire.  Qu'on  suppose,  par 
exemple,  n  =  z,  auquel  cas  on  veut  partager  la  sphère  en  deuv 
parties  égales.  On  aura , 

cord.  ^  =  a  r  (  ■— J  =  <^  ; 

\n  +  ï/ 

par  conséquent, 

X  r=z  cord.  =^  =  0. 

5 

Ce  qui  indique  d'abord  la  section  à  faire  par  le  centre,  comme  .cela 
doit  être.  Ensuite  on  aura  : 

:ir'  =  cord.-  = — rv/5^etx'  =  cord.-r-  =  rV^5; 

ce  qui  répond  à  deux  segmens  hyperboliques  égaux  entre  eux  et  à 
la  demi-sphère  ,  comme  on  peut  s'en  assurer» 

Si  l'on  suppose  2  =  0,  on  a  Cord.  •  =  ar,  et  par  conséquent 

^  =  -•  On  a  donc  x  =  cord.  -  =  r;  ce  qui  indique  un  segment 

nul  et  un  autre  égal  à  la  sphère.  Ensuite  x^  =  cord.  luss^r^  et 

x'  ===  cord.  -  ==  3  r,  pu  plutôt  — •  a  r;  ce  qui  indique  deux  segmens 

dans  l'hyperboloïde ,  l'un  nul  et  l'autre  égal  à  la  sphère.  Au  reste, 
dans  ces  deux  cas ,  l'équation  offre  d'elle-même  ses  racines  ;  car 
4ans  le  premier  elle  devient ,  x^/— 5r*x  =  o,  qui  donne  sur-le-, 
obamp  i;  a  o ,  et  AT  =  ±:  v/g7*  ~  ±ir  V'J";  ce  qui  est  le  côté  du 
tl*iangle  équilatéral  inscrit* 


x' 
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Dans  le  second  cas ,  elle  devient  :r  '  — -  3  r*  jf  +  i  r *  3=2  o ,  et  se 
décompose  en  ces  trois  facteurs,  (4?— r),  ('«— r),  (x  —  2r). 

Si  l'on  vouloit  construire  Téquation  par  le  moyen  du  cercle 
.et  de  la  parabole ,  on  pourroit  employer  le  cercle  dont  l'équa- 
tion est  : 

et  la  parabole  dont  l'équation  est,  «'—  rj'  =  o;  car  en  éliminant 
y  entre  ces  équations,  afin  d'avoir  les  abscisses  x  qui  répondent 
aux  points  d'intersection  des  deux  courbes ,  on  trouve  : 

et  divisant  par  x  » 

/n  — ï\ 

•5r*«  +  r*. arl— J  ^0; 

\n  +  x/  ,  - 

ce  qui  est  l'équation  proposée. 

Enfin ,  nous  observerons  que  le  problème  dont  il  s'agit  étant 
proposé  pour  l'ellipsoïde  de  révolution,  conduit  absolument  à  la 
même  équation.  Ainsi,  en  nommant  a  le  demi-grand  axe  de  Tel-* 
lipse,  on  a,  pour  déterminer  l'apotbème' 4;  de  deox  segmens  qui 
sont  entre  eux  comme  n  et  S ,  l'équation 

\n  +  £/ 
et  comme  le  second  axe  b  n'entre  pas  dans  cette  équation ,  on  peut 
conclure  qu'on  apra  toujours  les  mêmes  solutions  pour  tous  les 
ellipsoïdes  de  révolution  de  même  axèa;  él  potir  tous  lés  nypër- 
boloïdes  conjugués ,  puisque  l'équation  de  l'ellipse  ne  diffère  de 
celle  de  l'hyperbole  que  parie  signe  dti  quarté  Me  ce  second  axe: 
et  c'est  ce  qui  confirme  encore  ce  que  nous  avons  déjà  dit ,  que  la 
question  ne  peut  être  proposée  pour  Fdilipsoldé,  sans  1  étreén  sbéme 
tèttipii  pour  l'hyperbôlwdfe  ëdnjiigué.      '''    '''''■''       •'•«.-    ''ii-^ 


mO'J'l    l  \,  >i    "^ 
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PROPOSITION   YL 


(«)  Puisque  les  segmens  EZH,  eKA  sont  semblables,  on  aun 


O  N 

ZO  :  ♦O  ::  VS  :  TS ,  et  par  addition ,  So  +  <ftO  :  «O  ::  P*  +  TS  :  TS. 

Mais  on  a  d'ailleurs , 

SO  -f  40  :  «o  ::  û«  :  H«, 

?n  +  rs:  rs  ::  -«^T  :  AT; 

donc  n*  :  h*  :;  '♦'T  ;  AT.  Donc  par  permutation  ft*  :  '^•T  ::  H»  :  AT. 
Mais  H«  :  AT  ::  £Z  :  KG,  à  cause  que  les  segmens  sont  semblables; 
donc  û*  :  '*'T  ::  E2  :  l^S.  Donc  les  cônes  EZn ,  ^eK  sont  semblables, 
puisque  leurs  hauteurs  sont  proportionnelles  aux  diamètres  de 
leurs  bases. 

« 

(()  C'est-à-dice ,  qu'elles  forment  une  progression  géome'trique. 
V    '  '  ,     PROPOSITION   IX 


r 

..  («^•^^e.  i^i^ou  4oi|l)lëe  d'une^utre  rs^ison  est  cette  seconde  rai* 
son  multipliée  par  elle-même,  et.  unç  ir^ison  sesquialtère  d'une 
autre  raison  est  cette  seconde  raison  multipliée  par  sa  racine 
quarrée. 

(C)  Car  la  proportion  BA  +  aZ  :  aZ  ::  dZ  :  2B  donne  par  soustrac- 
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lion  la  proportion  suivante,  £a  :  az  ::  Be  :  ZB,  qui  devient ,  en 
échangeant  les  extrêmes ,  BZ  :  Za  ::  se  :  £à  =  B£. 

(y)  En  effet  9  dans  la  proportion  BZ  :  ZA  ::  SB  :  B£,  la  droite  BZ 
étant  plus  grande  que  la  droite  Za  ,  il  est  évident  que  6B  sera  plus 
grand  que  BB. 

(f)  Et  par  permutation  y  KZ  :  HZ  ::  ZB  :  Za. 


(1)  Car  puisque  Be  >  BK ,  il  est  évident  que  ©B  :  BZ  >  BK  :  BZ. 
Donc ,  par  addition  ,  SZ  :  Bz  >-  Kz  :  Bz ,  et  par  conversion ,  OZ  :  SB 
<;  KZ  :  BK.  Donc ,  par  permutation ,  ez  :  KZ  <^  SB  ;  BK. 

(^  La  première  surface  étant  égale  au  quarré  de  Tordonnée  AZ, 
et  la  seconde  étant  égale  au  quarré  du  rayon ,  la  première  sur- 
face est  plus  petite  que  la  seconde ,  parce  que  toute  ordonnée  qui 
ne  passe  pas  par  le  centre  est  plus  petite  que  le  rayon. 

(fl)  Puisque  bn  =  GB  x  BK,  on  aura,  SB  :  bn  ::  bn  :  bk.  Donc 


6B  :  BK  ::  bn  :  BK.  Mais  OB  :  BN  ::  BN  :  BK;  donc,  par  addition , 
SN  :  BN  ::  KN  :  BK,  Donc  ON  :  BN  ::  KN  :  BK  ;  et  par  permutatiop , 
eN*:  KN*:: BN*:  ii!  Mais  ©B  :  BK  ::  BN*  BK;  donc  OB  :  BK  ::  ©N*:  Kn! 

■ 

(/)  Que  les  trois  quantités  a,  b,c  soient  telles  que  a*  :  ft*  >  6  : c; 

1    i 
je  disque  a:  c>  b^ic^. 

Prenons  une  moyenne  proporticmnelle  d  entre  &  et  c ,  de  ma« 

nière  qu  onait  &  :  d  ::  42:c;  puisque  a'  :  6*  >  6:  c^  et  que  6  :c::6*  :  d^j 


\ 
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nous  aurons  a'  :  i*  >  fc*  :  rf*  ;  ou  bien  a:  b^  b  :  d.  Faisons  en  sorte 
que  rx  c  :  d:  b  :  e.  Puisque  ces  quatre  quantités  forment  une  pro^ 

gression  géométrique,  on  aura  e  :  c  ::  b^  :  d^.  Mais b:  d::  b^  :  c  ^  j 

11  11 

parce  que  b  :  c*::  b*  :d*;  donc  b^  i  d^  ::  b*  : c*. Donc eic::  b*  :  c*. 

Mais  a  >>  e  ;  car  si  a  étoit  égal  à  ^ ,  on  auroit  rr  a  :  b:d:Cj  et  par 
conséquent  a*  :  b*  ::  b  :  Çy  et  si  a  étoit  plus  petit  que  e^  on  au- 
roit a*  :  A'  <  A  :  c.  Mais  a*  :  6*  >  6  :  c;  donc  a  >  ^.  Donc 

a  :  c  >  ^  '  :  c'.  Or,  Archimède  a  démontré  queOZ  :  ZK  >  ZK  :  ZH; 
donc  ez  :  ZH  >  ZKâ  :  ZH». 

(a)  En  effet,  puisque  le  segment  BAA  :  cône  BAA  ::  HS  :  er  (a,  5); 
que  le  cône  Baa  :  cône  BFA  ::  AS  :  er,  ces  deux  cônes  ayant  la 


■       «A 
même  base,  et  que  le  cône  BFa  :  segment  bfa  ::  AO  :  ez  (2 ,  5). 
Multipliant  ces  trois  proportions,  terme  par  terme,  on  aura  : 
segment  baa  x  cône  baa  x  cône  bfa  :  cône  baa  x  cône  Br4k 
X  segment  BFa  ::  HS  x  AS  x  AS  :  er  x  ^r  x  ©Z; 
.  ou  bien , 

.  segment  Baa  :  segment  Bfa  ::  segment  BAA  x  cône  Baa  x  cône 
BFA  :  cône  BAA  x  segment  BrA  ::  He  x  Ae  x  Ae  :  er  x  er  x  ez. 

(fc)  Soient  quatre  droites  a ,  e ,  dy  &  ;  je  dis  que  la  raison  com- 
posée de  la  raison  de  la  surface  comprise  sous  a,  bj  au  quarrë 
^  construit  sur  c,  et  de  la  raison  de  6  à  ^,  est  égale  à  la  raison  de 
la  surface  comprise  sous  a,  6,  multipliée  par  b ,  au  quarré  dé  c, 
multiplié  par  d.^  ou  ce  qui  est  la  même  chose ,  je  dis  que  la  raison 
composée  de  la  raison  de  ab  k  ac^  et  de  la  raison  de  &  à  J,  est 
égale  à  la  raison  de  ab  multiplié  par  b ,  au  quarré  de  c  multiplie* 


y 


LIVRE    SECOND.  471 

par  d\  c'est-à-dire,  que  la  raison  composée  de  la  raison  ah  à  c*,  et 
de  la  raison  de  6  à  J,  est  égale  à  la  raison  de  a6  x  6  à  c^d.  Ce  qui 
est  évident* 

• 

(t^)  Cette  proposition  peut  se  démontrer  algébriquement  avec  la 
plus  grande  facilité. 

Appelons  r  le  rayon  de  la  sphère,  et  x  la  droite  £Z.  La  droite  à2 
sera  égale  à  r  -—  x  ;  et  le  plus  grand  segment  de  la  sphère ,  qui  est 

ABr,  sera  égal  à  — - —  x  ez,  c  est-à-dire  à  — - —  ^ il-Lzi^ 

——a 

et  le  plus  petit  segment ,  qui  est  A^r ,  sera  égal  à  ■  x  HZ , 

c  est  -à-dire  a  — - —  -^ — ^-^ • 

5  X 

Il  faut  démontrer  d'abord  que  la  raison  de 

n  X  Az  {nr  —  x)  (r+a?)nxAZ  (2r+*)  (r  —  x) 

5  r  —  »  5  ip 

est  moindre  que  la  raison  doublée  de  la  surface  du  plus  grand  stftm 

meut  à  la  surface  du  plus  petit  ;  c'est-à-dire  que 

r  —  XX  * 

Il  faut  démontrer  ensuite  que 

Ou  ce  qui  est  la  même  chose ,  il  faut  démontrer  d'abord  que 

(ar  —  x)  (r  +  *) 

r—x  (r +  s)' 

.  (ar+  «)  (r— *)  '^  (r— «)•* 

AT 

et  il  faut  démontrer  ensuite  que 

(ar— a?)  (r+ j?) 


N, 


(ar  +  x)  (r  — x)  ^  (r— .*)ï* 
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Ce  qui  sera  évident,  quand  on  aura  fait  les  ope'rations  conve- 
nables. 

PROPOSITION    X 

(«)  Si  une  droite  est  coupée  en  deux  parties  inégales  en  un  point 
et  encore  en  deux  autres  parties  inégales  dans  un  autre  point,  le 
rectangle  compris  sous  les  deux  segmens  qui  s'éloignent  moins  du 
milieu  de  cette  droite,  est  plus  grand  que  le  rectangle  compris 
sous  les  deux  segmens  qui  s'en  éloignent  davantage  ;  d'où  il  suit 
que  si  le  plus  petit  côté  de  l'un  de  ces  rectangles  est  plus  grand 
que  le  plus  petit  de  l'autre  rectangle  ,  le  premier  rectangle  est  plus 
grand  que  le  second. 

Cette  proposition  est  démontrée  généralement  dans  Euclidci 
mais  ici  c'est  un  cas  particulier  facile  à  démontrer. 

En  effet ,  le  rectangle  AP  x  Pr  est  égal  au  quarré  de  l'ordonnée 
qui  passe  par  le  point  P ,  et  le  rectangle  AK  x  kf  est  égal  au 
quarré  de  l'ordonnée  KB.  Mais  l'ordonnée  qui  passe  par  le  point  P 
est  plus  grande  que  l'ordonnée  KB  ;  doqc  le  rectangle  AE  x  Pr  est 
plus  grand  que  le  rectangle  AK  x  KF. 

(C)  Le  quarré  de  AP  est  égal  à  AK  x  r^;  cai^  puisque  AP  =  EA , 

— «      E2  — *      AB 

•t  que  EA  =  — ^  il  est  évident  que  AP  =  — ,  puisque  AB  =  EZ. 

(y)  En  effet,  puisque  AP  x  PF  4-  AP  >  AK  x.KF  4-  AK  x  r^, 
on  aura  (Pr  +  AP)  ap  <  (kf  +  rs)  ak,  ou  bien  fa  x  AP  >  SK  x  ka. 


HH  DU  CQMMSNTAIBE  SUR  LA  SFHÂBJB  ET  UB  CYUKDBB. 
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PROPOSITION   PREMIERE. 

(<^)  xL  ir  effet ,  puisque  la  somme  des  segmens  restant  est  égalé  au 
cei*cle  moins  la  figure  rectiligoe  inscrite ,  le  cercle  moiris  cette 
figure  rectiligne  sera  plus  petit  que  le  cercle  moins  le  triangle. 
Donc  la  figure  rectiligne  est  plus  grande  que  le  triangle,  v 

(C)  Car  nous  Tenons  de  démontrer  que  la  figure  rectiligne  est 
plus  grande  que  ce  triangle.   . 

(y)  En  effet ,  puisque  OP  >  PM ,  le  triangle  OAP  est  plus  grand 
que.  le  triangle  PAM  ;  par  la  même  raison  le  triangle  OAn  est  plus 
grand  que  le  triangle  IIAZ. 

PROPOSITION    III. 

(«)  Car  le  sinus  du  tiers  d'un  angle  droit  étant  égal  à  la  moi- 
tié du  rayon ,  et  le  rayon  étant  au  sinus  comme  la  sécante  est 
à  la  tangente ,  âl  est  évident  que  E2  sera  double  de  ZT ,  c'est-à-dire 
que  EZ  :  ZT  ::  5o6  :  i55.  Mais  ZE  =  5o6 ,    et  zr  =  i55  ;  donc  la 

droite  lE  égalera  V  5o6  —  x  55  ;   c'est-à-dire  a65  et  une  fraction. 
Donc  TE  :  zr  >  a65  :  i55. 

(f)  Puisque  la  raison  de  TE  :  FH  >  671  :  1 55 ,  il  est  évident  que  si 

60 
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rH  vaut  i55,  la  droite  te  surpassera  571,  Donc  TE  4-  TH  :  TH 
>  57!*+  T55  :  T53.  Maïs  TiV  rH*s£=  Îh;  donc  ÊhN  rH*>  671 


+  i5S  :  i55;   c'eët- à-dire ,  £H  :  TH  >  S49450  :  23409;  et  si  l'on 
extrait  \èB  racines  quarréel,  on  aura  JËIi  :  FH  >  591^  t  iSS. 


FIN  DU  COMMENTAIRE  SUR  I.A  MÊStfltË  DV  t^ERCîJS. 
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COMMENTAIRE 


SUR 


LES  CONOÎDES  ET  LES  SPHÉROÏDES. 


,    ARCHIMÉDÊ   A   DOSITHÉK 

(*)  JJans  Archimède  l'ellipse,  la  parabole  et  l'hyperbole  sont  tou- 
jours nommées  section  du  cône  acutangle,  section  du  cône  rec- 
tangle et  section  du  cône  obtusangle. 

Par  cône  acutangle,  il  entend  un  cône  droit  dont  les  côtés  qui 
sont  les  intersections  de  sa  surface  et  du  plan  conduit  par  Taxe ,' 
forment  un  angle  aigu.  Si  ces  intersections  forment  un  angle  droit, 
le  cône  s'appelle  rectangle ,  et  si  elles  forment  un  angle  obtus , 
le  cône  s'appelle  obtûsangle. 

En  effet,  que  chacun  de  ces  cônes  soit  coupé  par  un  plan  per- 
pendicfHaire  sur  un  des  côtés  de  l'angle  formé  par  le  plan  qui 
passe  par  l'axe,  il  est  évident  que  la  section  du  cône  acutangle 
sera  une  ellipse ,  puisque  le  plan  coupant  rencontrera  l'autre  côté 
du  cône;  que  la  section  du  cône  rectangle  sera  une  parabole, 
puisque  le  plan  coupant  sera  parallèle  à  l'autre  côté ,  et  que  la  sec- 
tion du  cône  obtûsangle  sera  une  hyperbole ,  puisque  le  plan 
coupant  rencontrera  le  prolongement  de  l'autre  côté. 

Archimède  ayant  nommé  section  du  cône  rectangle,  ce  que 
nous  appelons  parabole ,  et  section  du  cône  obtûsangle ,  ce  que 
nous  appelons  hyperbole ,  il  nomme  conoide  rectangle ,  le  solide 
de  révolution  engendré  par  une  parabole  ,  et  conoide  obtûsangle, 
le  solide  de  révolution  engendré  par  une  hyperbole.  Pour  éviter 
lés  circonlocutions,  et  à  l'exemple  d'Apollonius,  j'emploierai  les 
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.  mois  ellipse^  parabole  et  hyperbole \  et  par  conséquent  les  mots 
conoïcle  parabolique  et  conoïde  hyperbolique. 

(C)  Toutes  les  paraboles  sont  semblables;  donc  tous  les  conoïdes 
paraboliques  sont  encore  semblables.  Les  hyperboles  semblables 
sont  celles  dont  les  axes  sont  proportionnels.  Donc  les  conoïdes 
hyperboliques  semblables  sont  ceux  qui  sont  engendrés  par  des 
hyperboles  semblables. 

PROPOSITION    L 

(et)  Soit  a  la  plus  petite  des  quantités  inégales  j  et  n  le  nombre 
de  ces  quantités  ;  la  plus  grande  égalera  an  ;  leur  somme  égalera 

f jn,  et  le  double  de  leur  somme  égalera  (an+  a)n^  c'est- 
à-dire  an*  +  an  ;  mais.la  somme  des  quantités  égales  est  égale  à  a/z  •  ; 
donc  la  somme  des  quantités  égales  est  plus  petite  que  le  double 
de  la  somme  de  celles  qui  se  surpassent  également  de  la  quantité 
an,  c'est-à-dire  de  la  plus  grande  des  quantités  inégales.  Mais  la 
somme  des  quantités  inégales,  la  plus  grande  étant  exceptée,  est 

,    ,    ,      (n — i)  (n — i)        1111, 
égale  a  a ^ ;  et  le  double  de  cette  somme  est  égale 

àa(n— i)(/ï  —  i),  c'est-à-dire  à  an*  '■^2an+  a;  donc  la  somme 
des  quantités  égales  surpasse  le  double  de  la  somme  des  quantités 
inégales ,  la  plus  grande  étant  exceptée  j  de  :kan  —  a ,  c'est-à-dire 
du  double  de  la  plus  grande  des  quantités  inégales ,  moins  la  plus 
petite  de  ces  quantités.  Donc  la  somme  des  quantités  égales  est 
plus  grande  que  la  somme  des  quantités  inégales,  la  plus  grande 
étant  exceptée. 

PROPOSITION    IL 


(«t)  Soient  les  quantités 

a,  aby  abc,  etc. 
ae,  abfy  abcgj  etc. 


d  y  db  y  dbc  y  etc. 
dey  dbfy  dbcgy  etc. 
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l'on  aura  a  :  ab  ::  d:  db\  ah  :  abc  ::  db  :  dbc  ;  a\  aew  d  :  de  ;  a& 
:  abfw  db  :  tfi/;  aie?  :  abcg  ::  c?6c  :  dbcgy  etc.  Je  dis  que  a  -h  ab 
+  aie  :  a^  +  abf  +  aicgf  ::  d  +  db  -^^  dbc  :  rfe  +  dbf  +  J6cg. 
Ce  qui  est  évident  ;  car  en  échangeant  les  moyens  et  en  décompo- 


sant, on  a 


a(i  +b  +  bc):d(i  +  b+  bc)  ::a(e  +  bf+  bcg)  :d(e+  bf+  bcg), 
c'est-à-dire  a  :  d  ::  a  :  d, 

(C)  Cela  est  évident ,  car  dans  ce  cas  au  lieu  de  la  proportion 
a(i  +  b  +  bc):d(i+  b  +  bc):ia(e  +  bf  +bcg):  d(e+bf  +  bcg)^ 
on  auroit 

a(i  +  b):d(i  +  b)::  a  (e  +  bf)  :  d  (e  +  bf). 

PROPOSITION    III. 

(a)  Appliquer  à  une  ligne  une  surface  dont  la  partie  excédante 
soit  un  quarré ,  c'est  appliquer  à  celte  ligne  un  rectangle  tel  que 
Texcès  de  sa  hauteur  sur  cette  même  ligne  soit  égal  à  sa  base. 

(C)  Voyez  cette  proposition  et  la  note  (d)  qui  l'accompagne. 

(y)  Cette  proposition  d'Archimède  pourroit  se  démontrer  algé- 
briquement de  la  manière  suivante. 

Que  le  côté  du  plus  petit  quarré  soit  1 ,  et  le  nojnbre  des  quarrés 
n.  Que  a  soit  une  des  lignes  qu'Archimède  appelle  A.  La  somme 

des  quarres  sera  égale  a g ,  et  la  somme  des  rec- 

tangles  où  est  la  lettre  A  sera  égale  à  ( l/i,  cest-a-dire 

on-t  <^^    Donc  la  somme  des  quarrés,  conjointement  avec  la  somme 

des  rectangles  ,  sera  égale  à 

.  i  (an» +3 /»•+») +ï («»  +  «'»*)•        • 


478  DES   CONOIDES 

La  somme  de  tous  les  rectangles  où  sont  les  lettres  8,  l,  K,  A  est 
égale  à(a  +  n)/»*. 

Il  faut  démontrer  que  Ja  raison  de  {a  +  n) n^  k 

^  (an^  +  5n^  +  n)  +  ^  (a/ï  +  an*) 

est  moindre  que  la  raison  de  n  +  a  kjJi  ^^a^et  que  la  raison 

est  plus  grande  que  la  raison  de  /i  +  aàjTi  +  7^9  c'est-à-dire 
qu'il  faut  démontrer  que 

(n  +  a)  n* 
'^(an'  +  5/iV+  n)  A-  i(an+an*) 

,  n  +  a 

est  plus  petit  que  ; p—  ,  et  que 

j /»  +  7a 

(a4-n)n* 

{(^n^+  5/»*  4-  /»)  +  r (an  +  an*)  —  {n  +  a)n 

n  *^  a 
est  plus  grand  quq^; p^.  Dans  le  premier  cas,  je  fais  dispa- 

rottre  les  dénominatears ,  je  supprime  les  facteurs  communs ,  et 
la  première  quantité  devient  a  /i  *  +  3  a/? ,  et  la  seconde  devient 
^n*  +  5 an  H-  5a  +  3/i  +  i#  Or,  la  première  quantité  est  plus 
petite  que  la  seconde  ;  donc  le  premier  cas  est  démontré.  Pour 
le  second  cas,  je  me  conduis  d'une  manière  sen^blable.  La  pre- 
mière quantité  devient  2n*H-5a;i+5a+6rt,  et  la  seconde  de- 
vient a  n*  -{-  5an  +  i*  Or,  la  première  quantité  est  plus  grande 
"  que  la  seconde  ;  donc  le  second  cas  est  aussi  démontré. 

(f)  Apollonius,  liv.  m,  prop.  17  et  18. 

PROPOSITION    IV. 

(jf)  Apollonius,  liv.  i,  prop.  46. 

« 

(7)  Conduisons  la  droite  an  tangente  à  la  parabole  au  point  a  ; 
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prolongeons  HB  ,  et  du  point  A  menons  la  perpendiculaire  âM  sur 
BH.  Nommons  AM,  y,  et  BM,  x  ;  que  A  soit  le  pa^mètre.  On  aura  aM 

=  v/Aa?,  MN  =a:i;,  AN  =  \/4**  +  ^*>  A2  =  y/ (4a;  +  A)  az. 


Les  deux  triangles  AKZ ,  aMN  étant  semblables ,  on  aura  Az  :  AK 
::  V4^'  -HA*:  y  A;c;  ou  bien  Ai  :  AK  ::  4***  -h  ^x  :  A^;  c'est- 
à-dire  AZ  :  AK  ::  4*  +  A  :  A.  Donc  N  =  4*  +  A.  Mais  4«  +  A 
est  égal  au  paramètre  du  diamètre  AK  ;  donc  az  =  N  x  az. 

(j)  Apollonius,  liv.  i,  prop*  11* 

PROPOSITION    V. 

(et)  En  effet,  puisque  MA  :  KA  ::  B6>  :  £&,  o^aura  MA  4:  B€^  :  KA 
4-  £e  ::  B0  :  £e.  Multipliant  la  première  rais(Hi  par  Ae,  on^ura^ 

(MA  +  se)  Ae  :  (ka  4-  fie)  Aa  ::  se  :  £e. 

Mais  le  premier  produit  est  égal  au  trapèze  compris  entre  les  or- 
données du  cercle ,  et  le  secood  prpdtiit  est  égal  au  trapèse  comr: 
pris  entre  les  ordonnées  de  l'ellipse  ;  donc  trapèze  £A  :  trapèze  OM 
::  e£  :  B0. 

(C)  Xuclide ,  liv.  zu ,  prop.  9 ,  dëfiioatre  tpi^on  peut  inificrira 
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dans  un  cercle  un  polygone  de  manière  que  la  somme  des  segmens 
placés  entre  la  circonférence  et  les  côtés  du  polygone  soit  plus  petite 
qu'une  surface  donnée.  On  démontreroit,  absolument  de  la  même 
manière  qu'on  peut  inscrire  dans  une  ellipse  un  polygone  dont  .la 
somme  des  segmens  compris  entre  l'ellipse  et  les  côtés  du  polygone 
inscrit  seroit  plus  petite  qu'une  surface  donnée.  Cela  posé ,  si  l'on 
inscrit  dans  l'ellipse  un  polygone  dont  la  somme  des  segmens  soit 
plus  petite  que  l'excès  de  la  surface  comprise  dans  l'ellipse  sur  le 
cercle  '^ ,  il  est  évident  que  le  polygone  inscrit  sera  plus  grand 
que  le  cercle  ■*". 

PROPOSITION   VL 

« 

(a)  Donc  si  l'on  multiplie  ces  deux  proportions  termes  par 
termes ,  et  si  l'on  supprime  les  facteurs  communs  des  deux  termes 
de  chaque  raison ,  la  surface  X  sera  au  cercle  f^  comme  la  surface 
comprise  sous  AT ,  Bù  est  au  quarré  de  £Z. 

PROPOSITION   VIL 

(oc)  Donc  par  raison  d'égalité ,  la  surface  A  sera  à  la  surface  B 
comme  TA  est  à  £Z. 

PROPOSITION    VIIL 


(«t)  Par  le  point  E  menons  la  droite 
IIB  parallèle  à  AB ,  on  aura  les  deux 
proportions  suivantes,  Aa  :  ITE  ::  ùT 
:  TE;  i^B  :  EP  ::  àT  :  EF.  Ces  deux  pro- 
portions donnent  aa  x  ab  :  nE  x  EP 

:t  AF  :  Er  ;  ou  bien  AA  X  AB  :  ùT  ::  IlE 

X  EP  :  EF,  Mais  l'angle  Z  est  plus  petit 
que  l'angle  PIIF ,  qui  est  égal  à  l'angle 
npj,  Donc  l'angle  Z  est  plus  petit,  que 


■r  vi:    ■;, 
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l'angle  Pnt.  Faisons  Tangle  eds  égal  à  l'angle  z.  Les  deux  triangles 
ZEP ,  Eriz  seront  semblables.  Donc  HE  :  EZ  ::  SE  :  EP  ;  donc  riE  x  EP 

=  SE  X  E2.  Mais  nE  X  EP  :  Er  ::  aa  x  aB  :  af  ;  donc  2E  x  E2  :  Er 

::  AA  X  AB  :  aF.  Donc  la  raison  de  AE  x  EZ  à  Er  est  plus  grande 

que  la  raison  de  aa  X  AB  à  af. 

(6)  Par  raison  d'égalité, 

(>)  En  effet,  AB  :  En  ::  AA  :  AH  ,  et  EZ  :  EP  ::  AZ  :  AO.  Donc  AE  X 
EZ  :  En  X  EP  ::  AA  X  AZ  :  AS  X  AO. 

(f)  Parce  que  dans  Tellipse  le  quarré  de  la  moitié  du  grand  dia- 
mètre est  au  quarré  de  la  moitié  du  petit  diamètre  comme  le  quarré 

d'une  ordonnée  est  au  produit  des  abscisses  correspondantes. 

ta 

(<)  Par  raison  d'^alitë. 

PROPOSITION  IX. 

(a)  Dans  cet  endroit ,  Ârchimède  se  sert  pour  la  première  foi3  du 
mot  %KKii'\iÇi  eïlipsis. 

{€)  Dans  ce  cas ,  le  problème  seroit  résolu. 

{y)  Dans  l'ellipse  le  quarré  d'une  ordonnée  est  au  produit  des 
abscisses  correspondantes  comme  le  quarré  du  diamètre  conjugué 
est  au  quarré  du  diamètre.  Donc  N  *  est  à  Zax  AH  comme  le  quarré 
du  diamètre  conjugué  de  l'ellipse  décrite  autour  du  diamètre  2H 
est  au  quarré  de  ZH.  Mais  le  quarré  du  diamètre  conjugué  de 
l'ellipse  décrite  autour  du  diamètre  E  est  au  quarré  de  Efi  comme 
N  *■  est  à  ZA  X  AO.  Donc  le  quarré  du  diamètre  conjugué  de  l'ellipse, 
décrite  autour  du  diamètre  £B  ^t  au  quarré  de  son  autre  diamètre 
EB  comme  le  quarré  du  diamètre  conjugué  de  l'ellipse  décrite  au-» 
tour  de  ^H  est  au  quarré  de  son  autre  diamètre  ZH.  Donc  ces 
ellipses  sont  semblables.    • 

6j 
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(S")  En  effet  ^  on  a  supposé  que  le  quarré  de  N  est  à  ZA  X  AH 
comme  le  quarrë  du  diamètre  conjugué  de  l'ellipse  décrite  autour 
de  £B  est  au  quarré  du  diamètre  £B  j  c'est-à-dire  comme  le  quarré 


du  demi-diamètre  conjugué  est  au  quarré  de  la  moitié  de  £b.  Mais 
le  quarré  du  demi-diamètre  conjugué  est  au  quarré  du  demi«dia- 
mètre  êb,  comme  le  quarré  de  l'ordonnée  AMest  à  EA  x  AB  (ÂpolL 

liv.  I,  prop.  2 1).  Donc  le  quarré  de  N  est  à  Za  x  AH  comme  AM  est 

à  EA  X  AB. 

(f )  Car  les  triangles  semblables  ZAA ,  EAIî ,  et  les  triangles  sem- 
blables ABH,  APB  donnent  Za  :  AA  ::  EA  :  HA;  àH  :  AB  ::  AB  :  AP. 

D'où  Ton  déduit  ZA  x  AH  :  AA  X  Ai  ::  BA  x  AB  ou  7m\  TIA  x  AP. 

PROPOSITION    X- 

(le)  C^est-à-dire  que  la  raison  du  quarré  de  Tordonnée  Bt  au 
produit  des  abscisses  correspondantes  AS ,  KA ,  est  la  même  que  la 
raison  du  quarré  du  demi-diamètre  ZPau  quarré  du  demi-diamètre 
AA  (  ApoH.  liv.  I,  prop.  ^t  ). 

(C)  Car  les  droites  ZA ,  ta  ,  hb  étant  parallèles  9  on  aura  ZA  :  AK 
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I 

« 

::  IT  :  A^i   AH  :  KB  ::  zr  :  Aa  j   ce  qui  donne  ZA  X  AH  :  AK  x  KB 


::  zr  :  aa* 


(J)  En  effet,  puisque  FH  =  zr  —  NH,  nous  aurons  zr  =  rs  + 
NH.*  Mais  FN  =  Ts  +  Ni  ;  donc  rN*=  zr. 

(f)  A  cause  que  les  deux  triangles  AMO,  TNH  sont  semblables. 

(f  )  Car  lorsque  l'on  a  deux  proportions ,  et  que  ces  deux  propor- 
tions ne  diffèrent  que  par  les  deux  premiers  termes ,  les  deux  pre* 
miers  termes  sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION    XL 

(dt)  Ces  propositions  se  démontrent  comme  Euclide  a  démontre 
celles  qui  leur  sont  analogues. 

PROPOSITION    XIL 

(a)  Ces  propositions  sont  démontrées  par  Fr .  Gommandin  et  par 
Torelli. 

PROPOSITION    XIIL 

(*)  Entre  ES ,  ez. 

* 

(tf)  Apollonius,  liv.  m^  prop.  17. 

(>)  Donc  TB  est  k  TM  comme  .AA  est  à  AF,  et  par  conséquent  Tb 
est  à  TM  comme  aa  est  à  AT. 

(t)  Apollonius,  Ut*  i,  prop.  ai. 


\ 
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PROPOSITION   XIV. 


(<t)  Apollonius,  liv.  iir,  prop.  17. 

(C)  La  droite  BT  est  plus  petite  que  la  droite  TN  ;  car  la  droite 
BT  est  plus  petite  que  la  droite  MT,  qui  est  plus  petite  que  la 
droite  TN ,  à  cause  que  la  droite  MB  est  plus  petite  que  BP,  ce  qui 


arrive  dans  Thyperbole  ;  et  c*est  ce  qu41  est  facile  de  démontrer. 

En  effet,  soit  y  une  ordonnée  de4'hyperbole;  x  Fabscisse,  et  a  le  grand 

ax  +  XX  ,  7  ux 

diamètre.  La  droite  MP  égalera  — —;—  ,  et  MB  égalera  ,    •  Or^ 

X  +  -^a  X  'i-  jG 


.  ^°^    est  plus  petit  que  *  '^'^  "^/  *"  ;  donc  MB  est  plus  petit  que 
^  MP.  Donc  MB  est  plus  petit  que  BP. 

(y)  Archimède  ne  démontre  point  que  Af  est  le  grand  diamètre 
de  i  ellipse ,  et  que  AA  eii  est  le  petit ,  parce  que  cela  peut  se  dé- 
montrer, à  peu  de  chose  près,  de  la  même  manière  que  dans  la 
proposition  précédente.  Si  l'on  vouloit  compléter  la  démonstra- 
tion précédente ,  après  ces  mots  il  est  donc  évident  que  cette  sec* 
tien  est  une  ellipse,  il  faudroit  ajouter  ce  qui  suit:  Joignons  les 
points  B,  N  par  la  droite  BN;  menons  la  droite  TA  parallèle  à  NB,  et  la 
droite  AA  perpendiculaire  sur  Ba*  Les  deux  triangles  BTN ,  AAF  se- 


— -  —w—  -(«-^'-«---v--      ^     -^^  I  — -»-      ^^^i^I7t^^*^mB^^^B^B£7  »"*        -r»  »-■•.-•    —       •  "V"*, 


I 


> 


-■^ 
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a    1      -—a      a 

ront  semblables.  Donc  BF  ;  TN  ::  AA  :  Ar  ;  ou  bien  Br  :  TN  ::  aa  :  af. 

Mais  K0  :  Ae  X  ^r  ::  BF  :  TN  ;  donc  K0  :  Ae  x  €>r  ::  AA  ;  AF.  H  est 
donc  encore  évident  que  le  grand  diamètre  est  la  droite  AF,  et  que 
le  petit  diamètre  est  la  droite  AA.  '  s 

La  dernière  phrase  de  cette  démonstration  est  tout- à-fait  altérée 
dans  le  texte  grec.  Dans  les  manuscrits  et  dans  toutes  les  éditions, 
les  lignes  AF,  AA,  BN  manquent  dans  la  figure.  Voici  le  texte  grec 
de  cette  dernière  phrase  :  Aîxoy  iv  In  i  ro^a,  icmv  h^uyi/èv^  M.eivH  rofÂO,* 

ya/tH  K»¥H  Toiily  J'tÀfjLitfof  TAVTdLf  fjLu^cùv  i/TiV  A  FA.  Cç  qui  étant  traduit 
mot  à  mot  veut  dire  ;  ail  est  donc  encore  certain,  que  c'est  une 
»  section  du  triangle  acutangle ,  et  que  son  grand  di^ipètre  est  la 
»  droite  AF.  X.a  droite  NP  étant  semblablement  perpeadiculaii'e . 
»  dans  la  section  du  cône  obtusangle,  son  grand  diamètre  est  la 
»  droite  FA  ». 

Ce  qui  ne  présente  aucun  sens.  En  effet,  Èi  le  grand' diamètre' 
de  Tellipse  est  la  droite  AF ,  ce  même  diamètre  ne  pourroit  pas 
être  une  droite  différente  désignée  par  FÀ  qui  n'existe  pas  dans  la 
figure.  Heureusement  la  proposition  précédente  nous  offre  le 
moyen  de  rétablir  la  figure ,  ainsi  que  le  texte  grec  dans  toute  son 
intégrité.  J'ai  rétabli  la  figure ,  et  voici  le  texte  grec  tel  qu'il  doit 
être  :  AjifAor  hv  In  i  rofiJi  ia-nf  o^vyùê/iH  kcêvh  rofc^*  kaÎ  fsafjLtrfOf  avrSLf  â 
lAîi^cfp  i^rh  i  AF*  i  Ji  ixAct^-^oK  J'êAfJurgo^.  i^A  i¥ri  7$  AA»  rif  (jlIv  TA  '^aùÀ 

rif  BN  u^Afi  rif  /f  A  A  j&aSitS  M  rÀr  BA. 

•  •     j       •      • 

PROPOSITION   XV. 


*      * 


(a)  Apollonius ,  liy.iii,  prop.  17. 

.'  ■  *         ,  • 

PROPOSITION  XIX. 

s  *  ■  •  ■ 

(et)  Apollonius,  liy*  ir,  prop.  6. 

,1  .  . 

(0  D'^pt^^  I^  proposition  4j  du  pcevi\et  lirre  d'ApoUoinuiw 
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PROPOSITION    XXIIL 

(a)  Car  puisque  fig.  cir.  —  fig.  ins.  <  seg.  —  ^,  à  plus  forte 
raison  seg.  —  fig.  ius.  <  seg.  —  •*".  Donc  fig.  ins.  >  **•. 

(f)  Apollonius ,  liv.  i ,  prop.  ao. 

(y)  En  effet,  on  a  six  cylindres  égaux  et  six  droites  ëgales,  qui 
sont  les  rayons  de  ces  cylindres,  et  ces  cylindres  sont  proportion- 
nels deux  à  deux  à  ces  droites  ;  de  plus  cinq  de  ces  cylindres  sont  ' 
compares  aux  cylindres  inscrits,  et  les  droites  égales  sont  com« 
parées  aux  droites  placées  entre  les  droites  Bâ  ,  Ba  ,  sous  les  mêmes 
raisons  (a). 

(/)  C*est-à-dire  la  somme  des  rayons  des  bases  des  cylindres  com- 
pris dans  le  cylindre  total. 

(t)  Parce  que  le  premier  cylindre ,  placé  dans  le  cylindre  total  9 
est  égal  ^u  preinier  des  cylindres  cifcoxiscrits. 

PROPOSITION   XXIV. 
.  («)  Apollonius  f  liv,  ir,  prop.  4^. 

•  t 

à 

(C)  Idem  y  liv.  i,  prop.  20. 


*/ 


PROPOSITION   XXV. 

(3^)  Pour  rendre  cette  conclusion  évidente,  je  vais  faire  voir  que 
la  raison  de  KA  à  £^  est  la  inéme  que  la  raison  d^  la  surface  com- 
prise sous  les  diamètres  de  Tellipse  au  quarré  du  diamètre  £r. 
Pour  cela  je  suppose  une  parallèle  k  Ba  menée  par  le. point  A, 
et  une  parallèle  à  r£  menée  par  le  point  Z.  La  parallèle  menée  par 
le  poiât  Cet  ptplongée  Jusqu'à  r^âiré  parallèle |  sera  égal^  au  petit 
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diamètre  de  l'ellipse  (i3).  En  effet ,  la  portion  de  la  parallèle  à  TE 
menée  par  le  poîtit  2 ,  et  qui  est  placée  entre  le  point  Z  et  la  droite 
BA  y  est  à  la  portion  de  cette  même  parallèle  qui  est  placë^  eqtre 
la  droite  BA  et  la  parallèle  à  BA  menée  par  le  point vî^,  pf^m^e  Zlf 
est  à  KA.  Mais  ZK  est  égal  à  KA  ;  doBC  b  parallèle  à  TE  placée  centre 


■'  •  ■>  '  - 


')7  f- 


le  point  2  et  la  parallèle  à  BA  menée  par  le  point  A ,  est  ^arèagée 
en  deux  parties  égales  par  la  droite  BA,  Maïs  une  des  parties  de 
cette  parallèle  est  égale  à  XÀ ,  et  xa  est  égal  à  Ee  (4)  ;  donc  la  pa- 
rallèle à  FB,  menée  du  point  Z  ei  prolongée  jufiqvL^à  la  parallèle  à 
BA  menée  par  le  point  A ,  est  égale  à  TE.  Mais  cette  parallèle  est 
égale  au  petit  diamètre  de  l'ellipse  décrite  autour  de  ÀZ  e^mme 
diamètre  (i5)  ;  donc  la  droite  TE  est  aussi  égale  au  petit  diamètre 
de  cette  ellipse.    *      '         .  ^       -  ^    -  . 

Cela  posé,  il  est  évident  que  Ka  :  ES  ;:  ai  X  rE  :  te  x  r&;^r 
supprimant  le  facteur  commun ,  et  divisant  la  dernière  raison  par 
deux,  on  a  KA  :  EG  ::  Ka  :  EG.  -  - 


■Ah 


(J^)  A  cause  des  triangles  semblable3.KAM,  K^x. 


r  j. 


M 


;,<  :.': 


I      f 


î') 


(f)  C'est-à-dire  que  le  segment  de  cône  est  au  côiie  comme  la 
surface  comprise  sous  AK,   am  est  à  1^  surface   coniprîse  sous 

AK,  KM.  '.  "      ".'    .''■ 


/      a 


11 


>r: 


W      «         .•    s^ 


r 
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PROPOSITION    XXVL 

(it)  Car  ces  deux  cônes  sont  entré  eux  en  raison  composée  de  la 
raison  du  cercle  décrit  autour  du  diamètre  Ar,  au  cercle  décrit 

■ 

autour  du  diamètre  £Z,  et  de  la  raison  ba  à  se.  Mais  la  raison  du 
cercle  décrit  autour  de  AF  comme  diamètre ,  au  cercle  décrit  autour 
du  diamètre  £Z  est  égale  à  la  raison  du  quarré  de  Aa  au  quarré  de  £9. 
Donc  ces  deux  cônes  sont  entre  eux  en  raison  composée  de  la  rai- 
son du  quarré  de  A  a  au  quarré  de  US,  et  de  la  raison  de  BA  à  BS. 

(C)  Apollonius,  liv.  i,  prop.  :ii. 

PROPOSITION   XXVII. 


(*)  Voyez  la  note  (y)  de  la  proposition  5. 
(>)  Apollonius,  liv.  i,  prop.  2i. 


.  i 


I. 


PROPOSITION   XXVIIL 


.  (<() 'Apollonius ,' liv^  i,  prop>46. 
(f)  Idem,  liv.  i,  prop.  ai, 

PROPOSITION    XXIX. 

(t)  Cians  le  qiiarré  At,  menons  là 
diagonale  BA;  et  par  le  point  z  dé 
cette  diagonale  menons  les  droites  OK/ 
HE  parallèles  aux  côtés  ab,  aa.  La 
réunion  des  deux  rectangles  A2 ,  Zr  et 
le  quarré  BU ,  forment  le  gnomon  du 
quarré  Ar.  ... 

La  largeur  du  gnomon  élant  AE ,  qui 
est  égal  à  BI  dans  la  figure  d'Archi- 
mède ,  et  le  côté  du  quarré  étaat  égal  au  demi-diamètre  de  Tel- 
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lîpse ,  le  rectangle  ah  sera  égal  à  la  surface  comprise  sous  Sa  , 
BI9  et  la  droite Hr  étant  égale  à  bi,  le  rectangle  zr  sera  égal  à  la 
surface  comprise  sous  is,  BI.  Donc  le  gnomon  sera  égal  à  la  sur- 
face comprise  sous  bi,  ia. 

(y)  Le  second  quarré  est  le  premier  de  la  rangée  à  droite ,  le 
premier  étant  celui  qui  est  seul. 


PROPOSITION   XX XL 


(*)  Que  bh  = 
s  3  BO  —  3  bp 


=  3  B0  ;  que  ba  =:  3bp.  Il  est  évident  que  BH  — 
=  5  (bb  —  BP  ) ,  c'est-à-dire  que  AH  =  5  OP. 

9 


BA 


(C)  Puisque  NS  =  2A ,  que  o^  =  BA ,  il  est  évident  que  N» 
=  z A  -—  BA ,  c'est-à-dire  que  NO  =  a  Ae. 


(y)  C'est-à-dire,  retranchons  du  rectangle 
NH  un  gnomon  dont  la  largeur  ^S ,  qui  est 
égale  à  TO,  soit  égale  à  ba.  Ce  gnomon  ren- 
fermera le  rectangle  NH,  moins  le  rectangle 
NO.  Or,  ce  gnomon  égale  le  rectangle  or  +  le 
rectangle  *T,  c'est-à-dire  Nj&  x  TO  +  *0  x  ûT 

ES  (NJS  +  «O)  X  ÛT  s  BB  X  BZ* 


il  * 
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COMMENTAIRE 


SUR 


LE   LIVRE   DES   HÉLICES. 


mmÊâ^im 


ARCHIMÈDE   A   DOSITHÉR 

(et)  Archimède  ne  parle  ici  que  de  deux  problèmes  défectueux ^ 
et  cependaat  on  yerra  plus  bas  qu'il  ea  cpmptoit  trois. 

(f)  C'est  la  proposition  6  du  deuxième  livre  de  la  Sphère  et  du 
Cylindre,  laquelle  est  énoncée  ainsi  :  Construire  un  segment  spfaé- 
rique  semblable  à  un  segment  sphérique  donné  |  et  égal  a  un  autre 
segment  sphérique  aussi  donné. 

PROPOSITION   L 


■ 

(a)  Cette  démonstration  est  foiidée  sur  la  sixième  proposition 
du  cinquième  livre  des  Elémens  d'Euclide. 

PROPOSITION   VL 


.  ( 


(<t)  Ce  passage  est  un  peu  obscur.  Voici  comment  on  pourroit 
ndre  la  pensée  d'Archimède  :  Plaçons  la  droite  BN  de  manière 


rendre 


que  cette  droite  passant  par  le  point'r  une  de  ses  extrémités  se  ter- 
mine à  la  circonférence  en  dedans  du  cercle,  et  que  l'autre  extré- 
mité se  termine  à  la  ligne  KN.  Cette  droite  sera  coupée  par  la  cir- 
conférence, et  tombera  au-delà  de  TA. 
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PROPOSITION  VIIL 

(*)  Les  antécëdens  HIXIA  et  KlxiN  sont  égaux;  car  puisque  Si  :  Kl 
::  IN  :  lA,  on  a  Ji^l  x  lA  =  Kl  x  IN.  Les  conséquens  KE  x  lA  et  Kl 
X  TA  sont  aussi  égaux;  car  les  deux  triangles  IKA,  iëA  étant  sem- 


blables, on  a  lA  :  Kl  ::  lA  :  l£,  et  par  soustraction  lA  :  Kl  ::  rA  :  KE; 
ce  qui  donne  KE  x  lA  =  Kl  x  TA.  Donc  IN  :  TA  ::  HI  :  KE. 

(C)  En  effet ,  la  proportion  TH  :  Itifi  ::  HI  :  KE  donne  TS  —  SI  :  KB 
—  KE  ::  r^r  :  Kfi  ou  Kr  ;  c'est-à-dire  ir  :  J5E  ::  TS  :  KB. 

PROPOSITION   X 


(«)  Soit  la  suite  1,3,  3,  4»  ^••«••*  ^i 
Soit  aussi  la  suite  n^  n,  n^  n^  n n» 

Je  dis  d'abord  que  la  somme  des  quarréa des  ternies  de  la  seconde 
suite  qui  est  /i^,  plus  le  quarré  d'un  des  termes  de  cette  suite  qui 
est  n  *  9  plus  dn  produit  du  premier  terme  de  la  première  suite  par 

Ma  somme  des  termes  de  cette  suîtç  qui  e^t  (n  +  i  )  - ,  c'est-à-dire 


n*  +  n 


,  est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  quarrés  des  termes  de 


•  •  • 


la  première  suite,  qui  est  égale  à  /i*  +  — ^.  Ce  qui  est  évident^ 
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car  la  somme  des  trois  premières  quantités  étant  n  '  +  n  *  + 


71* +  n 


si  l'on  réduit  n*  en  fraction ,  on  aura n^  + 


5n*  +  n 


Je  dis  ensuite  que  la  somme  des  quarrés  des  termes  de  la  se- 
conde suite  qui  est  égale  k  n^  j  est  plus  petite  que  le  triple  de  la 
somme  des  quarrés  des  termes  de  la  première  suite  qui  est  égale  à 
5n*  +  n 


n'  + 


;  cela  est  évident. 


Je  dis  enfin  que  la  somme  des  quarrés  des  termes  de  la  seconde 
suite  qui  est  n^j  est  plus  grande  que  le  triple  de  la  somme  des'quarré» 
des  termes  de  la  première  suite,  le  dernier  étant  excepté,  c'est-à-dire 

que  »'  H /i*,  c est-a-dire  que  n'  — H .  Ce  qui 

est  encore  évident* 


(C)  Ce  qui  précède  paroUra  très  •  clair,  si  Ton  fait  usage  des 
signes  de  Talgèbre.  En  effet,  Ton  aura  en  faisant  usage  de  ces 
signes  : 


3XBXI=&    aBXe, 

3XfxK=  4^X^9 
aXAXA=    ÔAXd, 

aXHxM=  8EXe, 
3X2XN^  lozxe, 
a  xHx*=ï^Hxe, 
axexo  =  i4exe. 


lîK 


AlB 


(M 


'AIE 


Nl^l  O 


H 


Donc  la  somme  des  premiers  membres  de  ces  équations,  coQJoin* 
tement  avec  e(A  +  B  +  r  +  A  +  E  +  2  +  H  +  e),  sera  égale  à 

e(A+5B  +  5r  +  7A+9E+  ii2+i3H+i5e). 

(>)  C'est-à-dire ,  G  t  A  : t  A  :  8  A. 


•    •   « 


(i)  En  effet,  puisque  les  droites  B,  r,  etc.  sont  en  progression 
arithmétique  ^  onaB  +  e=r:A}r+  HxsA;  A-fZs=A}  â£=:A. 
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(•)  C'est-à-dire,  que  A*  +  (A  +  B+r  +  4+E  +  24-H  +  e) 
X  d  <^  5  A  *.  £d  effet ,  on  a  démontré  plus  hau  t  que  A  *  =:  (  A  +  3  B 
4-3r  +  aA+aE  +  2Z  +  3H4-2e)x  e.  Donc  a*<(a  +  B 
+  r+A  +  B+2+H  +  e!)  X  e.  Donc  a',  t(-  (^a  +^  b  -^  r  +  û 
.+  E+ z  +  H  +  e;xo<3A'.  /      ,,  ,       .,T  , 


PROPOSITION   Xt 


(*)  Que  Al)  soit  égal  à  i  ;  que  U  noml^re  des  quantités,  inégales 
Ab ,  r^ ,  etc.  soit  n  +  t.  Le  nombre  des  quantités  inéga(e$  A*  ^ 
rx,  etc.  sera  égal  à  n,  et  A4  égal  aussi  à  n. 
Nommons  a  la  ligne  us.  La  somme  des  quar- 
rés  des  lignes  Oi,  tl2,  etc.  égaiera  (n  +  a)'  ■ 
X  n,  et  la  somme  desquarré^dçs  lignes  AB, 
T&f  etc.,  le  quarré  de  la  ligne    KS  étant. 

excepté,  égalera  A»  +  rx  +  E*  +  Hû  4> 

12V  A4'+nh'x  n  +  2N3  (a*  +  rx  + 

B*  +  Hû  +  iç-  +  Aq),  c'est-à-dire  f  (an' 

+  rt+  i)n  +  o'n  +  aa{n  +  1)  x  fn.  Ilfaiit  démoiitrér  que 

(n  +  a)*Xn 

i(3B*-t-3«+i  )  n-i-a'n+aa  (b+i)  Xi» 


si  A 


{n  +  ay 
'  (n+a)  a+5»'* 


S  laut  démontrer  ensuite 


(n  -t-o)*X« 


^         (»+o)'  '' 


(n+o)o+î»* 
Ce  qui  sera  évident,  lor^u'ôa  âura  fait  ïeè  ôjt^rktiOns  conTeoables^ 


(0  Cest-à-dire,  égal  3i  Vg: 
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PROPOSITION   XIIL 

t  ~^  .     •  , .  ,      • 

».  -  .  - 

(«t)  SI  la  droite  Aa  partage  en  deux  parties  égales  l'angle  BAr  du 
triangle  BAr,  la  somme  des  deux  côtés  A6,  Ar  sera  plus  grande 
que  le  double  de  la  droite  Aa.  Si  les  côtes  AB,  Ar  étoient  égaux, 
il  est  évident  que  ab  +  Ar  seroit  plus 
grand  que  2  AA.  Supposons  que  ces  cô- 
tés  né- soient  pas  égamc',  et  (|iie  AF  soit  ' 
le  plus  grand ,  je  prolonge  AB ,  et  je 
fais  A£  égal  à  Ar.  Je  joins  les  points 
£,  r  ;  par  les  points  i^  et  B  je  mène  les 
droites  ne,  b2  parallèles  à  Er,  et  je 
joins  les  points  £,'  2:.  H  est  évident  que 
AH  )+  Ae  >'a  Aa.  Il  réàte  donc  a  dé- 
montrer que  AB  +  Ar  ">  ah;  +  Aa, 
Puisque  aa  partage  Tangue  ÇAr  en  àeux 
parties  égales,  on  aura.  AF  :  BA  ::  af 
:  BA.  Mi^is  AT  >  AB  î.dofic  fa  >f  ,ba,  Don.c  fa  >  aZ.  Mais  l'angle 
rAe=  Tangle  bah,  et  l'angle  2a^==  l'angle  baH;  donc  fa  :  az  ::  FS 
:  ©2.  Mais  AZ  =  ba  ,  ei  fa  >  FA  ;  donc  fa  >  aZ.  Donc  Fe  >  ez. 
Mais  AH  +  Aô  >  2  AA  ;  donc  à  plus  forte  raison  ab  +  af  >  a  aa. 

PROPOSITION    XVL 


(a)  L'angle  du  demi-cerde  est  l'aagle, formé  par  le  diamètre  et 
la  circonfçr^Rci^.7Ew(;^idfi.dé^  iu\  prop.  18)  que  l'angle 

du  demi-cercle  est  plus  grand.qu^  ti^ut  angle  rectiligne  aigu. 


-) 


i   I  r  :t\\ 


..  ..P;^Q.Ppi^iT.Ï.M;u^^i^^ 


(et)  Car  si  du  point  A  on  abaisse  vlxx%  gerp^ndioulaire  sur  ue, 
le  triangle  formé  par  cette  perpendiculaire ,  par  AS  et  par  la  moitié 
de  ne ,  sera  semblable  au  triangle  OAZ.  Donc  OA  sera  à  AZ  comme 
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la  moitié  de  Hô  est  à  la  per-pendiculaire  Jont  nous  venoBçde  parler. 
Mais  la  raison  de  0A  à  AA  est  plus  grande  que  la  raison  de  0A  à 
AZ;  donc  la  raison  de  ©A  à  AA  est  plus  grande- que  la  Vaisôn  de 
la  moitié  de  H0  est  à  la  perpendiculaire  dont  nous  avons  parlé. 


(C)  Par  permutation. 
(>)  Par  addition. 


:.Ji. 


. ,. 


(J)  Cette  conclusion  est  fondée  sûr  le  pHncip^e  suivan^: ..  v     • 

Si  la  raison  d'une  partie  d'une  quantité  à  cette  même  quantité 
est  plus  grande  que  la  raison  d'une  partie  d'une  autre  quantité  à 
cette  même  quantité  ^.  la  raison  de  la  première  qqantité  à  son  autre 
partie  sera  encore  plus  grande  que  la  raison  dé  là  seconde  quan- 
tité à  son  autre  partie. 

Que  la  première  quantité  soît  ap ,  et  qu^une  de  ses  parties  sbit  a. 
Son  autre  partie  sera  ap^^a.  Que  la  seconde  quantité  soit  bq  ^  et 
qu'une  de  ses  parties  soit  b.  Son  autre  partie  sera  bq  •—  b.  Si 

a        b  ,  ^P     ^      ^Ç 

—  >  — ,  ]e  dis  que >  7 7. 

ap      bq  '^      ap  —  a      bq--^  0 

a        b 
Puisque  —  >•  7— ,  il  est  évident  que  p^  q.  k  présent  pour  faire 
ap      bq 


voir  que  - 


ap 


> 


bq 


y  ou  que 


> 


,  je  fais  dispa- 


ap — a     *y  — y         *    p  —  I     g  —  ^ 

roître  les  dénominateurs ,  et  la  première  quantité  devient  pq — p 

ap     \^      bq 


et  la  seconde  de vientj[7y^—'çr^  maisp^>>  ^jdônc 


ap 


a      bq-^b* 


î  I  :  - 


.     >  .   ^PROPOSITION  XIX 

'■»  ■  J    -  1    ,     .     . .   -.    ,  -        J     ,     .     i       .,«..)'     • 

(tt)  Car  puisque  le  triatigfe  tAZ ,  et crfW  rfôrit  îéi  %Mè  iôrat TA, 
la  moitié  de  TN,  et  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur  TN 

sont  semblables,  on. a  Itk  est  à  AZ  comme  —  est  à  la  perpendi* 
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culaire.  Mais  AA  est  plus  petit  que  AZ  ;  donc  la  raison  de  TA  à  AA 

.  *   TN 

est  plus  grande  que  la  raison  de  —  à  la  perpendiculaire. 

» 

PROPOSITION   XXV. 

(<t)  En  effet ,  le  quarré  du  rayon  du  cçrcle  ç^  étant  égal  à  A^ 

A£  b^  AB 

X  ^B  4-  — = ,  et  SE  étant  égal  à  EA ,  on  aura  cer.  ç-  :  cer. 

e£  X  e£  ^       — a    — « 

A2HI  ::  a  OB  x  ^£  +  s :  a  SE  X  USE  ::  6  X  eE  +  SE 


5 


:  12  X  ^£::  7  :  i^ 


PROPOSITION    XXVIL 


(«)  Parce  que  6B  est  double  de  sa; 


(^  Puisque  Ton  a , 

JKA  :  a"«cerc.  ::  7  :  la; 

a"*  cérc.  :  !•'  cerc.  ::  12  : 5  ; 

i«rcerc.  :  K  ::  5  :  i. 
Si  l'on  multiplie  ces  trois  proportions  par  ordre,  on  aura,  KA 
;  K  ::  7  :  11.  Ce  qui  donne  KA —  K  :  K  ::  7  :  i  ;  c'est-&«^e  A  :  K  :: 
6  :  i  j  f^t  Ton  a  par  ^aYer^j;on  ^  K  :  A  ::  i  :  iÇ« 


(y)  Puisque  Ton  a, 


TB 


HAU  :  5**  cerc,  ::  re  X  ©B  ;+  y  "•  r©  j 
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— ^a     ——a 

5"*  cerc.  :  2^^  cerc.  ::  re  :  b0; 

—"S  AB 

3*«  cerc.  :  KA  ::  Be  :  Be  X  eA  +  — . 

Si  Ton  multiplie  ces  trois  proportions  par  ordre ,  et  si  l'on  sup- 
prime les  facteurs  communs  de  deux  termes  de  chaque  raison  y 
on  aura , 

TB  AB 

KAM  :  KA  ::  re  X  eB  +  -=-:  bs  x  oa  +  -=-; 

3  5 

OU  bien 

eA  eA 

KAM  :  KA  ::  5eA  X  aSA  +  —  :  aeA  x  OA  +  —  ::  19  :  7. 

Donc  M  :  KA  ::  12  :  >j.  Mais  K  :  A  ::  i  :  6;  et  par  addition,  KA 
:  A  :  :  7  :  6  ;  donc  si  Ton  multiplie  ces  deux  dernières  proportions 
par  ordre,  on  aura  M  :  A  ::  2  :  i. 

PROPOSITION   XXVIIL 


— — • 

AH       <"-^s 

(«)  Puisque  Nn  :  secteur  Hre  ::  He  x  Ae  +  -^  •  He ,  on  aura 


— »  AH  \  AH 

secteur  HTe  —  NH  :  NH  ::  He  -*  He  X  Ae  •—  -=-  :  AO  X  OH  +  — ; 

5  5 

65 


^ 
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Mais  secteur  Hre  —  un  ^  s,  et  ne  —  He  x  Ae 


AH 


(ah 


+  AO)  (ah  +  Ae)  — Ae  (ah  -+•  Ae) — =-  =(ah  + Ae)(  ah  + 

.  AH        .  ^  AH        -  "ah. 

xe  —  Ae)  —  —  =  (ahh*  Ae)AH — -^  =  (am  +  Ae — 5-)  ah 

^  3  3 

=  (Ae  +  f  AH)  AH  z=:  Ae  X  AH  +  f  AH  ;  donc  S  :  Nn  ::  Ae  X  AH 
— «  HA. 

+  f  AH:  Ae  X  en  +  — 
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COMMENTAIRE 
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DE   L'ÉQUILIBRE  DES   PLANS. 


%  LIVRE  PREMIER. 

DEMANDES. 

(et)  Les  graves  sont  ou  des  surfaces,  ou  des  solides  :  on  considère 
ces  surfaces  et  ces  solides  comme  homogènes  et  comme  ayailt  des 
pesanteurs  proportiouoelles  à  leurs  grandeurs. 

PROPOSITION   IV. 

(a)  Deux  grandeurs  égales  peuvent  Avoir  le  même  centre  de  gra- 
vité. Soient 9  par  exemple,  deux  cercles  concentriques,  de- ma- 
nière que  le  plus  petit  cercle  soit  égal  à  la  couronne  ;  il  est  évident 
que  le  plus  petit  cercle  et  la  couronne  seront  deux  grandeurs  égales 
qui  auront  le  même  centre  de  gravité.  Il  en  seroit  de  même  de 
deux  sphères  concentriques. 

(C)  Ârchimède  dit  qu'il  est  démontré  que  le  centre  de  gravité  est 
la  droite  AB.  Cela  n'est  démontré  dans  aucun  de  ses  écrits. 

PROPOSITION   VIL 

(«)  Retranchons  de  AB  moins  qu'il  ne.  faudroit,  etc.  Cela  se 
peut.  Voyez  le  commencement  du  dixième  livre  des  Eléméns 
d*£uclide. 
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PROPOSITION    VIII. 

(a)  Pesanteur  est  ici  employe'e  comme  poids  :  le  premier  se  prend 
ordinairement  dans  un  sens  plus  général. 

(C)  Le  centre  de  gravité  de  AH  sera  dans  la  droite  qui  passe  par 
les  points  £ ,  r ,  parce  que  le  centre  de  gravité  de  AA ,  celui  de  ùXl 
et  celui  de  ^B  doivent  se  trouver  sur  la  même  droite. 


PROPOSITION   XIL 


(ce.)  Ou  bien  6H  est  à  V£  comme  Bd  est  à  £N. 


PROPOSITION   XIIL 


(*)  En  effet ,  AB  :.BO  ::  af  :  'irT.  Donc  AB  —  BO  :  BO  ::  AF  —  ^r 
:  -^T;  ou  bien  AO  :  BO  ::  A**^  :  ^r.  Mais  AO  :  BO  ::  AE  :  EB ,  et  A^ 
:  ?PT  ::  AZ  :  Zr }  donc  A£  :  £B  ::  AZ  :  Zf.  Donc  les  côtés  AB ,  AF  sont 


B  O 


A  a      ir  V 


coupés  proportionnellement  aux  points  £,  Z.Donc  la  droite  £2  est 
parallèle  à  la  droite  Br^  On  fera  le  même  raisonnement  pour  les 
droites  HK ,  AM. 

(()  Car  à  cause  des  triangles  Semblables  AAf,  A£M ,  on  a ,  triangle 
AIA  ;  triangle  AMS  :;  AI  :  AM.  Donc  triangle  ATA  :  triangle  aMz  x 


LIVRE   PREMIER. 
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4  ::  Ar  :  AM  X  4  ::  Ar  x  AT  :  AM  X  (AM  +  MK  +  KZ  +  Zr)  ::  AT 
X  Ar  :  AM  X  AF  ::  AT  :  AM. 

(y)  En  effet ,  *P  :  Pn  ::  TA  :  AQ ,  et  Ta  :  AO  ::  TA  :  AM  ;  donc  rA 
:  AM  ::  *P  :  Pn, 

PROPOSITION    XV. 

(a)  Supposons  que  la  droite  Z£  prolongée  ne  passe  pas  par  le 
point  H  où  se  rencontrent  les  droites  prolongées  ba,  ta.  Joignons 
les  points  Z  et  H ,  on  aura  BZ  :  zr  ::  A£  :  £a.  Mais  BZ  r=:  zr  ;  donc 
A£  =  £A.  Donc  la  droite  qui  passe  par  les  points  Z  et  £  passe*  aussi 
par  le  point  H. 


LIVRE   SECOND. 

PROPOSITION    I. 

(*)  Puisque  le  segment  Ab  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle 
qui  a  la  même  base  et  la  même  hauteur  que  le  segment  (  voyez 


le  Traité  de  la  Quadrature  de  la  Parabole) ,  il  sera  facile  de  trans- 
former  ce  triangle  en  un  rectangle  dont  la  l)a8e  soit  égale  à  la 
droite  A^t. 


(^  Le  grçc  dit  >r»f //4<»f  >  comme  on  iait;  en  sotte  que  cette  phrase 
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signifie ,  nommons  cette  figure  inscrite  dans  le  segment ,  suivant 
^acception  ordinaire.  Je  ne  blâme  pourtant  pas  le  mot  régulière^ 
ment,  il  vaut  peut-être  mieux  que  tout  ce^qu'on  pourroit  mettre 
en  place.  Je  dis  seulement  que  la  traduction  n^est  pas  litterale,  non 
plus  que  dans  le  latin.  {^Delambrs.  ) 

{y)  Dans  le  segment  parabolique  ABr ,  dont  Ba  est  le  diamètre , 
ou  une  parallèle  au  diamètre ,  inscrivons  régulièrement  la  figure 
rectilîgûe  abf.  Menons  les  droites  lA ,  2M ,  HN ,  GH ,  lo ,  Kn  pa- 
rallèles au  diamètre ,  et  menons  ensuite  les  droites  £K ,  ZI ,  ilB.  Il 


faut  démontrer  que  les  droites  EK ,  ZI ,  HS  sont  parallèles  à  la  base 
AF  du  segment  ;  que  ces  droites  sont  coupées  en  deux  parties  égales 
par  le  diamètre  ba  ,  et  que  les  droites  BX ,  X'F ,  '*pn ,  fiA ,  sont 
entre  elles  comme  les  nombres  i ,  3 ,  5,7. 

Puisque  ZM  est  parallèle  au  diamètre  Ba  ,  la  droite  AT  sera  égale 
à  TB  (Quadr.  de  la  Parab.  prop.  1).  Donc  AM  est  égal  à  Ma.  Par  la 
même  raison ,  la  droite  Aç^  étant  égale  à  ?"Z ,  et  la  droite  Zi)  étant 
égale  k  La  droite  Btj ,  la  droite  AA  sera  égale  à  AM,  et  la  droite  MM 
égale  à  ïa  droite  NA»  Mais  la  droite  AM  est  égale  à  MA  ;  donc  les 
droites  AA ,  AM ,  MN ,  Na  sont  égales  entre  elles.  On  démontrera 
semblablement  que  les  droites  ah  ,  SOj  on ,  nr  sont  égales  entre 
elles»  M2Û3  AA  est  égal  à  af ;  donc  les  droites  AA,  AM,  MN,  Na  , 
ÂH ,  2^0 ,  on ,  tlF  sont  toutes  égales  entre  elles.  Mais  AA  :  AP  ;:  AA 
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;  BA ,  et  nr  :  Ux  ::  TA  :  ba  ::  AA  :  BA  ;  donc  AA  :  AP  ::  Tir  :  Ils.  Mais 
AA  =  nr;  donc  AP  =  ns.  Mais  AP  :  PE  ::  aa  :  AA  (  Quadr.  de  la 
Parabole 9  prop.  iv) ,  et  nx  :  sK  ::  Ar  :  AH  ::  AA  :  Aa  ;  donc  AP  :  PE 
::  ns  :  sK.  Mais  AP  =  112  ;  donc  PE  =  zK.  Donc  AE  =  KH.  Donc 
£K  est  parallèle  à  Ar.  On  de'montreroit  de  la  même  manière  que 
les  droites  ZI ,  He  sont  parallèles  à  Ar. 

Puisque  les  droites  EK,  ATI  sont  parallèles  entre  elles,  ainsi 
que  les  droites  EA ,  ba  ,  KTl ,  et  que  AA  est  égal  à  Ail ,  la  droite 
Bâ  sera  égale  à  QK.  Par  la  même  raison  ,  la  droite  2t^  est  égale  à 
'^i ,  et  U  droite  Hx  égale  à  xe.  Donc  le  diamètre,  bâ  partage  les 
droites.  £K  ^  2I ,  He  en  deux  parties  égaies. 

Puisque  ba  :  B***  ::  4  •  ï  {Quadr.  delaParab.  prop.  xix),  et  que 

m 

B'*'  :  ex  ::  4  ••  i  »  il  est  évident  que  si  la  droite  BX  vaut  i ,  la  droite 
B**"  vaudra  4;  la  droite  x***,  3  ;  et  la  droiteB  A,  i6.  D'où  il  suit  que 
2T  vaudra  4  9  et  que  "^L  ou  ZM  vaudra  la.  Menons  la  droite  E# 
parallèle  à  AB,  on  aura  ZT  :  Z«  ::  4  :  i  {Quadr.  de  la  Parabole, 
prop.  XIX  ).  Donc  *T,  c'est-à-dire  EP,  vaudra  3,  et  Ap,  qui  est 
égal  à  la  moitié  de  MT,  vaudra  4-  Donc  ME,  c'est-à-dire  Ha,  vau- 
dra 7  ,  et  par  conséquent  "^d ,  qui  est  égal  à  ^A  —  ûA ,  vaudra  5. 
Donc  BX  étant  i ,  x**-  vaudra  5 ,  '^O,  vaudra  5 ,  et  Ha  vaudra  7.  Donc 
les  droites  BX ,  x^ ,  f  û ,  Ha  sont  entre  elles  comjne  les  nonil^'es^ 
I,  5,  5,  7. 

PROPOSITION    IIL 

(«)  Voyez  la  aote  («)  de  la  lettre  à  Doslthée  qui  est  en  tète  du 
Traité  des  Conoîdea* 

(C)  Puisque  les  segmens  des  diamètres  BÀ,  op  sont  entre  eux 
commue  les  xiombres  i  >,  S,  5  ,  7 ,  9^^  etc.  il  est  évident  que  les  seg* 
meus  homologues  seront  proportionneb.  XI  n'est  pas  moins  évident 
que  les  parallèles  homol(^ues  seront  encore  proportionnelles.  £n 

effet ,  puisque  HN  :  ZM  ::  bN  :  BM  ::  1  :  4  >  et  que  xif  :  r^  ::  oq  :  aç- 
::  I  :  4  ;  nous  aurons  HN  :  ZM  ::  Xij  :  f'Ç" ,  et  par  conséquent  H&  :  21 
::  X'P  :  T^^  et  ainsi  de  suite. 


\ 
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PROPOSITION    IV. 

(tf)  Cela  est  évident  d'après  ce  qui  est  dit  dans  le  dixième  livre 
des  Elëmens  d'£uclide ,  et  dans  le  premier  livre  de  la  Sphère  et  du 
Cylindre. 

PROPOSITION   V. 

(a)  Car  puisque  la  droite  menée  du  point  K  au  point  A ,  et  la 
droite  ZH  soùt  parallèles  à  AF  (  ^  ,  i  ) ,  et  que  la  droite  KZ  est  pa- 
rallèle à  AHy  il  est  évident  que  K2  ===  AH.  Mais  les  droites  ZS,  Al 


sont  les  mêmes  parties  de  droites  égales  ;  donc  ez  =  IH.  Donc  cette 
figure  BZHl  est  un  parallélogramme. 

(^  liCS  deux  segmens  akb,  çaf  sont  égaux.  En  effet,  KZ  =  ATI, 
et  les  perpendiculaires  menées  du  point  B  sur  les  droites  pro- 
longées ZK,  HA  sont  égales,  parce  que  les  droites  Kz,  AH  sont 
également,  éloignées  de  la  droite  Ba.  Donc  le  triangle  BKe  est  égal  au 
triangle  BAH.  Le  triangle  Kza  est  égal  au  triangle  ahf,  par  la  même 
raison.  Donc  le  triangle  bka  est  égal  au  triangle  baf.  Mais  le  seg- 
ment BKA  est  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle  BKA ,  et  le  seg^ 
ment  BAF  est  aussi  égal  à  quatre  fois  le  tiers  du  triangle  BAF 
(Quadr.  de  la  Parabole,  prop.  xxiv).  Donc  le  segment  BKA  est 
égal  au  segment  baf^ 

(y)  Quadr •  de  la  Parabole,  prop.  x:xiv/ 


LIVRE    SECOND.  5o5 

(«T)  Puisque  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABF  est  le  point  B, 
et  que  le  centre  de  gravité  de  la  somme  des  triangles  akb  ,  BAr  est 
le  point  T ,  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité  de  la  figure  recti- 
ligne  AKBAF  sera  placé  dans  un  point  P  de  la  droite  T£ ,  les  segmens 
PB,  TP,  PB  de  cette  droite  étant  proportionnels  au^^triangle  ABr, 
et  à  la  somme  des  triangles  akb,  BAF  (i,  8).  Mais  la  raison  du 
triangle  ABr  à  la  somme  des  triangles  kab  ,  abf  est  plus  grande  que 


la  raison  abf  à  la  somme  des  segmens  ;  car  la  somme  des  seg* 
mens  est  plus  grande  que  la  somme  des  triangles.  Donc  si  la 
droite  £T  est  partagée  en  deux  segmens ,  de  manière  que  celui 
qui  est  du  côté  du  point  T  soit  au  segment  qui  est  du  côté  du  point 
£ ,  comme  le  triangle  ABF  est  à  la  somme  des  segmens ,  il  est  évi« 
dent  que  le  point  de  division  tombera  au-dessus  du  point  P. 

PROPOSITION    VL 

(«)  Cela  est  évident ,  puisque  la  figure  rectiligne  AKBAF  est  plus 
grande  que  le  triangle ,  et  qu'au  contraire  la  somme  des  segmens' 
restans  est  plus  petite  que  la  surface  K. 

PROPOSITION   VIL 

(a)  La  figure  inscrite  régulièrement  dans  le  segment  ABF  sera 
semblable  à  la  figure  inscrite  dans  le  segment  BZH,  si  la  figure 
inscrite  dans  le  segment  abf  a  le  même  nombre  de  côtés  que  la 
figure  inscrite  dans  le  segment  £ZH.  Car  puisque  les  points  B^y  Z 
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sont  les  sommets  de  segmens  semblables,  les  figures  rectiligoes 
seront  semblables* 


PROPOSITION    VIIL 

(a)  En  effet,  puisque  ]vs  segmens  sont  semblables,  leurs  centres 
de  gravité  sont  semblablement  placés  dans  leurs  diamètres. 

(^)  Eutocius  démontre  cette  proposition  ,  qui  ne  l'est  point  par 
Archimède. 

Soit  la  parabole  ABr ,  ayant  pour  diamètre  la  droite  Ba.  Menons 
Tordonnée  aa,  et  la  droite  AB  ;  coupons  AB  en  deux  parties  égales 
au  point  2 ,  et  par  ce  point  menons  la  droite  ZK  parallèle  à  ba. 


A 

Cette  droite  sera  le  diamètre  du  segment  arb.  Par  les  points  R,  Z, 
menons  les  droites  KZ ,  Zo  parallèles  à  aa.  Puisque  AZ  est  égale  à 
Bz ,  la  droite  AB  sera  double  de  ZB ,  la  droite  ab  double  de  BO  et 
AA  double  de  ZO,  c'est-à-dire  de  KS.  Donc  le  quarré  de  A  A  est 
quadruple  du  quarré  de  Kz ,  et  par  conséquent  la  droite  Ba  qua^ 
druple  de  B2.  Donc  puisque  Ba  est  double  de  BO ,  la  droite  BO 
sera  double  de  Bx.  Mais  £0  est  égal  à  KZ,  puisque  KZzO  est  un 
parallélogramme  ;  donc  BA  est  quadruple  de  KZ. 

(>)  Puisque  Be  =r  4  sX ,  il  est  évident  que  Bô  —  sX ,  c'est-à-dire 
»X  +  xe  sera  égal  à  5  zX. 

■ 

f^)  P^qy^z  la  Quadrature  de  la  Parabole ,  prop.  ^4. 
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(e)  Puisque  AB  :;::  5  fie ,  la  ch*oite  AB  égalera  6  Ee.  Mais  BA  =:  5  Afi  ; 
donc  BA  =:=  iSfiS;  donc  se  =  g£e;  donc  BO  :  Ae  ::  9  fie  :  6£e  :: 
9  :  6  ::  3  :  3.  Donc  Be  =:  |  Ba. 

PROPOSITION    IX. 

(*)  La  démonstration  de  cette  proposition  est  courte  et  facile , 

lorsqu'on  emploie  l'algèbre. 

Soit  la  progression  suivante  ff  a  :  b  :  c  i  d^  et  que  d  :  a  —  d  :: 

/3a  — 5c\-    ,  5ad—5cd^ 

X  :  I r ] ,  1  on  aura  x  =  -^ =-7-.  Que  2a  +  4^+  6e 

\        5        /  5a  —  5a 

+  3rf  :  5  a  +  loô  +  iQc  +  5d::jr  i  a^^c^  on  aura 

2a*4-4ûô  +  6ac+  Zad — 2ac  —  ^bc  —  bc^'-^5  cd 

6  a  +  10  b  +  iQc  +  5d 

Ou  bien  en  faisant  la  réduction 

3  a' +  4û^  +  4<3M?  +  3aJ  + 4*^~6c*'^5cd[ 

5a  +  loô  +  loc  +  5c? 

réunissant  ces  deux  équations ,  les  réduisant  au  même  dénomina- 
teur,  et  faisant  attention  que  bc^=adj  on  aurax  +  >^  =  f  a.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer*  .  .  .  ^ 

«  Quelquefois  Eutocius,  en  suivant  de  trop  près  la  marche  d'Ar- 
chimède,  n'est  guère  moins  obscur  que  lui;  et  c'e^t  ce  qi^i'on  re- 
marque principalement  à  la  prop.  9  du  livre  II  de  l'Equilibre  des 
Plans.  La  démonstration  d'Archimède  a  trois  énormes  colonnes 
in-folio,  et  n'est  rien  moins  que  lumineuse.  Eutocius  commence 
sa  note  en  disant ,  que  le  théorème  est  fort  peu  clair ,  et  il  promet 
de  l'expliquer  de  son  mieux.  Il  y  emploie  quatre  colonnes  du  même 
format  et  d'un  caractère  plus  serré,  sans  réussir  davantage;  au 
lieu  que  quatre  lignes  d'algèbre  suffisent  à  M.  Peyrard  pour  mettre 
la  vérité  du  théorème  dans  le  plus  grand  jour.  Il  est  peu  croyable 
qu'Archimède  ait  pu  arriver  par  une  voie  si  longue  à  la  proposi- 
tion qu'il  vouloit  établir  ;  et  il  est  beaucoup  plus  probable  qu'il  en 
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aura  reconnu  la  yérité  par  quelqu'autre  moyen ,  et  que,  bien  sûr 
de  cette  vérité,  il  aura  pris  ce  long  détour  pour  la  démontrer,  en 
ne  supposant  que  des  propositions  avouées  et  reçues  des  Géomètres 
de  son  temps  ».  (Rapport  fait  à  V Institut  par  MM.  La  Grange  et 
Delambre.  ) 

(C)  Que  B£  soit  représenté  par  a ,  et  que  la  raison  soit  q.  Il  est 
évident  que  ba  =  a^ ;  BF  =  a^ '  ;  AB  =^aq^.  Mais  AF  s=:  ab  <—  Br  ; 


4-f 


A       OB  B 

ÏE à 


TA  =:  Br  —  BA,  et  a£  =:  AB  <—  BE.  Donc  AF  s=s  aq^  —  àq^\  TA  = 
aq^  —  aq\  BE  =  ay  —  a.  Mais  les  trois  quantités  aq^  —  <ïy*  > 
aq^  —  aq  ^  aq  —  a  forment  une  progression  dont  la  raison  est  q. 
Donc  les  trois  quantités  af  ,  r a  ,  aE  forment  une  progression. 

PROPOSITION  X 

(tf)  Àrchimède  suppose  que  les  bases  des  segmens  sont  parallèles* 

(£)  Le  premier  diamètre  de  la  parabole  est  celui  sur  lequel  les 
ordonnées  sont  perpendiculaires. 


rm  BU  coMïiEKTAiiUB  5UR  l*£qxjxlibbe  des  vlaks* 


COMMENTAIRE 


SUR 


LA  QUADRATURE  DE  LA  PARABOLE 


ARCHIMÈDÈ   A   DOSITHÉE. 

(*)  Arghimjede  veut  parler  sans  doute  de  l'ellipse. 

(C)  Le  lemme  dont  Ârchimède  fait  usage  est  fonde  sur  le  corol- 
laire de  ia  première  proposition  du  dixième  livre  des  Elémens . 
d'Euclide. 

PROPOSITION    L  - 

(efc)  Apollonius,  liv.  i,  prop.  46»  «*  liv-  iï>  prop.  6.  Arckimède 
appelle  diamètre  ce  que  nous  appelons  axe,  et  ce  que  nous  appe« 
Ions  diamètre ,  il  l'appelle  parallèle  au  diamètre^ 

PROPOSITION   IL 

(«)  Apollonius ,  liv.  i ,  prop.  55. 

PROPOSITION   IIL 

\ 

N 

(«)  Apollonius ,  liv.  i ,  prop.  iio. 

PROPOSITION   IV. 

(«)  En  effet,  puisque  Bt  :  BI  ::  bt  :  I©,  on  aura  B»  x  Bt  =  M 
X  BFj  OU  bien  Be  s=  b2  X  vt>,  D'où  IW  tire  bf  :  b9  ::  B9  :  BI. 


/ 


6xo  DE   liA:   QUADRATURE 

(C)  Parce  que  la  proposition  Br  :  B©  ::  B0  :  BI  donne  BF  +  Bd 
:  ES  +  BI  ::  61  :  Be ,  c'est-à-dire  TBilB  ::BT  :  B© ,  ou  bien  Bl  :  BS 
::  re  :  lO. 

PROPOSITION   V. 

(a)  Car  comparant  les  deux  proportions  KA  :  Kl  ::  Ar  :  AA  ;  Kl 
:  GK  :  :  A  A  :  AK ,  on  a  par  raison  d'égalité  KA  :  eK  :  :  Ar  :  aK  ,  ou  bien 
KO  :  KA  ::  ÀK  :  AF  ;  ce  qui  donne  KS  :  KA  —  OK  ::  AK  :  AF  —  aK  , 
ou  bien  Ke  :  ©A  ::  AK  :  KF« 

PROPOSITION    X. 

(ce)  Livre  i ,  prop.  1 5  de  l'Equilibre  des  plans. 

PROPOSITION   XIV. 

(tf)  En  effet ,  on  a  démontré  dans  la  proposition  5  que  B£  :  EF 
::  £«  :  «S.  Ce  qui  donne  BE  +  £F  :  Bfi  ::  £«  +  «:^  :  E«  ;  c'est-à-dire 
que  ht  :  BB  ;:  x£  :  £f . 

(C)  Parce  que  le  trapèze  Al  est  au  trapèze  KE  comme  la  droite 
menée  du  milieu  de  B£  parallèlement  à  Ba  ,  et  terminée  à  la  droite 
AS  y  est  à  la  droite  menée  du  milieu  de  B£  parallèlement  à  la  droite 
BK  et  terminée  à  la  droite  K4.  Mais  cette  première  droite  est  à  la 
seconde  comme  x£  :  ^E,  et  x£  :  ^s  ::  BF  ou  BA  :  b£;  donc  Ba  :  B£  :: 
trapèze  Ah  :  trapèze  KE. 

PROPOSITION   XVL 

(«)  Car  puisque  le  triangle  BF£  et  la  surface  1  pris  ensemble  sont 
plus  petits  que  le  segment  B0F ,  si  nous  retranchons  de  part  et 
d'autre  BFE ,  nous  aurons  t  <  BOF  —  BFE ,  ou  bien  Z  <  BeF  —  ME 

—  A*  —  ep ~ eo  — . FOX,  c'cst-à-Klire  z  <  ma  +  ^p  +  ne  +  nor. 
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PROPOSITION   XVIL 

(et)  Car  si  l'on  prolonge  la  droite  re  jusqu'à  la  droite  BA,  cette 
droite  partagera  ba  en  deux  partie»  égales ,  parce  que  EO  =  eK, 
Donc  la  droite  re  prolongée  partagera  le  triangle  bfa  en  deux 
triangles  égaux.  Mais  le  triangle  formé  par  Br,  par  re  prolongé  et 
par  la  moitié  de  B  est  double  du  triangle  Bie;  donc  le  triangle  BTà 
est  quadruple  du  triangle  Bre. 

PROPOSITION    XXIII. 

(«)  Cette  proposition  peut  se  démontrer  algébriquement  d'une 
manière  très-simple.  Soit  a  la  plus  petite  de  ces  grandeurs-  et  u  la 

/  2/  — *  d 

plus  grande.  La  somme  de  ces  grandeurs  égalera  — ^ —  ,  et  si  l'on 
ajoute  ^  >  Ton  aura  4  ^^ 
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(*)  Il  est  évident  qu'Aristarque  considère  le  centre  d'une  sphère 
comme  étant  une  surface  infiniment  petite  ;  et  qu'en  employant 
cette  analogie  ^  il  ne  se  propose  de  faire  entendre  gutre  chose , 
sinoD  que  l'orbite  de  la  terre  est  infininement  petite ,  par  rap- 
port à  la  distance  des  étoiles  au  soleil.  On  auroit  tort  d'être  sur- 
pris qu'Aristarque  ait  connu  cette  immense  distance  des  étoiles  : 
de  cela  seul  que  la  hauteur  méridienne  des  étoiles  est  toujours 
la  même  pendant  une  révolution  de  la  terre  autour  du  soleil ,  il 
lui  étoit  facile  de  conclure  que,  dans  la  supposition  de  l'immobilité 
des  étoiles  et  du  soleil,  l'orbite  de  la  terre  devoit  être  infiniment 
petite  par  rapport  à  la  distance  des  étoiles. 

(C)  Une  myriade  veut  dire  dix  mille  j  un  stade  étoit  d'environ 
cent  vingt-cinq  pas  géométriques. 

(7)  Archimède  prend  le  soleil  à  l'horison  pour  que  l'œil  puisse 
en  soutenir  l'éclat  sans  en  être  trop  incommodé  ;  car  il  n'avoit  pas 
de  moyen  pour  le  dépouiller  d'une  grande  partie  de  sa  lumière, 
(Deljmbrb.) 

(<r)  La  partie  de  l'œil  qui  apperçoit  les  objets  n'est  autre  chose 
que  la  prunelle  dont  le  diamètre  varie  à  chaque  instant ,  selon  qu6 
la  lumière  est  plus  ou  moins  vive»  De  cette  manière  il  pourroit 
arriver  que  le  cylindre  trouvé  d'après  la  méthode  d'Archimède  fût, 
au  moment  de  l'observation,  d'un  diamètre  plus  petit  ou  plus 
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grand  que  celui  de  la  prunelle ,  et  alors  robservation  manqueroit 
dexactitude. 

(i)  Car  si  le  centre  du  soleil  étoit  à  Thorison,  la  droite  AK  se-  , 
roit  tangente  à  la  terre ,  et  par  conséquent  perpendiculaire  sur  le 
rayon  qui  joint  les  points  A ,  e  ;  et  alors  la  droite  GK  seroit  plus 
grande  que  la  droite  ak*  Mais  à  mesure  que  le  soleil  s'élèye  au-dessus 
de  Thorison ,  Tangle  ^ak  augmente  et  Tangle  A0K  diminue  ;  donc 
la  droite  Bk  sera  encore  plus  grande  que  la  droite  AK  ^  lorsque  le 
soleil  est  au-dessus  de  Tfaorison. 

(^  En  effet,  les  deux  triangles  ank,  SPK  ayant  chacun  un  angle 
droit  en  N  et  en  P  ;  le  côté  kn  étant  égal  au  côté  KP ,  et  Phypoté- 
nuse  AK  étant  plus  petite  que  Thypoténuse  8K ,  l'angle  NAK  sera 
plus  grand  que  Tangle  P0K.  Donc  le  double  du  premier  sera  plus 
grand  que  le  double  du  second ,  c'est-à-dire  que  l'angle  JSj^S  sera 
plus  grand  que  l'angle  Meo, 

(»)  La  raison  du  contour  du  polygone  de  656  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  Asr  à  K&  étant  moindre^  que  la  raison  de  44  ^  7f 
la  raison  d'un  des  côtés  de  ce  polygone  à  Ke  sera  moindre  que  la 
raison  de  ^^  à  7 ,  c'est-à-dire  moindre  que  la  raison  de  44  ^ 
459a  y  ou  bien  de  1 1  à  1 148.  Mais  la  droite  AB  est  plus  petite  que 
le  côté  d'un  polygone  de  656  côtés  ;  donc  la  raison  de  AB  à  KO  est 
moindre  que  la  raison  de  ix  à  ii48r 


(6)  Car  la  raison  de  ba  à  BK  est  moindre  que  la  raison  de  i  r  à 
114$,  c'est-à-dire  que  —  <  —70;  ou  bien  en  divisant  la  seconde 

BA  *  ^  ,       1         r  .  BA  I 

fraction  par  1 1 ,  —  <  ^^^  ,  ^.  Donc  a  plus  forte  raison  ^  <  ~  • 

Donc  si  13A  est  un ,  ex  sera  plus  grand  que  x^ent.  Donc  BA  est  plus 
petit  que  le  centième  de  0K* 

(1)  Car  puisque  le  diamètre  du  cercle  SH  est  plus  petit  que  la 
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centième  partie  de  eK  >  et  que  ST  -f-  Sk  est  plus  petit  que  le  dia- 
mètre du  cercle  2H ,  il  est  évident  que  ©T  ■+-  2K  sera  plus  petit  que 
la  centième  partie  de  gK.  Donc  la  droite  gk  étant  partagée  en  cent 
parties  égales ,  la  droite  Ts  sera  plus  grande  que  quatre-vingt-dix^ 
neuf  parties  de  ^K.  Donc  la  raison  de  eK  à  TS  est  moindre  que 
la  raison  de  cent  à  quatre^vingt*dix-neuf. 

(k)  Soient  les  deux  triangles  ABF  ^  aEZ  ,  ayant  des  angles  droits 
en  B  et  £•  Que  BF  soit  égal  à  £Z  et  AB  plus  grand  que  a£  :  je  dis 
que  la  raison  de  l'angle  A  à  Tangle  A ,  qui  est  plus  petit  que  l'angle 
A  ,  est  plus  grande  que  la  raison  de  Af  à  AZ ,  et  que  la  raison  de 
Tangle  A  à  l'angle  A  est  moindre  que  la  raison  de  ab  à  A£. 


Faisons  le  triangle  eKA  égal  et  semblable  an  triangle  ABF.  Pre* 
nous  MK  égal  à  A£,  et  menons  la  droite  MA.  Le  triangle  MKA  sera 
égal  et  semblable  au  triangle  a£2.  Prolongeons  MA  vers  3 ,  jusqu'à 
ce_que  MH  soit  égal  à  eA.  Prolongeons  aussi  MK  vers  N ,  et  du  point 
S  conduisons  la  droite  HN  perpendiculaire  sur  MN.  Le  triangle 
MN:s  sera  semblable  au  triangle  MKA,  Du  point  O ,  milieu  de 
©A ,  et  avec  le  rayon  O  A ,  décrivons  une  circonférence  de  cercle  : 
cette  circonférence  passera  par  le  point  K.  Du  point  n,  milieu  de  MS, 
€l  arec  fe  rayon  lis ,  décrivons  aussi  une  circonférence  de  cercle  : 
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cette  circonférence  passera  par  le  point  H  ;  et  ces  deux  circônfé*- 
rences  seront  égales ,  puisque  leurs  diamètres  sont  égaux. 

Puisque  les  angles  i?MN,  ASK  ont  leurs  sommets  à  des  circonfé- 
rences égales,  ces  angles  seront  entre  eux  comme  les  arcs  compris 
par  leurs  c6tés ,  c'est-à-dire  que  l'angle  £MN  sera  à  l'angle  Aax 
comme  l'arc  HN  est  à  l'arc  AK.  Mais  dans  des  cercles  égaux ,  la  rai- 
son des  arcs  est  plus  grande  que  la  raison  des  cordes  ;  donc  la  rai- 
son de  l'angle  HMN  i  Tangle  ASx  est  plus  grande  que  la  raison  de 
HN  à  AK.  Mais  5N  est  à  AK  comme  US  est  à  MA.  Donc  la  raison  de 
l'angle  HMN  à  l'angle  AGK  est  plus  grande  que  la  raison  de  Ba  à 
MA  y  c'est-à-dire  que  la  raison  de  l'angle  A  à  l'angle  A  est  plus 
grande  que  la  raison  de  AF  à  àZ» 

Faisons  à  prient  AP  ^al  à  AE.  Du  point  P  élevons  une  perpen- 
diculaire sur  AB;  faisons  Ps  égal  à  £Z,  et  joignons  Ax.  Le  triangle 
APS  sera  égal  et  semblable  au  triangle  A£Z.  Du  point  A  et  avec  le 
rayon  AT  décrÎTons  l'arc  *TT.  L'angle  ♦AT  sera  à  l'angle  TAT 
comme  le  secteur  ♦AT  est  au  secteur  TAT.  Mais  la  raison  du  aec^ 
teur  «AT  au  secteur  TAT  est  moindre  que  la  raison  du  secteur  #AT 
au  triangle  APT  ;  donc  la  raison  de  l'angle  «AT  à  l'angle  TAT  est 
moindre  que  la  raison  du  secteur  «AT  au  triangle  APT ,  et  moindre 
par  conséquent  que  la  raison  de  2T  à  TP.  Donc  par  addition ,  la 
raison  de  l'angle  «AT  à  l'angle  TAT  est  moindre  que  la  raison  de 
2P  ou  de  FB  à  Tp.  Mais  tb  est  à  TP  comme  AB  est  à  ap  ;  donc  la 
raison  de  l'angle  «AT  à  l'angle  TAT  est  moindre  que  la  raison  de 
AB  à  AP ,  c'est-à-dire  que  la  raison  de  l'angle  ZaE  à  l'angle  FAB  est 
moindre  que  la  raison  de  AB  à  A£^  ^ 

(a)  Le  système  de  numération  imaginé  par  Archimèdé  est  fondé 
sur  les  mêmes  principes  que  le  nôtre.  Au  lieu  de  nos  neuf  chiffres 
significatifs ,  il  se  sert  des  lettres  de  l'alphabet.  Sans  doute  Archi- 
mèdé avoit  nn  caractère  qui  lui  tenoit  lieu  de  notre  zéro.  Dans  son 
système  ^  comme  dans  le  nôtre ,  les  unités  des  caractères  dont  il  se 
sert  forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  dix. 
La  seule  différence  consiste  en  ce  que  les  unités  sont  à  gauche  au 


» 


5i6  L'ARÉNAIRE. 

lieu  d*étre  à  droite.  Voyez  le  Tableau  du  système  d'Archimède  com- 
paré avec  le  nôtre. 

'(/ti)  C'est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes,  et  c'est  par 
f  le  moyen  de  cette  propriété  qu'Archimède  va  exécuter  tous  ses 

\  calculs. 


I 


(v)  Puisque  A  :  A  ::  A  :  e ,  on  aura  A  x  A  =  e  X  A.  Mais  A  =  A 
X  A  ;  donc  AXA=exAXA;  donc  A  =  e  X  A. 

(o)  J'ai  supposé^  d'après  Archimède,  que  le  diamètre  d'une 
graine  de  pavot  étoit  la  quarantième  partie  de  la  largeur  d'un 
doigt;  qu'une  graine  de  pavot  contenoit  lo^ooo  grains  de  sable; 
qu'un  stade  valoit  10,000  doigts,  et  que  le  diamètre  de  la  sphère  des 
étoiles  fixes  étoit  de  10,000,000,000  stades.  J'ai  fait  les  calculs,  et  j'ai 
trouvé  que  le  nombre  des  grains  de  sable  contenus  dans  la  sphère 
des  étoiles  fixes  seroit  de  64  suivi  de  61  zéros.  Ainsi  Archimède  a 
raison  de  dire  que  ce  nombre  est  plus  petit  que  100  suivi  de  61 
zéros,  c'est-à-dire  plus  petit  que  mille  myriades  des  nombres 
huitièmes. 


FIN  JDU  COMM£>rTAIR£  SUR  L'AEÉKAI&E^ 
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DES  CORPS  PORTÉS  SUR  UN  FLUIDE 
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LIVRE    PREMIER. 

PROPOSITION  m 

(a)  Ci 'est-a-dire,  si  un  corps  qui  a  la  même  pesanteur  spécifique 
qu'un  fluide  est  abandonné  dans  ce  fluide* 

{C)  Ce  parallélogramme  n'est  point  Une  surface  plane ,  mais  bien 
une  portion  de  la  surface  de  la  sphère  comprise  entre  quatre  arcs 
de  grands  cercles. 

PROPOSITION    VIIL 

(«)  Voyez  la  prop.  8  de  l'Equilibre  dçs  Plans. 

PROPOSITION    IX. 

■ 
•      .  .  •  * 

(*)  Voyez  la  note  (*)  de  la  prop.  8.  . 


■<  p  « 
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PROPOSITION  IJ. 

((t)  Un  segment  droit  d'un  conoïde  est  celui  dont  l'axe  est  per^ 
pendiculaire  sur  sa  base. 

(C)  Archimède  ne  considère  ici  la  parabole  que  dans  le  cône 
rectangle.  (Voyez  la  note  («t)  de  la  lettre  à  Dosithée  qui  est  à  la 
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tête  du  Traité  des  Conoïdes  et  des  Sphéroïdes.  )  Cette  parabole  est 
telle  que  son  demi-paramètre  est  égal  à  la  droite  placée  entre  soa 
sommet  et  le  sommet  du  cône.  Voilà  pourquoi  le  demi -paramètre 
est  appelé  par  lui  la  droite  jusqu'à  l'axe. 

En  effet,  soit  le  cône  droit  et  rectangle  ABEC.  Coupons  ce  cône 
par  l'ate,  et  que  la  section  doit  lé  triangle  ABC.  Par  le  point  D  con- 
duisons un  plan  perpendiculaire  sur  le  plan  du  triangle  ABC ,  et 


parallèle  à  AC.  La  section  EDF  sera  une  parabole.  Nommons  y, 
l'ordonnée  EG  ;  x ,  l'abscisse  DG ,  et  p  le  paramètre.  Les  triangles 
semblables  BAQ^  BDG   donnent   DA  ;  G€  ::  DB  ou  DG  ou  x 

:  BG.  Donc  DA  =  — ^etT^-  MaisBG  =  V^ Jjp*;  donc  DA  =       . ^  ; 

BG  y  ^  ^ 

maiïsy=:px,  ety*e=  BG  xGC;  donc/»x«=:BC  x  GC  =  V'al?' 

px 
X  GC.  Donc  GC  =»  -t=^-  Donc  au  lieu  de  l'équation  DA  = 

-    ,_:_     -,  BOtts  «uroBs  DA  «ss    ■ ^ — =-  =  t- —  =^.  Donc  DA 

est  égal  à  la  moitié  du  p&iramètre% 

Il  est  évident  qu'à  mesure  que  le  point  D  s'éloigne  du  point  A , 
le  demi -paramètre  et  par  t^nséquenl  le  paramètre  augmente  ^ 
qu'au  point  A  le  paramètre  est  infiniment  peut,  et  qu'à  une  dis« 
tance  infiniment  grande  du  point  A,  le  paramètre  sera  infini- 
ment grand.  D'où  il  suit  que  la  section  d'un  cône  rectangle  peut 
donner  toutes  tes  paraboles  pôs^bles^  Donc  ce  qu'Archimede  dit 
dt  la  parabole  qui  est  la  settioa  d'un  triangle  rectangle  »  et  par 
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conséquent  ce  qu'il  dit  aussi  d'un  segment  droit  d'un  conoïde 
parabolique  convient  à  toutes  sortes  de  paraboles  et  à  toutes  sortes 
de  conoïdes  paraboliques. 

(y)  Dans  le  premier  livre  toutes  les  constructions  se  faisoient  par 
rapport  au  centre  de  la  terre  ;  on  y  considéroit  par  conse'quent  la 
surface  d'un  fluide  en  repos  comme  étant  une  surface  sphërique. 
Pour  plus  de  simplicité ,  Archimède  considère,  dans  le  second 
livre ,  la  surface  d'un  fluide  en  repos  comme  étant  une  surface 
plane ,  et  par  conséquent  la  section  de  cette  surface  par  un  plan 
est  considérée  comme  étant  une  ligne  droite. 

(«T)  Frédéric  Commandin  a  démontré  le  premier  dans  son  Traité 
du  Centre  de  gravité  des  Solides  (prop.  29) ,  que  le  centre  de  gra- 
vité d'un  conoïde  parabolique  est  un  point  de  l'axe  qui  le  divise, 
de  manière  que  la  partie  qui  est  vers  le  sommet  est  double  de  la 
partie  qui  est  vers  la  base  ;  de  cette  manière  le  point  R  étant  le 
centre  de  gravité  du  conoïde  parabolique  APOL,  la  droite  OR  est 
double  de  la  droite  RK;  et  le  point  B  étant  le  centre  de  gravite 


du  conoîd«  IPOS ,  la  droite  PB  est  ^double  4e  U  droite  BF.  JD'où 
il  suit  que  la  droite  NO  est  égale  à  Ijrois  fois  la  moitié  de  RO ,  et 
PF  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  PB» 

A>x)himède  regarde  cooime  Sémontité  que  le  centre  de  gravité 
d'un  conoïde  parabolicjtie  est  aux  dens  tiens  de  son  axe  à  partir  du 
du  sommet.  Cela  n'est  démontré  dans  .aacu0  des  ouvragées  ewtamB 
d'Arebimède ,  m  dans  aucun  des  oavrages  des  ^ooiétres  aocÂeus  ; 
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d'où  je  conclus  que  l'ouvrage  où  cette  proposition  étoit  démontrée 
du  temps  d'Archimède  n'est  point  parvenu  jusqu'à  nous. 

(f)  En  effet ,  prolongeons  RO  jusqu'à  ce  que  KH  soit  égal  au 
demi-paramètre.  Par  le  point  H  menons  sur  HN  la  perpendiculaire 
HV;  prolongeons  FP,  et  joignons  RV.  Par  le  point  P  menons  sur 
NH  la  perpendiculaire  PX ,  et  par  le  point  P  menons  sur  Kf2  la 
perpendiculaire  PY.  La  droite  XY ,  qui  est  la  sous-normale ,  sera 

L 


égale  à  RH ,  puisque  la  sous-normale  est  égale  à  la  moitié  du  para- 
mètre, la  droite  PX  est  égale  à  VH,  et  les  angles  sont  droits  en  X  et 
en  H.  Donc  les  deux  triangles  PXY ,  VHR  sont  égaux.  Donc  les 
droites  PY,  VR  sont  parallèles  ;  mais  PY  est  perpendiculaire  sur  Kiî; 
donc  RV  est  aussi  perpendiculaire  sur  Kflt.  Donc  l'angle  RPH  est 
aigu  ;  donc  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  R  sur  Pu  passe 
entre  P  et  SI.  Donc  la  droite  RT  ne  rencontrera  la  droite  FP  que 
hors  de  la  parabole^ 

(^  D'après  la  proposition  6  du  premier  livre ^  et  d'après  la  se^ 
coudé  hypothèse  du  même  livre ,  la  partie  du  conoide  qui  est  dans 
le  fluide  est  portée  en  haut  suivant  la  verticale  qui  passe  par  le 
point  B  avec  la  même  force  que  la  partie  qui  est  hors  du  fluide  est 
portée  en  bas,  suivant  la  verticale  qui  passe  par  le  point  G,  jus* 
qu'à  ce  que  le  conoïde  ait  une  position  verticale.  En  effet ,  les  deux 
partiec  du  conoïde  ayant  alors  leurs  centres  de  gravité  dans  l'axe 
du  couoide  qui  aura  une  position  verticale ,  la  partie  qui  est  dans 
le  fluide  tendra  à  monter  avec  la  même  force  que  celle  qui  lest 
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hors  du  fluide  tendra  à  descendre.  Donc  ces  deux  forces  se  détrui- 
ront; donc  le  conoïde  restera  en  repos. 

PROPOSITION   IIL 

(et)  Il  seroit  inutile  d'avertir  que  le  segment  est  supposé  plus  léger 
que  le  fluide. 

PROPOSITION    IV. 

(«)  Puisque  NO  =  i  RO,  et  MO  =  |  OH,  on  aura  NO  —  MO  = 
1  RO  ~  1  OH ,  ou  bien  NM  =  |  (RO  —  OH)  =  i  RH. 

(f)  En  effet,  lorsque  MO  augmente,  la  droite  NM  diminue ,  et 
par  conséquent  |  RH  ;  et  lorsque  |  RH  ou  RH ,  c'est  -  à  -  dire  le 
demi-paramètre,  diminue,  Fei^cès  de  Taxe  sur  le  demi-paramètie 
devient  plus  grand. 

(«T)  Car  PF  n'étant  pas  plus  petit  que  MO ,  la  droite  BP  qui  est 
égale  aux  deux  tiers  de  BF,  ne  sera  pas  plus  petite  que  la  droite 
HO  ,  qui  est  égale  aux  deux  tiers  de  MO. 

(t)  La  perpendiculaire  HT  tombera  entre  B  et  P.  En  e£fet ,  me- 
nons une  tangente  à  la  parabole  au  point  O,  cette  tangente  sera 
hors  de  la  parabole ,  et  la  droite  HO  sera  égale  à  la  droite  PT  pro- 
longée jusqu'à  la  tangente.  D'où  il  suit  que  si  la  droite  BP  pro- 
longée jusqu'à  la  tangente  étoit  égale  à  HO,  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  H  passeroit  par  le  point  B.  Mais  la  droite  BP 
prolongée  jusqu'à  la  tangente ,  est  plus  grande  que  HO ,  puisque 
BP  n'est  pas  plus  petit  que  HO  ;  donc  la  perpendiculaire  menée 
par  le  point  H  tombe  entre  B  et  P. 

(4^  Pour  démontrer  que  la  droite  RT  prolongée  fera  des  angles 
droits  avec  la  tangente  Kf2,  élevons  du  point  P  une  perpendicu- 
"  laire  PV  sur  Kfl,  et  abaissons  du  point  P  une  perpendiculaire  PX 
sur  NO.  La  sous-normale  VX  est  égale  au  demi-paramètre  RH  ;  la 
droite  PX  est  égale  à  la  droite  TH ,  et  les  angles  sont  droits  en  X 
et  en  H.  Donc  les  deux  triangles  VXP,  RHT  sont  égaux.  DoncNP 
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est  parallèle  à  RT.  Mais  NP  est  perpendiculaire  sur  E£i  ;  donc  ET 


K  p    o       a 

prolongé  sera  aussi  perpendiculaire  sur  RÛ. 

PROPOSITION   V. 
(<t)  On  a  supposé  que  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la 
pesanteur  du  fluide  n'est  pas  plus  grande  que  la  raison  de  NO  — 

(  NO  —  l  RH  )  '  à  NO.  Pour  faire  voir  que  la  seconde  supposition 

est  la  même  que  la  première ,  il  suffit  de  démontrer  que  MO  est 

égale  à  NO  moins  |  HR.  En  effet ,  OH  =  OR  —  HR.  Mais  OR  = 

f  ON;  donc  OH  =  f  ON  —  HR.  Ce  qui  donne  |  OH  =  ON  — 

HO 
I  HR.  Mais  —   =  HM  ;  donc  i  OH  ==  OM;  donc  OM  =  ON  —  |  HR. 

(C)  Puisque  la  raison  de  la  partie  du  segment  qui  est  submergée 
au  segment  entier,  n*est  pas  plus  grande  que  la  raison  de  NO  — 

a         ——a 

MO  à  NO ,  par  inversion ,  la  raison  du  segment  entier  à  la  partie 
du  segment  qui  est  submergée ,  ne  sera  pas  plus  grande  que  la  rai* 

son  de  NO  à  NO  -^  MO.  Donc ,  par  soustraction ,  la  raison  du 
segment  entier  à  la  partie  qui  n'est  pas  submergée  y  n'est  pas  plus 

"—a         —a  «* 

grande  que  la  raison  de  NO  à  MO. 

(y)  Prop.  26  des  Conoîdes  et  des  Sphéroïdes. 
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5sS 


PROPOSITION   VL 


(a)  La  dëmonstration  de  cette  proposition  ne  se  troure  ni  dans 
Archimède  ni  dans  aucun  des  Géomètres  anciens.  La  démonstra- 
tion suivante  est  de  Torelli. 

La  construction  restant  la  même ,  que  les  droites  £1K  y  CP  se 
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rencontrent  au  point  B;  et  par  le  point  B  menons  la' droite  BV 
tangente  à  la  parabole. 

D'abord  que  la  droite  BV  touche  la  parabole  au  point  A ,  et 
rencontre  les  diamètres  IP ,.  NO  aux  points  £  ,  Y .  Que  les  droites 
BP ,  AI  rencontrent  le  diamètre  NY  aux  points  C ,  Q.  Far  les  points 
P ,  I ,  menons  les  droites  PB ,  IZ  parallèles  à  AL ,  et  que  ces  droites 
rencontrent  NO  aux  points  B,  Z»  Enfin,  menons  aP,  et  que  cette 
droite  rencontre  NY  au  point  M.  La  droite  IP  sera  égalée  à  PE  ,  la 
droite  NO  à  OY  et  la  droite  BO  à  OC.  (Prop.  35  et  cor.  de  la 
prop.  5i  du  liv.  i  d'ApoU.)  Mais  à  cause  des  parallèles  £H,  Yn, 
la  droite  EP  sera  à  la  droite  YC  comme  BP  est  à  BC  ;  c'cst-à-dîre , 
comme  BH  est  à  C£ï  ;  et  à  cause  des  droites  égales  EP ,  PI ,  et  par 
construction ,  la  droite  YÏC  sera  égale  à  la  droite  MQ.  Mais  RZ  est 
égal  à  IP  ou  à  £P }  donc  BZ  est  à  YG  comme  PB  est  à  C£2.  Mais 
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CV  est  égal  à  RN;  donc  RZ  est  à  RN  comme  RXÎ  est  à  Cfî,  Donc ,  par 
soustraction ,  RZ  est  à  ZN  comme  R12  est  à  CR.  Mais  IP  est  à  CM 
comme  AP  est  à  PM,  et  AP  est  à  PM  comme  AX  est  à  XN  ou  IZ,  c'est- 
à-dire,  comme  IX  ou  ZNcst  àQZ;  donc  à  cause  des  droites  égales  IP, 
RZ ,  la  droite  RZ  est  à  CM  comme  ZN  est  à  QZ.  Donc ,  par  permuta- 
tion ,  la  droite  RZ  est  à  la  droite  ZN  comme  CM  est  à  QZ.  Mais  à 


cause  des  droites  égales  IZ ,  PR ,  et  à  cause  des  parallèles  IZ,  PR  et 
IQ ,  PC  ,  les  droites  QZ ,  CR  seront  égales  entre  elles.  Donc  Rf2  est 
à  CR  comme  CM  est  à  CR.  Donc  les  droites  CM ,  Rfl  sont  égales 
entre  elles.  De  plus ,  la  droite  AV  est  à  HV  comme  VN  est  à  YQ. , 
et  comme  YQ  est  à  YC.  Donc  si  l'on  divise  les  antécédens  par 
deux,  la  droite  YO  sera  à  la  droite  Ofi  comme  VM  est  à  YC.  Donc, 
par  soustraction ,  la  droite  YO  est  à  la  droite  OSl  comme  YM  est  à 
MC  ;  e'est^à-dire  que  NO  est  à  Ofl  comme  QM  est  à  MC.  Donc , 
par  soustraction ,  la  droite  N£^  est  à  la  droite  Ofl  comme  QC  est 
à  CM.  Donc,  puisque  les  droites  QC ,  PC  et  les  droites  CM ,  KA, 
PH  sont  égales  entre  elles ,  la  droite  N£l  sera  à  la  droite  OQ,  comme 
PI  est  à  PH. 

En  second  lieu,  que  YB  touche  la  parabole  en  T,  et  conduisons 
la  droite  TR  parallèle  à  AI  ou  à  CB ^  et  que  la  droite  TR  rencontre 
PI  en  R.  Menons  TF  parallèle  à  AN  ou  à  £IK,  et  que  TF  rencontre 
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ON  au  point  F.  Prolongeons  lA,  et  que  son  prolongement  rencontre 
la  tangente  BT  au  point  G.  Menons  la  droite  GD  parallèle  à  AN ,  et 
que  GD  rencontre  ON  au  point  D.  A  cause  des  parallèles  £iB,  DG , 


FT  et  PB ,  IG  ,  RT  ,  la  droite  Dfîl  sera  à  la  droite  ¥Sl  comme  BG 
€»t  à  BT  ;  et  BG  sera-  à  BT  comme  PI  est  à  PR.  Donc  BSl  est  à  Fiî 
comme  PI  est  à  PR.  Mais  on  démontrera  comme  on  l'a  fait  plus  haut 
que  FSl  est  à  £20  comme  PR  est  à  PH  ;  donc  DQ,  est  à  Q,0  comme 
PI  est  à  PH.  Mais  la  raison  de  Dfl  à  SIO  est  plus  grande  que  la  rai- 
son de  NÛ  à  ÛO  ;  donc  la  raison  de  la  droite  PI  à  la  droite  PH 
est  plus  grande  que  la  raison  de  la  droite  Nû  à  la  droite  flO, 


{€)   Car  puisque  NO  :  F^  ::   i5  :  4>  la  droite  Ffl  = 


4xNO 


^r^       ^T«      ^^       NO       4  X  NO       9  X  NO  ^      ■     ^ 
Donc  NÛ  =  NF  +  Fa  =  -5-  +  - — = —  =  ^ — =— .  Donc  OÛ 

3  i5  i5 
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q  X  NO       6  X  NO  ^        ^,^     ^^     9  X  NO      6  X  NO 

Na^^—^ —  = p — .  Donc  Nn  :  aO  ::  ^ ^ —  :  = — 

i5  i5  i5  i5 

::  9  :  6  ::  3  :  d.  Donc  Nn  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  fîO. 

PROPOSITION    VIII. 

(*)  En  effet ,  puisque  la  droite  BK  est  double  de  la  droite  KD  , 
la  droite  BD  sera  égale  à  trois  fois  la  moitié  de  BK..  Mais  CB  est  égal 
à  trois  fois  la  moitié  deBB  ;  donc  BD  :  CB  ::  l  BK  :  |  BR  ::  BK  :  BR  ; 
donc  par  permutation  BD  :  BK  ::  CB  :  BR,  Mais  le  premier  terme 
est  au  s^econd  comme  la  différence  des  antécédens  est  à  la  différence 
des  conséquens,  c'est-à-dire  que  BD  :  BK  ::  BD  —  CB  :  BK  —  BR  :: 
CD  :  RR;  et  BD  :  BK  ::  3  :  a  ;  donc  CD  :  KR  ::  3  :  a  ;  donc  CD  = 
IKR. 

(C)  Car  puisque  CD  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  du  paramètre ,  la 
droite  CB  sera  l'excès  de  l'axe  sur  trois  fois  la  moitié  du  paramètre. 
Mais  par  supposition  la  raison  du  quarré  de  FQ  au  quarré  de  DB  est 
la  même  que  la  raisQn  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du 
fluide;  et  la  raison  de  la  pesanteur  du  segment  à  la  pesanteur  du  fluide 
est  moindre  que  la  raison  du  quarré  de  CB  au  quarré  de  BD  ;  donc 
la  raison  du  quarré  de  FQ  au  quarré  deDB  est  moindre  que  la  raison 
du  quarré  de  CB  au  quarré  de  BD  ;  donc  le  quarré  de  FQ  est  plus 
petit  que  le  quarré  de  CB;  donala  droite  FQ  est  plus  petite  que 
la  droite  CB.  « 

(y)  Dans  la  parabole ,  le  quarré  de  l'ordonnée  est  égal  au  rec- 
tangle compris  sous  le  paramètre  et   Tabscisse,  ou   au  rectangle 

compris  sous  le  demi-j>aramètre  et  sa  sou  tangente.  Donc  PI  =  KR 

X  lY  ;  donc  PÎ':  ÎY*::.KR  X  lY  :  ÏY*::  KR  :  lY. 

,  .X  ^         .      ,  ,       —  »     KR  X  •*'B  ;r;* 

(/)  Car  pursqu  on  a  suppose  queE?r  =;  ■  ,  on  aura  Et  : 

— *     KR  X  ^B    — -       KR 

2  2 
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PROPOSITION    IX 

(a)  Puisque  la  raison  de  la  partie  submergée  du  segment  au  seg* 
ment  entier  est  la  même  que  la  raison  de  Texcès  du  quarré  de 
BD  sur  le  quarré  de  FQ  au  quarré  de  BD ,  par  inversion  et  par 
soustraction  la  raison  du  segment  entier  à  la  partie  qui  est  hors  du 
fluide  sera  la  même  que  la  raison  du  quarré  de  BD  au  quarré  de  FQ. 

PROPOSITION   X. 

(a)  Parce  que  lorsqu'un  point  de  la  base  touche  la  surface  du 
fluide,  la  base  peut  être  toute  entière  hors  du  fluide  ,  ou  toute  en- 
tière dans  le  fluide.» 

(C)  En  effet,  puisque  BD  est  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  BK ,  et 
que  DS  est  aussi  égal  à  trois  fois  la  moitié  de  KR ,  on  aura  BD 
:  DS  ::  I  BK  :  I  KR  ::  BK  :  KR;  ou  par  permutation  BD  :  BK  ::  DS 
:  KR  ;  donc  BD  :  BK  ::  BD  —  DS  :  BK  —  KR  ::  SB  :  BR.  Mais  BD 
=  I  BK  ;  donc  SB  =  |  BR. 

(>)  Voyez  la  note  (^Jde  la  lettre  à  Dosithée,  qui  est  à  la  tête  du 
Traité  des  Conoïdes. 

(J^)  Puisque  BK  =  aKD ,  on  aura  BC  +  CK=  (CD  — CK)x  a, 

aCD  — BC. 
d'où  l'on  déduit  CK  5= Mais  KG  :  DB  ::  4  :  i5  ;  donc  KG 

4DB      4BG-h4GD^        2  CD  —  BG      4  BG  ^-  4  CD 

=  — — •= = .  Donc ^ = ou 

i5  i5  i5  i5  ' 

bien  2  CD  =  3BG ,  ce  qui  donne  la  proportion  suivante  CD  :  BG 

::B:a.  MaisGD  :  CB  ::  AE  :  EB  ;:  AZ  :  ZD;  donc  AZ  :  ZD  ::  3  :  a. 

Mais  DB  :  BK  ::  3  :  2  ;  donc  la  parabole  AEI  passe  par  le  point  K. 

(  Traité  de  la  Parabole  ,  propos.  4»  ) 

(«)  En  effet ,  que  la  droite  N'i^  soit  tangente  à  la  parabole  ABL , 
€t  qu'elle  rencontre  les  droites  DB ,  NO ,  ZE ,  HT  aux  points  'ir  ,  T, 
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Xr  :  or.  Mais  LA  est  double  de  DA  ;  donc  XF  est  double  de  OT  ; 
donc  XO  =  or.  Menons  la  droite  AX  et  prolongeons-la  jusqu'en 
Q,  D'après  la  prop.  Srdu  Traité  de  la  Parabole ,  on  a  QX  :  XA  ::  XO 
:  or.  Mais  XO  =x  OF  ;  donc  QX  =XA;  donc  dans  la  figure  de  la 
seconde  partie ,  AN  =  OQ. 

TROISlisME  PARTIE  1)E  LA  PROPOSITION   10« 

(et)  Cela  est  évident  ;  car  si  la  droite  menée  du  point  M  au  point 
I  étoit  nlenée  au  point  A  ,♦  cette  dernière  droite  feroit  avec  Taxe  un 
angle  aigu  plus  petit  que  celui  que  fait  la  droite  MI  avec  l'axe. 
Mais  alors  le  segment  retranché  seroit  plus  grand  que  le  segment 
AOQ.  Pour  que  le  premier  segment  devint  égal  au  second ,  il  fau« 
droit  que  la  droite  menée  du  point  A  au  point  M  tournât  autour 
du  point  A  ,  en  s'approchant  du  point  B  ;  donc  l'angle  aigu  formé 
par  l'axe  et  par  la  droite  menée  par  le  point  A,  diminueroit  encore. 
D'où  je  conclus  que  la  droite  menée  du  point  A  fait  avec  Taxe  un 
angle  aigu  plus  petit  que  l'angle  que  fait  avec  Taxe  la  droite  menée 
du  point  I. 

(0  Voyez  la  seconde  partie. 
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PROPOSITION   L 

(*)  Il  est  évident  que  le  rayoqTG  prolongé  ira  au  point  de  contact. 

(e)  Le  manuscrit  arabe  ne  parle  que  du  cas  où  les  circonfé- 
rences du  cercle  se  touchent  intérieurement  ;  et  cependant  comme 
le  cas  où  les  cercles  se  touchent  extérieurement  est  nécessaire  dans 
la  suite ,  je  yais  le  démontrer. 

Que  les  d^ux  cercles  ABE ,  DCE  se  touchent  extérieurement  au 
points,  et  que  leurs  diamètres  DC ,  AB soient  parallèles.  Joignons 
DE ,  £B.  Je  dis  que  la  ligne  DEB  est  une  ligne  droite.  Joignons  les 
centres  de  ces  cercles  par  la  droite  GF  ;  cette 
droite  passera  par  le  point  de  contact  £• 
Puisque  les  droites  DC ,  AB  sont  paral- 
lèles 9  Tangle  DGE  sera  égal  à  l'angle  EFB  ; 
mais  les  triangles  DGE,  EFB  sont  isolés. 
Donc  les  angles  GDE,  GED  sont  égaux  entre 
eux  et  aux  angles  FEB ,  FBE.  Donc  l'angle 
GED  est  égal  à  l'angle  FEB.  Donc  la  somme 
des  angles  GED ,  GEB  est  égale  à  la  somme 
des  angles  FEB,  BEG.  Mais  la  somme  des 
angles  FEB,  BEG  est  égale  à  deux  angles 
droits  ;  donc  la  somme  des  angles  DEG ,  GEB  est  aussi  égal^  à  deux 
droits  ;  donc  la  ligne  DEB  est  une  ligne  droite.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer* 
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PROPOSITION   IL 


(«)  Cette  proposition  a  deux  cas,  le  premier  a  lieu  lorsque  la 
perpendiculaire  BE  passe  par  le  centre ,  et  le  second  lorsque  cett» 
perpendiculaire  ne  passe  pas  par  le  centre.  La  démonstration  du 
manuscrit  arabe  ne  comprend  que  le  premier  cas  ;  la  démonstra- 
tion suivante  qui  comprend  les  deux  cas  est  de  Torelli. 

Que  CBA  soit  un  demi-cercle  ;  que  les  droites  DC ,  DB  soient 
des  tangent«s  ;  que  B£  soit  perpendiculaire  sur  ÂC  ;  menons  la 
droite  AD  qui  rencontre  la  droite  B£  au  point  F  ;  je  dis  que  BF 
sera  égal  à  F£. 

Menons  la  droite  AB ,  et  que  cette 
droite  prolongée  rencontre  Cl)  au  poiu  t 

I.DupointG,  qui  estlecentre  du  demi-  r, 

cercle  CBA,  menons  GB,  et  du  poin  t  B  la 
droite  BH  parallèle  à  AC.  Puisque  Tan- 
gle  EBH  est  égal  à  l'angle  GBD ,  si  l'on 
supprime  l'angle  commun  EBD,  l'angle 
DBH  sera  égal  à  l'angle  GBE.  Mais  ^ 
Tangle  IBH  est  égal  à  l'angle  ABG ,  puisqu'ils  sont  chacun  égal  à 
l'angle  lAC  ;  donc  l'angle  IBD ,  qui  est  composé  des  deux  angles 
DBH,  IBH  est  égal  à  l'angle  ABE  qui  est  composé  des  deux  angles 
GBE ,  ABG.  Mais  l'angle  BID  est  égal  à  l'angle  ABE  ;  donc  l'angle  IBD 
est  égal  à  l'angle  BID;  car  les  choses  qui  sont  égales  à  une  troisième 
sont  égales  entr'elles  ;  donc  la  droite  BD  est  égale  à-  la  droite  ID. 
Mais  les  droites  BD ,  DC  sont  égales  entr'elles  ;  donc  les  droites  ID, 
DC  seront  aussi  égales  entr'elles.  Mais  les  triangles  AID,  ABF  sont 
semblables ,  ainsi  que  les  triangles  AIC ,  ABE,  et  encore  les  triangles 
ADC ,  AFE  ;  donc  ID  est  à  BF  comme  DC  est  à  FE.  Donc  par  per- 
mutation ID  est  à  DC  comme  BF  est  à  FE.  Mais  ID  est  égal  à  DC  ; 
donc  BF  est  aussi  égal  à  FE ,  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

(0  En  effet ,  l'angle  DCB  est  égal  à  l'angle  DBC ,  à  cause  de 
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IVgalité  des  droites  DB,  DC.  Mais  Tangle 
DBG  a  pour  complément  Tangle  DBC ,  et 
l'angle  DGB  a  pour  complément  l'angle  DCB, 
c'est-à«dire  l'angle  DBC  ;  donc  les  deux  an- 
gles  DBG,  DGB  ont  le  même  complément. 
Donc  ils  sont  égaux.  Donc  le  côté  GD  est 
égal  au  côté  DB.  Mais  le  côté  DB  est  égal 
au  côté  DC  ;  donc  GD  est  égal  à  DC.  j^ 
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PROPOSITION    IV- 

(*)  Puisque  AD  X  DC  =  BD ,  si  nous  ajoutons  de  part  et  d'autre 
AD  X  DC  ^"ÂD  +  DC,  nous  avonsTo  +  a  AD  x  DC  +  DC===BD 
+  AD  X  DC  +  AD  +  DC ,  c'est-à-dire"ÂC  =  a  X  M)  +  AÏ)  +  Dc! 

PROPOSITION    V. 


(et)  Soit  le  triangle  ABD  ayant  un  angle  aigu  en  D.  Menons  les 
droites  AI,  BF  perpendiculaires  sur  les 
côtés  BD ,  AD  ,  et  par  les  points  D ,  £ 
conduisons  la  droite  DC  ;  je  dis  que  la 
droite  DC  est  perpendiculaire  sur  sa 
droite  AB. 

Autour  de  AB  comme  diamètre,  dé- 
crivons une  circonférence  de  cercle  ; 
cette  circonférence  passera  par  les 
points  F ,  I ,  à  cause  des  angles  droits 
AFB,  AIB.  Autour  de  DE,  comme  dia- 
mètre ,  décrivons  aussi  une  circonfé*- 
rence  de  cercle,  cette  circonférence  passera  aussi  par  les  points  F,  I, 
par  la  même  raison. 

Joignons  FI.  L'angle  EDI  est  égal  à  l'angle  IFE,  parce  que  ces 
deux  angles  sont  compris  dans  le  même  segment.  Mais  l'angle  IFB 
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est  égal  à  Tanglei  BAI  par  la  même  raison  ;  donc  les  deux  angles 
BAI ,  BDG  sont  égaux  ;  donc  les  deux  triangles  BAI ,  BDC  sont 
semblables,  puisqu'ils  ont  un  angle. égal  de  part  et  d'autre  et  un 
angle  commun  en  B.  Mais  l'angle  BIA  est  droit;  donc  l'angle  BCD 
est  droit  aussi  ;  donc  la  droite  DC  est  perpendiculaire  sur  AB, 

Il  suit  évidemment  de  là  que  si  des  trois  angles  d'un  triangle ,  on 
mène  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  opposés ,  ces  trois  per^ 
pendiculaires  se  couperont  en  un  seul  et  même  point. 

Supposons  à  présent  que  DC  soit  perpendiculaire  sur  AB,  que 
BF  soit  perpendiculaire  sur  AD  ,  et  que  AI  soit  perpendiculaire  sur 
BI  ;  joignons  ID  ;  je  dis  que  la  ligne  BID  est  une  ligne  droite. 

Que  cela  ne  soit  point.  La  droite  qui  joindra  les  points  B,  P 
passera  du  côté  G  ou  du  côté  H. 
Supposons  d'abord  qu'elle  passe  du 
côté  G  et  qu'elle  soit  BGD  ;  l'angle 
BGA  sera  droit.  Mais  l'angle  BIA  est 
droit  par  supposition  ;  donc  l'angle 
extérieur  BGA  est  égal  à  l'angle  inté- 
rieur opposé  BIA,  ce  qui  est  absurde. 
Suppospns  qu'elle  passe  du  côté  H 
et  qu'elle  soit  BHD  ;  l'angle  BHA  ser? 
4roit.  Mais  l'angle  BIH  est  droit  aussi;  donc  l'angle  extérieur  BIA 
est  égal  à  l'angle  intérieur  opposé  BHA ,  ce  qui  est  encore  absurde. 
Donc  la  droite  qui  joint  les  points  B ,  D  ne  passe  ni  du  côté  G  ni  du 
côté  H  ;  donc  elle  pa^e  par  le  poii^t  I  ;  donc  la  ligne  BID  est  une 
ligne  droite. 

(C)  Car  puisque  les  droites  AC  ,  HE  sont  parallèles  ^  la  droite  AP 
est  à  DH  comme  AC  est  à  H£^  et  que  les  droites  DB,  HC  sont 
aussi  parallèles,  la  droite  AD  est  à  DH  comme  AB  est  à  BC  ;  donc 
1^  raison  de  AD  à  DH ,  la  raison  de  AC  ^  H£  et  la  raison  de  AB  à  BÇ 
sont  égales  entr'elles. 
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PROPOSITION   VL 

(a)  Voyez  la  note  (*)  de  la  proposition  précédente* 

(C)  Cette  proposition  pouvant  se  dëmonti^er  généralement ,  il 
étoit  fort  inutile  de  prendre  des  nombres  pour  exemple* 

PROPOSITION    XIL 

(a)  Soit  le  quadrilatère  ABDC,  de  manière  que  ÂB  soit  égal  à 
AC,  et  que  ? 'angle  BDC  soit  égal  aux  deux  angles  ABD,  ACDpris 
ensemble.  Je  dis  que  AD  est  égal  à  AB  ou  à  AC. 

Prolongeons  CA  jusqu^à  ce  que  son  prolongement  AË  soit  égal  à 
AC ,  et  joignons  £B.  Puisque  A£  est  égal  à  AB,  Tangle  AE6  est  égal 
à  l'angle  AB£«  Donc  Tangle  BDC  avec  l'angle  AEB  est  égal  aux  trois 
angles  DCA ,  DBA ,  ABE  pris  ensemble, 
c'est-à-dire  aux  deux  angles  DCA,  DBE. 
Mais  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère 
Talent  quatre  angles  droits;  donc  deux 
angles  opposés  du  quadrilatère  BDCE 
Talent  deux  angles  droits*  Donc  on 
peut  circonscrire  une  circonférence  de 
cercle  au  quadrilatère  BDCE.  Mais  les 
trois  droites  AC ,  AB ,  AE  sont  égales  ;  donc  le  point  A  est  le  centre 
de  la  circonférence  DCE.  Donc  AD  est  égal  à  AB  ou  à  AC. 

PROPOSITION    XIV. 

(*)  En  effet,  puisque  DA  est  égal  à  a  EC  +  CA ,  le  quarré  de  DA 
égalera  4EC  +  4EC  x  CA  +  ci';  et  puisque  EA  est  égal  à  EC 
+  CA^  le  quarré  de  EA  égalera  ÊC*  +  a  EC  x  AC  +  CA*  Donc 
la  somme  des  quarrés  des  droites  DA ,  CA  égalera  4  ÊC  V  4  EC 
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X  CA  4-  CA  +  CA ,  et  la  somme  des 
quarrés  des  droites  DE  ,  £A  égalera 

ÊC  +  EC*  4-  a  CD  X  AC  +  Ca\ 
c'est-à-dire  que  la  somme  des  quarre's 
des  droites  D£ ,  BË  égalera  a  EC  -f 

a  EC  X  CA  +  CA.  D'où  il  suit  que 
la  somme  des  quarrés  des  droites 
DAy  CA  est  double  de  la  sompie  des 
quarrés  des  droites  DE ,  EA. 


-'H 


N. 


PROPOSITION   XV. 

(«)  Car  les  detix  angles  BCO ,  BGD  ont  chacun  pour  supplément 
l'angle  fiAD. 

(C)  Euclide,  liv.  iv,  prop.  n. 


9IK  DU  COMMXNTAIBB  SUR  LES  «UVBB8  D*AEGHDCÈDE» 


H\ 


MIROIR  ARDENT 


PAR  LE  MOYEN  DUQTJEIi  ON  PEUT  RÉFLÉCHIR  ET  FIXER, 

SUR  UN  OBJET  EN  REPOS  OU  EN  MOUVEMENT ,  LES  RAYONS  SOLAIRES, 

EN   AUSSI   GRANDE   QUANTITÉ   QUE   L'ON  VEUTJ 


Par  F.  PEYRARD, 

Professeur  de  Mathématiqaes  aa  Lycée  Bonaparte. 


Ce  Miroir  ardent  est  approuve  par  la  Classe  des  Sciences  Physiqnes  et 
Mathématiques  de  l'Institut. 
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RAPPORT 

Fait  à  ^Institut  National,  Classe  des  Sciences  Physiques 
et  Mathématiques,  sur  un  MIROIR  ARDENT,  présenté 
à  la  Classe  par  M*  Peyrard, 


jSXm  Pbyrard,  qui  publie  une  belle  Traduction  des  (Bupres  cTjinAimède, 
a  dû  naturellement  s'occuper  du  moyen  dont  on  dit  que  ce  grand  Géomètre 
se  servit  pour  incendier  la  flotte  de  Marcellus  devant  Syracuse.  Les  anciens 
et  les  auteurs  du  moyen  âge  disent  qu'il  employa  un  Miroir  ardent  ^  mais 
aucun  d'eux  n'entre  à  cet  égard  dans  des  détails  suffisans  pour  nous  donner 
une  connoissance  exacte  de  son  procédé.  Anthémius  qui ,  dans  le  sixième 
siècle  f  bâtit  l'église  de  Sainte-Sophie  à  Constantinople ,  et  qui  paroit  avoir 
été  un  Architecte  très  -  éclairé ,  imagina  un  assemblage  de  Miroirs  plans 
qui  devoit  produire  le  même  effet  que  le  Miroir  d'Archimède*  De- 
puis cette  époque,  Kircher,  qui  peut-être  n'a  voit  pas  çonxioissance  des 
ouvrages  d' Anthémius ,  imagina  'quelque  chose  de  pareil.  Enfin,  dans  ces 
derniers  temps ,  M.  de  Buffon  a  exécuté  un  Miroir  ardent  composé  de  cent 
soixante-huit  glaces  planes ,  et  tout  le  monde  connoît  les  expériences  aux- 
quelles il  l'a  employé.  Ces  trois  procédés,  qui  reviennent  absolument  au  même^ 
ont  des  inconvéniens  assez  graves. 

Four  qu'un  Miroir  réfléchisse  en  un  même  point  les  rayons  du  soleil , 
regardés  conuue  parallèles  entr'eux ,  on  sait  que  sa  sur&ce  réfléchissante 
doit  faire  partie  de  celle  d'un  paraboloïde  de  révolution,  dont  l'axe  soit 
parallèle  aux  rayons  de  lumière,  et  dont  le  foyer  soit  un  point  de  réunion» 
Si  le  Miroir  doit  être  composé  d'un  grand  nombre  de  Miroirs  plans  d'une 
grandeur  médiocre,  il  faut  que  les  plans  de^ces  derniers  soient  parallèles, 
chacun  au  plan  tangent  à  la  surface  du  paraboloïde ,  au  point  où  elle  est 
coupée  par  le  rayon  vecteur  correspondant.  Or,  en  vertu  du  mouvement  du 
soleil,  la  position  de  l'axe  du  paraboloïde  change  d'une  manière  assez  rapide* 
Il  faut  donc ,  si  la  forme  du  Miroir  est  invariable ,  que  ce  Miroir  tourne 
tout  entier  avec  le  soleil  autour  du  foyer ,  ce  qui  paroit  impraticable  ;  et 
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si  les  ëlëmens  dont  il  est  compose  sont  mobiles ,  indëpendanunent  les  uns 
des  autres  ,  il  faat  que  chacun  de  ces  éiëmens  plans  tourne  de  manière  qu'il 
soit  constamment  perpendiculaire  à  la  droite  y  qui  partage  en  deux  parties 
égales  Tangle  forme  par  le  rayon  du  soleil  et  le  rayon  recteur  correspon-- 
dant. 

Il  paroît  difficile  de  donner  aux  Miroirs  ëlëmentaires  le  mouvement  dont 
il  s'agit  y  au  moyen  d'une  machine ,  moins  peut-être  parce  que  les  chan- 
gemens  de  déclinaison  du  soleil  rendroient  cette  machine  compliquée  ,  que 
parce  que  la  dilatation  des  verges  métalliques  qui  transmettroient  le  mou- 
vement, changeroit  d'une  manière  notable  et  imprévue  les  directions  des  Miroirs 
élémentaires,  et  parce  que  les  engrenages  inévitables  donneroient  à  ces  Miroirs 
un  mouvement  de  vibration ,  qui  mettroient  les  images  individuelles  dans  une 
agitation  perpétuelle. 

U  ne  reste  donc  d'autre  moyen  raisonn^able  de  composer  un  Miroir  ardent 
de  plusieurs  Miroirs  plans ,  que  de  confier  chacun  de  ces  derniers  à  une 
personne  individuellement  chargée  de  le  maintenir  dans  la  position  où  il  doit 
être  pour  réfléchir  l'image  du  soleil  sur  un  point  déterminé ,  et  de  varier  cette 
position  conformément  au  mouvement  du  soleil.  Mais  M.  Peyrard  observe 
avec  raison  que  ce  moyen  a  un  inconvénient  qui  s'oppose  entièrement  à  son 
succès.  Il  est  bien  &cile ,  à  la  vérité ,  à  une  personne  seule ,  attentive  et 
commodément  placée ,  de  dhîger  sur  un  point  déterminé  l'image  du  soleil 
réfléchie  par  un  Miroir  d'une  grandeur  médiocre ,  et  de  l'y  maintenir  mal- 
gré  le  mouvement  du  soleil  ;  la  difficulté  ne  seroit  même  pas  bien  grande 
pour  trois  ou  quatre  personnes  qui  seroient  chargées  de  faire  en  même  temps 
la  même  chose.  Mais  u  5o,  loo,  200  personnes,  doivent  former  de  cette 
manière  un  foyer  ardent  y  comme  aucune  d'elles  ne  peut  distinguer  l'image 
qu'elle  envoie  de  celle  qu'envoient  les  autres  ,  si  une  seule  de  ces  images 
s'écarte  du  foyer ,  chacun  des  coopérateurs  veut  s'assurer  si  c'est  la  sienne  \ 
il  en  résulte  une  agitation  et  un  désordre  qui  empêchent  le  foyer  de  se 
former.  C'est  à  cet  inconvénient  que  M.  Peyrard  s'est  proposé  de  parer ,  et 
qu'il  évite  entièrement  d'une  manière  fort  ingénieuse.  Pour  cela ,  il  garnit  cha- 
cun de  ses  Miroirs  d'un  équipage  peu  compliqué  et  que  nous  allons  décrire. 

Une  petite  lunette  portée  par  un  trépied,  et  garnie  de  deui^fils  qui  se  croi- 
sent aux  foyers  des  verres ,  peut  être  facilement  dirigée  vers  le  point  sur  lequel 
on  veut  porter  l'image.  On  la  maintient  dans  cette  direction  par  deux  vis.  La 
lunette ,  sans  changer  de  direction ,  est  mobile  sur  son  axe ,  entre  deux  collets , 
et  peut  être  maintenue  dans  toutes  ses  positions  autour  de  cet  axe  par  une 
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autre  tîs  ;  die  porte  en  dehors  le  Miroir  qa'dUe  eatralne  arec  ^le  ,  quand 
elle  tourne  autour  de  son  axe ,  et  qui  indépendamment  de  ce  moar-ement ,  peut 
tourner  autour  d'un  axe  particalier,  perpendiculaire  à  celui  de  la  lunette. 
On  fait  tourner  la  lunette  sur  son  axe,  jusqu'à  ce  que  Taxe  particulier  du 
Miroir  soit  perpendiculaire  au  plan  forme  par  les  rayons  incidens  et  rëtléchis , 
et  on  la  maintient  dans  celte  position  par  la  vis.  Enfin ,  on  fait  tourner  le 
Miroir  sur  son  axe  particulier,  jusqu'à  ce  que  les  rayons  réfléchis  soient  paral- 
lèles à  l'axe  de  la  lunette;  et  on  est  sûr  qu'alors  l'image  du  soleil  se  porte  sur 
l'objet  vers  lequel  la  lunette  est  dirigée. 

Les  deux  mouyemens  dont  nous  venons  de  parler  s'exécutent  l'un  après  Tau* 
tre ,  et  sont  susceptibles  d'une  assez  grande  précision.  D'abord  pour  le  premier, 
lorsque  l'axe  particulier  du  Miroir  est  perpendiculaire  au  plan  des  rayons  inci- 
dens et  réfléchis ,  le  bord  du  cadre  qui  est^rpendiculaire  à  l'axe  particulier 
du  Miroir  porte  une  ombre  qui  est  dans  un  ^lan  parallèle  à  celui  des  rayons 
incidens  et  réfléchis^  et  par  conséquent  parallèle  à  l'axe  de  la  lunette.  Ainsi 
cette  ombre  doit  couper  la  face  d'un  index  saillant  en  dehors  de  la  lunette , 
dans  une  droite  qui  est  à  même  distance  de  l'axe  de  la  lunette  qu'en  est 
le  bord  du  cadre.  Donc  cette  droite  étant  tracée  sur  la  face  de  l'index ,  pour 
exécuter  le  premier  mouvement,  il  suiStde  faire  tourner  la  lunette  sur  son 
axe,  jusqu'à  ce  que  l'ombre  du  cadre  du  Miroir  coïncide  avec  la  droite 
tracée  sur  l'index  ;  ce  qui  est  d'une  précision  assez  grande. 

Pour  le  deuxième  mouvement ,  il  est  clair  que  quand  le  Miroir  est  placé 
de  manière  que  les  rayons  réfléchis  sont  parallèles  à  l'axe  de  la  lunette ,  si. 
sur  l'axe  particulier  du  Miroir ,  et  tout  près  des  bords  du  cadre ,  on  a  en- 
levé le  tain  de  la  glace  sur  un  petit  trait ,  le  défaut  de  tain  produira  une 
ombre  qui  tombera  sur  le  miUeu  de  la  droite  de  l'index.  Donc  ce  point  du 
milieu  étant  marqué  d'avance  sur  l'index ,  pour  exécuter  le  deuxième  mou- 
vement ,  il  suffit  de  faire  tourner  le  Miroir  sur  son  axe  particulier ,  jusqu'à 
ce  que  l'ombre  du  trait  privée  de  tain  tombe  sur  ce  point  ;  ce  qui  est  de  la 
même  précision  que  pour  le  premier  mouvement. 

On  voit  donc  que  des  coopérateùrs ,  en  quelque  nombre  qu'ils  soient ,  peu- 
vent chacun  diriger  l'image  qu'il  produit  sur  le  point  indiqué  pour  le  foyer, 
sans  s'occuper  de  ce  que  font  ses  voisins,  et  sans  être  gênés  par  leurs  opérations. 
Il  faut  observer  d'ailleurs  que  le  mouvement  du  soleil  dans  son  arc  diurne 
n*est  pas  assez  rapide  pour  qu'un  même  coopérateur  ne  puisse  soigner  et 
entretenir  la  direction  de  dix  Miroirs  voisins  les  uns  des  autres  ^  ce  qui 
diminue  beaucoup  l'embarras  et  les  frais  qu'entraineroit  cette  opération. 
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Noos  concluons  que  M.  Feyrard  a  apporte  dans  la  construction  des  Miroirs 
ardens  composés  de  plusieurs  Miroirs  plans ,  une  perfection  que  ces  instrumens 
n'avoient  pas  encore  acquise ,  et  qui  nous  paroît  digne  de  l'approbation  d« 
la  CSlasse. 

Fait  au  Palais  des  Arts,  le  3  août  1807* 

Signé  Charle»,  Rochon,  Mokgb,  Bxipporteur* 

La  Classe  approuve  ce  Rapport,  et  en  adopte  les  conclusions. 


Cerdfië  conforme  i  l'original. 
A  Paris ,  le  4e  août  1807. 

Le  Secrétaire  perpétuel , 

Signé  DELAMBRE, 


MIROIR  ARDENT 

rar  le  moyen  duquel  on  peut  réfléchir  et  fixer  y  sur  im  objet 
en  repos  ou  en  mouvement ,  les  rayons  solaires^  en  aussi 
grande  quantité  que  Ton  yeut 


mÈmÊmmtm 


ijË  miroir  ardent  est  un  assemblage  de  glaces  planes  étamëes. 
Chacune  des  glaces  qui  le  composent  est  disposée  de  la  manière 
suivante  : 

Une  lunette  ÂB  (Jig.  i  )  est  mobile  sur  son  axe  entre  deux  col- 
lets CC)  C  C%  qui  sont  fixes  avec  une  pièce  de  métal  DD. 

La  petite  ouverture  de  la  lunette  est  en  Â  et  la  grande  est  en  B  : 
deux  fils  se  coupent  à  angles  droits  au  centre  de  la  grande  ouvert 
ture  de  la  lunette. 

Une  vis  de  pression  E  agit  sur  la  lunette ,  et  la  maintient  dans  la 
position  qu'on  veut  lui  donner. 

La  lunette  est  montée  sur  son  pied  comme  une  lunette  ordinaire; 
de  sorte  qu'on  peut  diriger  son  axe  vers  un  point  donné  :  deux  ^ 
vis  de  pression  F  et  G  la  maintiennent  dans  la  position  qu'on 
lui  veut  donner. 

On  pourroit,  au  lieu  des  trois  vis  de  pression  dont  je  viens  de 
parler ,  employer  des  vis  de  rappel. 

Le  milieu  de  la  lunette  est  surmontée  d'un  cylindre  M^  M',  dont 
la  base  supérieure  est  parallèle  à  l'axe  de  la  lunette. 

Une  branche  de  fer  HHH,  ployée  en  équerre,  est  fixe  avec  la 
lunette. 

Une  glace  encadrée  tourne  sur  deux  pivots  MM,  00.  La  droite 
qui  passe  par  le  centre  des  pivots  est  tangente  à  la  face  postérieure 
de  la  glace  9  et  perpendiculaire  sur  l'axe  de  la  lunette. 
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Le  trait  noir  NN,  qui  est  occasionné  par  le  défaut  de  tain,  est 
partagé  en  deux  parties  égales  par  l'axe  du  miroir. 

La  grande  ouverture  de  la  lunette  est  surmontée  d'une  plaque 
de  métal  qui  est  fixe  avec  elle.  Devant  cette  plaque  est  une  plaque 
quarrée  ZZ,  sur  laquelle  sont  tracées  les  droites  XX,  YY,  qui^ 
coupent  à  angles  droits.  La  plaque  quarrée  a  une  tige  qui  traverse 
un  trou  quarré ,  pratiqué  dans  la  plaque  fixe.  La  plaque  quarrée 
peut  se  mouvoir  à  droite  ou  à  gauche ,  s'élever  ou  s'abaisser  :  un 
écrou  placé  derrière  la  plaque  fixe  arrête  la  plaque  mobile  dans  la 
position  qu'on  veut  lui  donner. 

La  plaque  mobile  doit  être  placée  de  manière  que  la  droite  XX 
prolongée  passe  par  l'axe  de  la  lunette  et  soit  parallèle  à  l'axe  particu- 
lier du  miroir,  et  de  manière  que  la  distance  de  la  droite  YY  à  l'axe 
de  la  lunette  soit  égale  à  la  distance  de  la  droite  IK  à  ce  même 
axe.  La  plaque  ZZ  étant  ainsi  placée,  il  est  évident  que  la  droité^YY 
sera  parallèle  à  IK ,  et  que  la  droite  menée  du  point  où  l'axe  de  la 
glace  coupe  IK  au  point  où  XX  coupe  YY,  sera  parallèle  à  l'axe  de 
la  lunette. 

La  pièce  Q  Q'  est  un  ressort  fixe  en  Q'  avec  Téquerre.  Ce  ressort 
est  traversé  en  Q  par  la  vis  RQ.  En  tournant  cette  vis,  l'extrémité 
de  l'équerre  presse  le  pivot  OO  sur  le  cadre  de  la  glace. 

L'équerre  HHH  est  surmontée  d'un  assemblage  de  pièces  repré- 
senté dans  la  figure  !2.  La  pièce  ab  et  le  pivot  OO  sont  assemblés 
d'une  manière  invariable.  L'extrémité  de  l'équerre  et  la  pièce  W 
ont  un  trou  quarré  qui  reçoit  le  pivot  OO.  Lorsqu'on  détourne 
la  vis  de  pression  T,  la  pièce  ab  peut  se  mouvoir  en  avant  ou  en 
arrière ,  et  lorsqu'on  détourne  la  vis  de  pression  S ,  la  pièce  W 
peut  se  mouvoir  à  droite  ou  à  gauche  avec  la  pièce  ab. 

Pour  donner  à  Taxe  du  miroir  une  position  perpendiculaire  sur 
l'axe  de  la  lunette,  pour  placer  la  plaque  mobile  ZZ  (fig.  i  ),  de  manière 
que  la  droite  menée  du  point  où  l'axe  du  miroir  coupe  la  ligne  IK, 
au  point  où  XX  coupe  Y  Y  soit  parallèle  à  IK,  et  enfin  pour  placer 
la  droite  YY  parallèle  à  IK,  je  me  conduis  de  la  manière  suivante  : 
Je  place  le  miroir  de  manière  que  la  droite  IK  coupe  à  angles 
droits  l'axe  de  la  lunettei  Je  détourne  la  vis  T,  et  je  fais  en  sorte  que 
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le  bord  inférieur  du  cadre  soit  tangent  à  la  surface  circulaire  M' M', 
qui  est  parallèle  a  l'axe  de  la  lunette.  Je  tourne  ensuite  la  vis  T  pour 
fixer  la  pièce  ab  (yïg*.  2  )  d'une  manière  invariable. 
•    Je  dirige  ensuite  l'axe  du  miroir  sur  un  point  d'une  surface  plane 
placée  à  une  cei^taine  distance.  Il  faut  que  ce  point  soit  dans  le  plan 
vertical  qui  passe  par  l'œil  de  l'observateur  et  par  le  centre  du  soleil, 
et  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  sur  la  surface  plane  dont  npus 
venons  de  parler.  Par  ce  point ,  je  mène  une  droite  horizontale ,  et 
à  partir  de  ce  point,  je  prends  un  second  point  qui  soit  autant 
éloigné  du  premier,  que  le  centre  de  la  glace  est  éloigné  de  Taxe  de 
la  lunette.  Je  détourne  la  vis  de  pression  S.  Je  fais  tourner  la  lunette 
sur  son  axe  ;  le  miroir  aussi  sur  son  axe  particulier,  et  je  fais  avancer 
ou  reculer  la  pièce  VV,  jusqu'à  ce  que  le  centre  de  l'image  réfléchie 
tombe  sur  le  second  point.  Je  fixe  la  pièce  VV.  Je  place  ensuite  la 
pièce  ZZ  de  manière  que  l'ombre  de  la  droite  IR  tombe  sur  la 
droite  YY,  et  que  l'ombre  de  MM  soit  partagée  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  XX ,  et  je  fixe  la  pièce  ZZ. 

Le  miroir  étant  ainsi  monté ,  il  est  évident  que  quel  que  soit  le 
point  sur  lequel  on  aura  dirigé  l'axe  de  la  lunette,  l'ombre  de  IfN 
et  par  conséquent  tous  les  rayons  réfléchis  par  la  surface  de  la 
glace  seront  parallèles  à  l'axe  de  la  lunette,  pourvu  que  l'ombre 
de  IK  tombe  sur  YY,  et  que  l'ombre  de  lOT  «oit  partagée  •en  deux 
parties  égales  par  la  droite  XX. 

Le  miroir  étant  ainsi  disposé ,  voici  le  moyc»i  de  s'-en  «ervîr  : 
Pour  porter  l'image  du  soleil  sur  un  objet  donné,  il  &ut, 
i*'.  diriger  l'axe  de  la  lutiette  sur  un  point  de  Tobj^  donné, 
2^.  faire  tourner  la  lunette  i^ur  son  axe,  jusqu'à  ce  qtw  Toùibre 
de  la  ligne  IK  tombe  sur  la  ligne  Y  Y  ;  3^.  faire  tourner  le  miroir 
sur-  son  axe  particulier ,  jusqu'à  ce  que  l'ombre  de  fa  bande  MM 
soit  partagée  en  deux  parties  égales  par  la  droite  XX. 

Ces  trois  opérations  étant  faites ,  il  est  évident  que  l'image  duisoleil 
tombera  sur  Fobjet  donné;  ou  pour  parler  plus  rigoureusement ,  fc 
centre  de  l'image  réfléchie,  a«  lieu  d'être  «ut  le  point  tlé  Tobjet  sur 
lequel  on  a  dirigé  l'axe  de  la  lunette ,  en  sera  à  une'<fistance  égale  à 
celle  qui  est  entre  le  centre  du  miroir  et  l'axe  ûe  là  kinette. 

69 


5^6  MIROIR   ARDENT. 

Si  à  mesure  que  le  soleil  s'avance,  on  a  soin  de  maintenir 
l'ombre  de  la  droite  IK  sur  la  droite  YY ,  et  l'ombre  de  NN  sur  la 
droite  XX ,  de  manière  que  la  droite  XX  partage  l'ombre  de  NN  en 
deux  parties  égales,  il  est  évident  que  l'image  conservera  sa  pre- 
mière position  aussi  long-temps  qu'on  le  voudra. 

Supposons  à  présent  qu'on  ait  un  grand  nombre  de  ces  miroirs  ; 
que  ces  miroirs  soient  placés  les  uns  à  côté  des  autres  dans  des 
rangées  placées  les  unes  au-dessus  des  autres  ;  et  supposons  que 
ces  miroirs  soient  dirigés  chacun  par  une  personne.  11  est  évident 
que  les  images  réfléchies  par  les  glaces  pourront  être  portées  sur  le 
même  objet,  et  qu'elles  pourront  y  rester  fixées  aussi  long- temps 
qu'on  le   voudra. 

J'ai  dit  qu'il  faudroit  autant  de  personnes  que  de  miroirs;  mais 
il  est  aisé  de  prévoir  qu'une  seule  personne  pourroit  diriger  facile- 
jnent  dix  et  même  vingt  miroirs  sans  craindre  le  déplacement  du 
foyer,  ni  la  dispersion  des  images* 

Si  l'objet  sur  lequel  on  veut  porter  les  images  du  soleil  étoit  en 
mouvement,  il  faudroit  nécessairement  que  chaque  miroir  fût 
dirigé  par  deux  personnes  :  l%me  seroit  chargée  de  diriger  constam- 
ment l'axe  de  la  lunette  sur  l'objet  en  mouvement,  tandis  que 
Tautre  seroit  chargée  de  faire  tomber  l'ombre  de  la  droite  IR  sur  la 
droite  YY,  et  l'ombre  du  pivot  NN  sur  la  droite  XX,  de  manière 
que  cette  droite  partageât  l'ombre  du  pivot  en  deux  parties  égales. 

Tel  est  le  miroir  ardent  que  j'ai  imaginé.  La  construction  en  est 
simple  ;  la  manière  de  s'en  servir  est  facile  ,  et  il  est  hors  de  doute 
que  par  son  moyen  on  peut  réfléchir  et  fixer  sur  un  objet  en  repos 
ou  en  mouvement  les  rayons  solaires,  en  aussi  grande  quantité 
qu'on  le  veut. 

Je  vais  examiner  à  présent  quels  sont  les  effets  que  mon  miroir 
est  capable  de  produire. 

Buffon  s'est  assuré  par  plusieurs  expériences  que  la  lumière  du 
soleil  réfléchie  par  une  glace  étamée  ne  perdoit^  à  de  petites  dis- 
tances y  qu'environ  moitié  par  réflexion  ;  qu'elle  ne  perdoit ,  à  de 
grandes  distances ,  presque  Tien  de  sa  force  par  l'épaisseur  de  l'air 
qu'elle  ^  ayoit  à  traverser ,  et  que  seulement  sa  force  diminuoit  en 
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raison  inverse  de  l'augmentation  des  surfaces  qu'elle  occuperoit  sur 
des  plans  perpendiculaires  sur  les  rayons  réfléchis  (*). 

Cela  étant  accordé,  supposons  que  les  glaces  de  chaque  miroir 
aient  chacune  cinq  décimètres  de  hauteur  sur  six  décimètre^  de 
largeur.  Je  prends  les  glaces  plus  larges  que  hautes,  afin  que  les 
images  réfléchies  aient  leurs  hauteurs  à-peu-près  égales  à  leurs  lar- 
geurs; car  les  rayons  du  soleil  étant  toujours  perpendiculaires  sur 
Taxe  de  chaque  glace ,  tandis  qu'ils  sont  plus  ou  moins  inclinés  sur 
la  ligne  IK ,  si  les  hauteurs  des  glaces  étoient  égales  à  leurs  lar- 
geurs, lorsque  les  rayons  du  soleil  ne  seroient  pas  perpendicu- 
laires sur  le  plan  des  glaces,  les  hauteurs  des  images  du  soleil 
seroient  toujours  plus  petites  que  leurs  largeurs. 

Pour  calculer  plus  facilement  les  effets  de  mon  miroir,  je  sup- 
pose que  les  glaces  sont  de  forme  circulaire ,  ayant  un  4^3™ètre  de 
cinq  décimètres,  et  qu'elles  reçoivent  perpendiculairement  les 
rayons  solaires.  Les  images  réfléchies  par  les  glaces  de  mon  miroir 
étant  plus  grandes  que  les  images  réfléchies  par  ces  glaces  circu- 
laires, il  est  évident  que  mes  résultats  seroqt  de  quelque  chose  trop 
petits.  j  ^ 

Le  diamètre  apparent  du  soleil  étant  de  32  minutes,  il  est  évi- 
dent  que  chaque  point  d'une  glace  réfléchit  un  cône  lumineux  dont 
la  section  par  l'axe  forme  un  angle  de  32  minutes. 

Cela  posé ,  que  AB ,  fig.  3 ,  soit  lé  diamètre  d'une  glace  circulaire; 
et  que  ce  diamètre  soit  de  cinq  décimètres.  Supposons  que  la  droite 
CD,  menée  du  centre  du  soleil  sur  le  centre  de  cette  glaee.,  soitperi^ 
pendiculaire  siir  son  plan.  Par  la  droite  AB  et  par  la  droite  Cl£>  .tiotk^ 
duisons  un  plan,  et  que  les  droites  AE^  BF  soient  les  intersections 
du  plan  coupant  et  de  la  surface  du  faisceau  de  la  lumière. réfléchie 
par  cette  glace.  Si  les  droites  EA,  FB  sont  prolongées,  elles  se  ren- 
contreront  en  un  point  G,  et  formeront  un  angle  de  32  minutes..  En 
effet ,  le  diamètre  apparent  du  soleil  étant  de  32  minutes  ^  chaque 
point  de  la  glace  réfléchit  nécessairement  un  cône  lumineux  dont 

■  ■       ■  III  ■  I      ■     ■  ■       Il  ■      ■■  ■  Il  I       ^B^^i^^— — ■»  a 

{*)  Voyez  le  Sapplément  de  VHUioire  Naturelle  de  BuSon ,  édition  i>i^4^.> 
Paris^  1774)  tome  i,  pagea  4oi  et  4o5«  «*  :  i:> 
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la  section  par  Taxe  forme  un  angle  de  3^  minutes.  Que  la  droite  HA 
soit  l'axe  du  cône  lumineux  réfléchi  par  le  point  A  de  la  glace,  et 
la  droite  KB  Taxe  du  cône  lamineux  réfléchi  par  le  point  B.  Il  est 
éyident  que  les  angles  £AH,  FBK  seront  chacun  de  i6  minutes. 
Mais  les  angles  EÂH,  FBK  sont  égaux  aux  angles  EGC,  FGC, 
puisque  l^s  trois  droites  HA ,  CG ,  KB  sont  parallèles  ;  donc  l'angle 
EGFesf  égal  à  la  somme  des  angles  EAH,  FBK,  qui  vaut  3^  minutes. 
Donc  l'angle  EGF  e&l  de  3^  minutes. 

Il  me  reste  à  calculer  à  quelle  distance  du  miroir  l'image  réflé- 
chie sera  douUe,  triple  ^  quadruple ,  etc.  de  la  surface  de  la  glace 
réfléchissante. 

Pour  cet  effet ,  j,e  calcule  d'abord  la  distance  GD,  en  faisant  cette 
proportion,  r 

tang!  AG1>:  R  ::  AD  ;  GD;  on  bien  tang.  i6'  :  R  ::  o»«»%25  :  GD  ; 

et  je  trouve  que  GD  est  de  55^'^ja. 

Je  cherche  ensuite  à  quelle  distance  de  la  glace  l'image  réfléchie 
est  double ,  triple ,  quadruple  ,  etc.  de  la  surface  de  la  glace.  Sup- 
posons qu'elle  soit  double  en  LM ,  triple  en  NO  ,  quadruple 
enEF,  etc. 

Pour  trouver  les  distances  DP ,  DQ,  DC,  etc.  je  me  conduis  de 
ïa  manière  suivante  : 

Popr  trouver  DP  je  fais  cette  proportion  : 

Ab':  LM  ::  GD*:  GP^;  oubien  1:2::  (53  ""•,72)  :  GP^ 

à  caiise  qne  AD  est  la  moitié  de  LM,  lorsque  la  surface  de  la  glace 
est  la  moitié  de  l'image  réfléclûe. 

Connoissant  la  valeur  de  AP^  j'en  prends  la  racine  quarrée;  de 
cette  racine,  j'en  retranche  GD,  c'est-à-dire  55 "-,73,  et  je  trouve 
22  ">',35.  D^où  je  conclus  que  l'image  réfléchie  est  double  de  la 
surface  de  la  glace  lorsqu'elle  en  est  éloignée  de  22  "-^aS, 

Pour  trouver  la  distance  DQ ,  on  feroit  cette  proportion  : 

»■*'■'•  a  -  2 

„ ï  :5  ::  CSS^-a?^)  :  GQ. 

Pour  trouver  les  autres  di^tances^ ,  on  sf  conduiroit  d'une  manière 
analogue. 


/ 


/ 
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J'ai  calcule  ces  distances ,  et  j'ai  trouTé  les  résultats  suiraixs  : 

L^'mage  étant  La  distance  est  de 

Double • •••••»•  22  '*'  ,25 

Triple .'....  5g  ,53 

Quadruple ..•♦..'.  55  ,72 

Quintuple 66  ,4' 

Sextuple 77  ,86 

Septuple ...j:.,..  88  ,4i 

Octuple 98  ,22 

Noouple'*  ••••••.. ..«*..«  107  ,44 

Décuple • 116  ,16 

Il  est  inutile  d'avertir  que  ces  distaxices  seraient  doubles, 
triples  >  quadruples  ,  etc.  si  les  diamètres  de  mes  glaces ,  au  lii^u 
d'être  de  cinq  décimètres ,  étoieal  de  dix,  de  quinze ,  de  vingt ,  etc. 
décimètres. 

Soit  à  présent  un  certain  nombre  de  mes  miroirs  ;  et  supposons 
qu'à  une  très-petite  distance  les  images  de  ces  miroirs  réunies  sur 
le  même  objet  soient  capables  de  produire  un  certain  degré  de 
chaleur.  Il  suit,  d'après  les  résultats  que  j'ai  obtenus^  que  pour 
produire  le  même  degré  de  chaleur  à  une  distance  de  2d  ^-^25 ,  de 
3gn»-,35,  de  53™->72  ,  etc.  il  faudroit  doubler,  tripler,  quadru- 
pler ,  etc.  le  nombre  des  miroirs.  Il  suit  encore  ,  qu'à  une  des  dis- 
tances calculées  plus  haut,  on  peut  produire  une  chaleur  au  moins 
égale  à  celle  qui  seroit  produite  par  la  chaleur  du  soleil ,  répétée 
autant  de  fois  qu'on  le  voudroit. 

Mais  combien  faut-il  répéter  de  fois  la  chaleur  du  soleil  pour 
faire  bouillir  de  l'eau,  pour  enflammer  du  bois,  pour  fondre  tel 
ou  tel  métal,  le  calciner^  le  vaporiser,  etc.  ?  Ces  différentes  ques- 
tions ne  sont  pas  encore  résolues.  A  l'aide  de  mon  miroir,  elles 
pourroientFetre.  Cependant  pour  satisfaire  jusqu'à  un  certain  point 
la  curiosité  de.  mes  lecteurs,  j.e  vais  tâcher  de  résoudre  quelques- 
unes  de  ces  questions^  en  prenant  pour  base  les  expériences  que 
Buffon  a  faites  avep  son  miroir  ardent. 
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Les  glaces,  dont  le  miroir  de  Buffon  étoit  composé,  avoient  chacune 
six  pouces  de  hauteur  sur  huit  de  largeur.  Pour  simplifier  les  calculs, 
je  supposerai  d'abord  que,  lorsque  Buffon  faisoit  ses  expériences, 
chacune  des  glaces  de  son  miroir  produisoit  un  effet  aussi  grand 
que  Tauroit  fait  une  glace  circulaire  de  même  surface ,  sur 
laquelle  les  rayons  solaires  seroient  tombés  perpendiculairement. 
Je  supposerai  ensuite  que  toutes  les  images  réfléchies  par  les 
glaces  de  son  miroir  s'appliquoient  exactement  les  unes  sur  les 
autres. 

Mais  il  est  hors  de  doute  que  chacune  des  glaces  du  miroir  de 
Buffon  produisoit  un  effet  moins  grand  que  celui  qui  auroit  été 
produit  par  une  glace  sur  laquelle  les  rayons  solaires  seroient 
tombés  perpendiculairement  ;  car  les  rayons  solaires  tombant  obli- 
quement sur  les  glaces  de  son  miroir,  il  est  évident  que  la  quan- 
tité des  rayons  réfléchis  étoit  plus  petite  qu'elle  ne  l'eût  été ,  si 
les  rayons  solaires  fussent  tombés  perpendiculairement  sur  les 
glaces ,  et  je  ferai  voir  tout-à-l'heure  qu'avec  le  miroir  de  Buffon  , 
il  est  impossible  de  faire  tomber  exactement  les  images  du  soleil 
les  unes  sur  les  autres.  Il  s'ensuit  donc  qu'en  prenant  pour  base 
les  expériences  de  Buffon,  mes  résultats  seront  trop  grands. 

Le  a5  rtaars,  à  midi ,  Buffon  mit  le  feu  à  66  pieds  de  distance  , 
à  une  planche  de  hêtre  goudronnée ,  avec  quarante  glaces ,  le 
miroir  faisant  avec  le  soleil  un  angle  de  près  de  20  degrés  de  dé* 
clinaison  ,  et  un  autre  de  plus  de  10  degrés  d'inclinaison. 

En  examinant  le  tableau  de  la  p.  549 ,  on  verra  qu'à  cette  distance 
l'image  étoit  quintuple  de  la  surface  du  miroir.  Donc  le  cinquième 
de  40  glaces ,  c'est-à-dire  3  glaces ,  auroient  produit  le  même  effet  à 
Vine  très-petite  distance.  Mais  à  une  très-petite  distance  la  chaleur 
de  l'image  réfléchie  est  la  moitié  de  la  chaleur  du  soleil  ;  donc 
quatre  fois  la  chaleur  du  soleil  mettroit  le  feu  à  une  planche  de 
hêtre  goudronnée.  Je  suppose  dans  cette  expérience,  ainsi  que 
dans  celles  qui  suivent,  qu'on  n'a  employé  que  le  nombre  des 
glaces  nécessaire  pour  produire  l'inflammation  ou  la  fusion. 

Le  même  jour,  le  miroir  étant  posé  encore  plus  désavantagea*» 
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sèment,  il  mit  le  feu  à  une  planche  goudronnée  et  soufrée  à  ia6 
pieds  de  distance ,  avec  98  glaces. 

A  cette  distance,  l'image  réfléchie  étoit,  à  peu  de  chose  près, 
douze  fois  aussi  grande.  Donc  la  chaleur  nécessaire  pour  mettre  le 

feu  à  cette  planche,  seroit  la  chaleur  du  soleil  multipliée  par 7—^^ 

c'est-à-dire  que  la  chaleur  nécessaire  pour  cela  seroit  égale  à  quatre 
fois  et  7^  la  chaleur  du  soleil.  ^ 

Le  10  avril  après  midi,  par  un  soleil  assez  net,  on  mit  le  feu  à 
une  planche  de  sapin  goudronnée,  à  i5o  pieds,  avec  128  glaces. 
L'inflammation  fut  très-subite,  et  elle  se  fit  dans  toute  l'étendue  du 
foyer. 

A  cette  distance ,  l'image  étoit  à  très-peu  de  chose  près,  quinze 
fois  aussi  grande.  Donc  la  chaleur  nécessaire  pour  enflammer  cette 
planche  seroit  la  chaleur  du  soleil  multipliée  par  -j—  ;  c'est-à- 
dire  que  la  chaleur  nécessaire  pour  cela  seroit  égale  à  quatre  fois  et 
—  la  chaleur  du  soleil. 

Le  1 1  avril ,  à  une  distance  de  20  pieds  et  avec  ù  t  glaces ,  on  mil 
le  feu  à  une  planche  de  hêtre  qui  avoit  déjà  été  brûlée  en  partie. 

A  cette  distance,  l'image  étoit  double  à  peu  de  chose  près.  Donc 
la  chaleur  nécessaire  pour  enflammer  cette  planche  étoit  la  chaleur 
du  soleil  multipliée  par  ^^ ,  c'est-à-dire  par  5  et  ^. 

Le  même  jour,  à  la  même  distance,  avec  m  glaces,  on  enflamma 
de  petites  matières  combustibles.  Donc  la  chaleur  nécessaire  pour 
les  enflammer  étoit  la  chaleur  du  soleil  multipliée  par  trois. 

Le  même  jour  encore  ,  à  la  même  distance  et  avec  45  glaces ,  on 
fondit  un  gros  flacon  d'étain  qui  pesoit  environ  six  livres.  Donc  la 
chaleur  nécessaire  pour  cela ,  étoit  la  chaleur  du  soleil  multipliée 
par  ~|^ ,  c'est-à-dire  par  11   et  ^. 

Avec  117  glaces,  on  fondit  des  morceaux  d'argent  minces;  on 
rougit  une  plaque  de  tôle.  Donc  pour  prodpire  cet  effet,  il  faudroit 

une  chaleur  égale  à  celle  du  soleil  multipliée  par  ~ ,  c'est-à-dire  par 
«  Par  des  expériences  subséquentes  ;  dit  Buffon ,  j'ai  reconnu  que 
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la  distance  la  plus  avantageuse  pour  faire  commodément  avec  ces 
miroirs  des  épreuves  sur  les  métaux ,  étoit  à  4^  ou  45  pieds.  Les 
assiettes  d'argent  que  j'ai  fondues  à  cette  distance  avec  2^4  glaces, 
étoientbien  nettes,  en  sorte  qu'il  n'étoit  pas  possible  d'attribuer  la 
fumée  très -abondante  qui  en  sortoit,  à  la  graisse  ou  à  d'autres 
matières  dont  l'argent  se  seroit  imbibé,  et  comme  se  le  per3uadoient 
les  gens  témoins  de  l'expérience  :  je  la  répétai  néanmoins  sur  des 
plaques  d'argent  toutes  neuves ,  et  j'eus  le  même  effet.  Le  métal 
fumoit  très- abondamment,  quelquefois  pendant  plus  de  8  ou  lo 
minutes  avant  de  se  fondre.  J'avois  dessein  de  recueillir  cette  fumée 
d'argent  par  le  moyen  d'un  chapiteau  et  d'un  ajustement  semblable 
à  celui  dont  on  se  sert  dans  les  distillations,  et  j'ai  toujours  eu 
regret  que  mes  autres  occupations  m'en  aient  empêché;  car  cette 
manière  de  tirer  l'eau  du  métal  est  peut-être  la  seule  que  l'on  puisse 
•employer:  et  si  l'on  prétend  que  cette  fumée,  qui  m'a  paru  humide, 
ne  contient  pas  de  l'eau ,  il  seroit  toujours  très-utile  de  savoir  ce 
que  c'est ,  car  il  se  peut  aussi  que  ce  ne  soit  que  du  métal  volatilisé; 
d'ailleurei  je  suis  persuadé  qu'en  faisant  les  mêmes  épreuves  sur 
l'or^'OU  le  verra  fumer  coaune  l'argent,  peut-être  moins,  peut-être 
plusD. 

A  4o  pieds  de  distance  l'image  est  triple  ;  donc  la  chaleur  néces- 
saire pour  produire  cet  effet  «st  égale  à  celle  du  soleil  multiphée  par 
j^j  ,  c'est-à-dire  par  Sy  et  j. 

Ainsi  en  partant  des  expériences  imparfaites  de  fiuffon ,  cinq  fois 
la  chaleur  du  soleil  seroit  plus  que  suffisante  pour  enflammer  des 
planches  goudronnéea.  Je  suppose  que  huit  fois  cette  chaleur  soit 
suffîsafite  pour  enflammer  toutes  sortes  de  bois ,  et  certes  il  ne 
faudroit  pas  une  chaleur  aussi  grande. 

11  suit  de  cette  supposition  : 

1^.  Qu'à  tine  distance  de.:^a"-,a5,  il  faudroit  i6  de  mes  glaces 
pqur  enflammer  du  bois  ; 

2<*.  A  une  distance  de   Sg  "^SS ,  il  en  faudroit  24 ; 
3*.  A  u««  distancé  de  53  "^,^3^  il  en  Êtudroit  3a  j 
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4^.  A  une  dist£»ice  de  66  "-,41 ,  il  en  faudroit  4o 
5^  A  une  distance  de  77  ™-,86 ,  il  en  faudroit  48 
6*.  A  une  distance  de  88  ™-,4i ,  il  en  faudroit  56 
7®.  A  une  distance  de  98  "-,22  ,  il  en  faudroit  64 
8^.  A  une  distance  de  107  "-,44  5  il  en  faudroit  72 
9^.  A  une  distance  de  1 16  "*•,  16 ,  il  en  faudroit  80 
lo*.  A  une  distance  de  i^So  mètres,  c'est-à-dire  un  huitième  de 
myriamètre ,  c'est-à-dire  à  un  quart  de  lieue ,  il  en  faudroit  Sgo  (*)  ; 
1 1^.  A  une  demi-lieue ,  il  en  faudroit  2262. 

Si  les  hauteurs  et  les  largeurs  des  glaces  devenoient  doubles, 
triples ,  quadruples ,  etc. ,  il  est  évident  qu'elles  enflammeroient  à 
des  distances  doubles,  triples,  quadruples.  Ainsi  Sgo  glaces  d'un 
mètre  de  hauteur  produiroient  le  même  effet  à  une  demi-lieue,  et  des 
glaces,  de  deux  mètres  de  hauteur  à  une  lieue  ;  mais  je  me  trompe , 
Teffet  seroit  beaucoup  plus  grand. 

Si  Ton  se  servoit  de  glaces  d'un  mètre  de  hauteur ,  le  foyer  auroit 
à  une  distance  d'un  quart  de  lieue,  24  mètres  en  hauteur  et  en  lar- 
geur. Nul  doute,  du  moins  je  le  pense,  qu'avec  590  glaces  de  cinq 
décimètres  de  hauteur,  on  ne  fût  en  état  d'embraser  et  de  réduire  en 
cendres  une  flotte  à  un  quart  de  lieue  de  distance  ;  à  une  demi- 
lieue,  avec  590  glaces  d'un  mètre  de  hauteur,  et  à  une  lieue,  avec 
590  glaces  de  deux  mètres  de  hauteur. 

Au  lieu  d'employer  des  glaces  qui  auroient  deux  mètres  de  hau- 
teur, on  pourroit  employer  quatre  glaces  d'un  mètre  de  hauteur 
qu'on  assembleroit  sur  un  même  plan ,  et  l'effet  seroit  le  même. 

Je  ne  parle  point  des  effets  utiles  qu'un  miroir ,  tel  que  le  mien , 
seroit  capable  de  produire.  On  pourra  consulter  à  ce  sujet  le  sixième 


(^)  Pour  calculer  combien  il  &ut  de  glaces  i  cette  diatance,  on  fait  la  propor^ 
tion  suivante  : 

(53  ,7a): (53    iy2+  i25o)::  i  :x  . 

et  l'on  trouve  pour  quatrième  terme  $90  moins  une  fraction. 
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Mémoire  de  Buffon ,  inséré  dans  le  premier  Tolume  du  supplément 
de  son  Histoire  naturelle. 

Avant  de  finir,  je  dois  parler  des  miroirs  ardens  qui  ont  été  ima- 
ginés pour  brûler  à  de  grandes  distances.  Le  miroir  de  Buffon  est  le 
dernier  qui  ait  été  imaginé.  Ce  miroir  est  composé  de  i68  glaces 
planes,  montées  sur  un  châssis  de  fer.  Ces  glaces  qui  ont  six  pouces 
de  hauteur  sur  huit  de  largeur,  sont  mobiles  en  tous  sens. 

Le  miroir  de  Buffon  a  deux  défauts  qui  nuisent  essentiellement  à 
Teffetqu'ilproduiroit,  s'il  en  étoit  exempt.  Il  faut  environ  une  demi- 
heure  pour  l'ajuster,  c'est-à-dire  pour  faire  tomber  sur  le  même 
point  les  i68  images  du  §oleil  réfléchies  par  les  glaces.  Mais  les 
glaces  étant  ajustées  les  unes  après  les  autres,  et  les  images  réfléchies 
s^éloignant  à  chaque  instant  de  leurs  premières  positions ,  il  est  évi- 
dent que  lorsque  rojpération  est  terminée,  les  images  ont  dû  néces- 
sairement s'éloigner  du  foyer  en  s' éparpillant.  D'où  il  suit  qu'àchaque 
itistant  lé  foyer  se  déplace ,  s'agrandit ,  et  perd  de  son  activité. 

Supposons  pour  un  moment  que  le  miroir  étant  ajusté,  les 
images  du  soleil  soient  exactement  appliquées  les  unes  sur  les  autres; 
je  dis  qu'alors  le  miroir  de  Buffon  a  toutes  les  propriétés,  et  n'a 

que  iês ,  propriétés  d'un  miroir  parabolique    composé  de   glaces 

.    •    *  ■ 

planes. 

Siipposons  en  effet  un  certain  nombre  de  glaces  planes  BC , 
DE ,  etc.  {Jig.  4)^  placées  comme  on  voudra,  pourvu  que  leurs  cen- 
tres G,  H,  etc.  réfléchissent  les  rayons  solaires  IG,  KH  en  un  point  F. 
Par  le  point  F  menons  la  droite  AL  parallèle  aux  rayons  solaires 
IG ,  KH;  sur  cette  parallèle  prenons  un  point.  A  sur  le  prolongement 
de  LF ,  et  décrivons  une  parabole  MAN,  dont  l'origine  de  l'axe  soit 
le  point  A ,  et  dont  le  foyer  soit  le  point  F. 

Si  cette  parabole  fait  une  révolution  autour  de  son  axe,  elle 
décrira  la  surface  d'un  conoïde  parabolique.  Supposons  à  présent 
que  les  glaces  BC,  DE,  etc.  s'approchent  ou  s'éloignent  du  point  F 
en  se  mouvant  parallèTement  à  elles-mêmes,  suivant  les  droites  GF, 
HF,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  tangentes  au  conoïde.  Il  est  évident 
que  les  points  de  contacts  seront  les  centres  des  glaces,  et  que  les 
centres  de  ces  glaces  placées  en  bc ,  de  réfléchiront  les  rayons  so- 
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lâîres  OH,  PG^  etc.  au  point  F,  de  la  même  manière  qu'elles  y  réflé- 
chissoient  les  rayons  solaires  IG^KH  ,  etc.  lorsque  ces  glaces  étoieut 
placées  en  BC,  DE,  etc.  Je  conclus  donc  que  si  le  miroir  de  Buffon 
étant  ajusté,  les  images  étoient  exactement  appliquées  les  unes  sur 
les  autres,  ce  miroir  auroit  toutes  les  propriétés,  et  n'auroit  que 
les  propriétés  d'un  miroir  parabolique  composé  de  glaces  pUnes. 
Mais  un  miroir  parabolique  ne  réfléchit  les  images,  solaires  en  un 
seul  point,  que  lorsque  Taxe  est  dirigé  au  centre  du  soleil  ;  donc  J)our 
que  les  images  réfléchies  par  le  miroir  de  Buffon  restassent  exactement 
appliquées  les  unes  sur  les  autres ,  il  faudroit  que  l'axe  du  n\iroir , 
en  passant  toujours  parle  même  foyer  F,  fût  constamment  dirigé 
au  centre  du  soleil.  Mais  le  miroir  de  Buffon  reste  immobile  pen* 
dant  l'expérience;  donc,  à  mesure  que  le  soleil  s'avance,  le. foyer 
change  de  place  en  s'éparpillant.  Donc  le  miroir  de  Buffon  auroit 
un  second  défaut  essentiel ,  quand  même  lé  premier  n,'exi§tei;oit  pi^s. 
Voilà  quels  sont  les  deux  défauts  qui  sont  inhérens  au  miroir  de 
Buffon ,  et  qui  nuisent  grandement  à  l'effet  qu'il  produiroit ,  s'il  en 
étoit  exempt. 

Mon  miroir  est  exempt  de  tous  ces  défauts  ;  car  à  mesure  que  le, 
soleil  s'avance,  les  glaces  qui  le  composent  ne  eessent  de  jFormer  ua 
miroir  parabolique  dont  l'axe  est  constamment  dirigé  .du  fcentr^  du . 
soleil,  en  passant  par  l'objet  qu'on  veut  enflammer;  c'est-à-dire  qu'à  ' 
chaque  instant  mon  miroir  change  de  forme  pour  .pi*odaire  son 
effet. 

Avant  Buffon ,  Âthanase  Kircher  imagina  un  miroir  àrdç.nt  pour 
.  brûler  à  cent  pieds  et  au-delà.  Son  miroir  étoit  un  assemblage  de  . 
glaces  planes  et  circulaires  :  il  posoit  ses  glaces  sur  un  mur  j  en 
leur  donnant  une  inclinaison  convenable,  pour  que  les  images  du 
soleil  fussent  réfléchies  sur  le  même  objet. 

Athanase  Kircher  ne  fit  ses  expériences  qu'avec  cinq  glaces  ;  il  . 
dit  que  la  chaleur  produite  avec  quatre  glaces  étoit  encore  support  . 
table,  et  que  la  chaleur  prokluite  avec  cinq  étoit  presque  insuppor- 
table. Je  crois  très-fermement,  dit  Kircher,  que  c'est  avec  des 
miroirs  plans  ainsi  disposés ,  que  Proclius  brûla  les  vaisseaux  dé  ^ 
Vitalien. 
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Rircher  ne  poussa  pas  ses  expériences  plus  loin ,  et  se  contenta 
d'inviter  les  savans  à  les  répéter ,  avec  un  plus  grand  nombre  de 

glaces  (*). 

Il  est  inutile  de  faire  observer  que  le  miroir  d'Âthanase  Kircher 
a  tous  les  défauts  de  celui  de  Buffon. 

Anthémius  de  Tralles ,  qui  naquit  vers  la  fin  du  cinquième  siècle, 
et  qui  fut  chargé  par  Justinien  i**"  de  construire  le  tetnple  de  Sainte* 
Sophie  à  Constantinople  ,  a  aussi  imaginé  un  miroir  ardent.  Il 
nous  reste  de  lui  un  fragment  où  il  en  fait  la  description*  Ce  frag- 
ment ,  qui  a  été  traduit  par  M.  Dupuy,  se  trouve  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  Inscriptions  et  Belles-Lettres ,  de  l'année  1777. 
Au  lieu  de  faire  Ynoi-méme  la  description  du  miroir  d'Anthémius, 
je  vais  le  laisser  parler  lui-même. 

Construire  une  machine  capable  d^incendier^  à  un  lieu  donné 
distant  de  la  portée  d^un  trait  j  par  le  moyen  des  rayons  solaires. 

Ce  problème  paroit  comme  impossible,  à  s'en  tenir  à  l'idée  de 
ceux  qui  ont  expliqué  la  méthode  de  construire  ce  qu'on  appelle 
miroirs  ardens;  car  nous  voyons  toujours  que  ces  miroirs  regar- 
dent le  soleil ,  quand  l'inflammation  est  produite;  de  sorte  que  si  le 
lieu  donné  n'est  pas  sur  le  même  alignement  que  les  rayons  solaires, 
s'il  incline  d'un  coté  ou  d'un  autre,  ou  s'il  est  dans  une  direction 
opposée,  il  est  impossible  d'exécuter  ce  qu'on  propose  par  le  moyen 
de  ces  miroirs  ardens*  D'ailleurs  la  grandeur  du  miroir,  laquelle 
doit  être  proportionnée  à  la  distance  où  il  s'agit  de  porter  le  feu  au    . 
point  d'incendier ,  nous  force  de  reconnoitre  que  la  construction  , 
telle  qu'elle  est  exposée  par  les  Anciens,  est  presque  impraticable. 
Ainsi,  d'après  les  descriptions  qu'on  en  a  données,  on  a  raison  de 
croire  que  le  Problème  proposé  est  impossible.  Néanmoins  comme 
on  ne  peut  pas  enlever  à  Archimède  la  gloire  qui  lui  est  due ,  puis- 
qu'on s'accorde  unanimement  à  dire  qu'il  brûla  ies  vaisseaux  ennemis 


C)  Kircher;  D9  Arte  niagnà  lucis  tt  umbr^p  lib.  X|  par.  u,  probl.  iv. 
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par  le  moyen  des  rayons  solaires ,  la  raison  nous  force  d'avouer  que 
par  ce  moyen  même ,  le  problême  est  possible.  Pour  nous ,  après 
avoir  examiné  la  matière,  après  l'avoir  considérée  avec  toute  l'at- 
tention dont  nous  sommes  capables ,  nous  allons  exposer  la  méthode 
que  la  théorie  nous  a  fait  découvrir ,  en  faisant  précéder  quelques 
préliminaires  nécessaires  au  sujet. 

u£  un  -point  donné  d^un  miroir  plan  ^  trouver  une  position,  telle 
qu'un  rayon  solaire  venant^  selon  quelqu* inclinaison  que  ce  soit , 
frapper  ce  points  soit  réfléchi  à  un  autre  point  aussi  donné. 

Soit  A  {fig.  5)  le  point  donné,  le  rayon  BA  donné,  selon  une 
direction  quelconque,  et  qu'il  faille  que  le  rayon  BA,  tombant 
sur  un  miroir  plan  et  attaché  à  ce  point  A  soit  réfléchi  au  point 

donné  r. 

Tirez  du  point  A  au  point  r  la  droite  AT  :  divisez  en  deux  parties 
égales  l'angle  BAr  par  la  droite  aa  ,  et  concevez  le  miroir  plan  EA2 
dans  une  situation  perpendiculaire  à  la  ligne  AA ,  il  est  évident ,  par 
ce  qui  a  été  démontré ,  que  le  rayon  BA  tombant  sur  le  miroir  EAZ , 
se  réfléchira  au  point  r;  ce  qu'il  falloit  exécuter 

Par  conséquent  aussi  tous  les  rayons  solaires  également  inclinés , 
et  tombant  parallèlement  à  AB  sur  le  miroir ,  seront  réfléchis  par 
des  lignes  parallèles  à  Ar.  Il  est  donc  démontré  que,  de  quelque  côté 
que  se  trouve  le  point  r,  dans  quelque  position  qu'il  soit  à  l'égard 
du  rayon  solaire,  ce  rayon  sera  réfléchi  du  même  côté  par  le  miroir 
plan.  Mais  l'inflaipmation  ne  s'opère  par  le  moyen  des  miroirs 
ardens ,  que  parce  que  plusieurs  rayons  sont  rassemblés  en  un  seul 
et  même  lieu ,  et  que  la  chaleur  est  condensée  au  commet  au  point 
d'incendier.  C'est  ainsi  que  le  feu  étant  allumé  dans  un  lieu ,  les 
parties  d'alentour  et  l'air  ambiant  reçoivent  quelque  chaleur  pro- 
portionnée. Si  donc  nous  concevons  qu'au  contraire  tous  ces  degrés 
de  chaleur  soient  rassemblés  et  réunis  au  milieu  de  cet  endroit, 
ils  y  exerceront  la  vertu  du  feu  dont  nous  parlons.  Qu'il  faille 
donc  porter  au  point  r  éloigné  du  point  A  de  la  distance  que  nous 
avons  assignée ,  et  y  rassembler  différens  autres  rayons ,  par  le 
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moyen  de  miroirs  plans  et  semblables ,  de  manière  que  tous  ces 
rayons,  réunis  après  la  réflexion ,  produisent  l'inflammation  ;  c'est 
ce  qui  peut  s'exécuter  à  l'aide  de  plusieurs  hommes  tenant  des 
miroirs,  qui,  selon  la  position  indiquée,  renvoient  les  rayons  au 
point  r 

Mais  pour  éviter  les  embarras  où  jette  l'exécution  d'un  pareil 
ordre  prescrit  à  plusieurs  personnes,  car  nous  trouvons  que  la 
matière  qu'il  s'agit  de  brûler  n'exige  pas  moins  de  vingt-quatre 
réflexions  ;  voici  la  construction  qu'il  faut  suivre. 

Soit  le  miroir  plan  hexagone  ABfAEZ,  et  d'autres  miroirs  adja- 
cens,  semblables,  hexagones,  et  attachés  au  premier  suivant  les 
lignes  droites  AB ,  Br ,  TA ,  ae  ,  EZ  {fig.  6)^ par  le  plus  petit  diamètre, 
de  manière  qu'ils  puissent  se  mouvoir  sur  ces  lignes ,  au  moyen  de 
lames  ou  bandes  appliquées  qui  les  unissent  et  les  collent  les  uns 
aux  autres,  ou  à  l'aide  de  ce  qu'on  appelle  des  charnières.  Si  donc 
nous  faisons  que  les  miroirs  d'alentour  se  trouvent  dans  le  même 
plan  que  le  miroir  du  milieu ,  il  est  clair  que  tous  les  rayons  éprou- 
veront une  réflexion'semblable  et  conforme  à  la  position  commune 
de  toutes  les  parties  de  l'instrument.  Mais  si  le  miroir  du  milieu 
restant  comme  immobile,  nous  inclinons  sur  lui  avec  intelligence  , 
comme  cela  est  facile,  tous  les  autres  miroirs  qui  l'entourent,  il 
est  évident  que  les  rayons  qui  en  réfléchiront,  tendront  vers  le 
milieu  de  l'endroit  où  est  dirigé  le  premier  miroir.  Répétons  la 
même  opération,  et  aux  environs  des  miroirs  dont  nous  avons 
parlé  ,  plaçant  d'autres  miroirs  pareils,  dont  ceux  d'alentour  peu- 
vent s'incliner  sur  le  central,  rassemblons  vers  le  même  point  les 
rayons  qu'ils  renvoient ,  de  sorte  que  tous  ces  rayons  réunis  pro- 
duisent l'inflammation  dans  le  lieu  donné. 

Mais  cette  inflammation  se  fera  bien  mieux,  si  vous  pouvez 
employer  à  cet  effet  quatre  ou  cinq  de  ces  miroirs  ardens,  et  même 
jusqu'au  nombre  de  sept,  et  s'ils  sont  entre  eux  à  une  distance 
analogue  à  celle  de  la  matière  à  brûler,  de  manière  que  les  rayons 
qui  en  partent,  se  coupant  mutuellement,  puissent  rendre  l'in- 
flammation plus  considérable.  Car  si  les  miroirs  sont  dans  un  seul 
lieu,  les  rayons  réfléchisse  coupent  selon  des  angles  très-aigus,  de 
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sorte  que  tout  le  lieu  autour  de  l'axe  étant  échauffé Tinflamma- 

tion  ne  se  fait  pas  au  seul  point  donné.  On  peut  aussi ,  à  l'aide  de  la 
construction  de  ces  mêmes  miroirs  plans,  offusquer  les  yeux  des 
ennemis,  qui,  dans  leur  marche  ne  les  appercevant  point,  tombent 
sur  ceux  qui  les  portent  attachés  au  haut  et  en  dedans  de  leurs 
boucliers.  Ces  derniers  tournent  à  propos  et  dirigent  la  réflexion 
des  rayons  solaires  vers  un  ennemi,  qui  ne  peut  que  difficilement  se 
garantir  de  leur  action  et  la  surmonter. 

Il  est  donc  possible,  par  le  moyen  des  miroirs  ardens  dont  on  a 
parlé,  et  dont  ou  a  décrit  la  construction  ,  de  porter  l'inflammation 
à  la  distance  donnée.....  Aussi  ceux  qui  ont  fait  mention  des  miroirs 
construits  par  le  divin  Archimède,  n'ont  pas  dit  qu'il  se  fût  servi 
d'un  seul  miroir  ardent,  mais  de  plusieurs  ;  et  je  pense  qu'il  n'y 
a  pas  d'autre  moyen  de  porter  d'un  lieu  l'inflammation  à  une 
distance 

Mais  comme  les  Anciens,  en  traitant  des  miroirs  ardens  ordi* 
naires ,  n'ont  exposé  de  quelle  manière  il  faut  tracer  les  emboles 
que  par  un  procédé  organique ,  sans  présenter  à  cet  égard  aucune 
démonstration  géométrique  ,  sans  dire  même  que  c'étoient  des  sec- 
tions coniques ,  ni  de  quelle  espèce ,  ni  comment  elles  se  formoient 
nous  allons  essayer  de  donner  quelques  descriptions  de  pareils 
emboles ,  non  sans  démonstration ,  mais  par  des  procédés  géomé* 
triques  et  démontrés. 

Soit  donc  ab  {^fig.  7)  le  diamètre  du  miroir  ardent  que  nous  vou- 
lons construire,  ou  sur  lequel  nous  voulons  opérer  j  et  sur  la  ligne 
TEA ,  qui  coupe  perpendiculairenient  la  ligne  ab  en  deux  parties 
égales ,  soit  le  point  a  où  nous  voulons  que  se  fasse  la  réflexion  •  le 
point  E  étant  le  milieu  de  la  ligue  AB.  Joignez  B,  a  ,  et  par  b  soit 
tirée  à  AEr  la  parallèle  B2  égale  à  ba  ;  par  le  point  Z ,  la  ligne 
2r  parallèle  à  ba,  coupant  au  point  r  la  ligne  aef.  Coupez  par  le 
milieu  TA  au  point  e,  et  eE  sera  la  hauteur  de  Tembole  relatif  au 
diamètre  AB,  comme  on  le  verra  par  la  suite.  Divisez  en  autant  de 
parties  égales  que  vous  voudrez  la  droite  be  ,  en  trois ,  par  exemple , 
comme  dans  la  figure  ci-jointe;  savoir,  EK,  KA  et  AB;  et  par  les 
points  K ,  A ,  tirez  à  B2 ,  Er,  les  parallèles  AM ,  kn.  Ensuite  divisez  en 
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deux  parties  égales  l'angle  Zba  ,  par  la  droite  B^,  le  point  H  étant 
censé  être  au  milieu  entre  les  parallèles  BZ,  AM.  Prolongez  toutes 
ces  parallèles  du  côté  de  a  vers  les  points  n,  P,  x,  je  dis  que  le  rayon 
parallèle  à  Taxe,'  c*est-à-dire.à  £A,  et  tombant  par  zB  sur  le  mi- 
roir au  point  B,  se  réfléchira  au  point  A ,  à  cause  que  l'angle  ZBa  est 
divisé  en  deux  parties  égales  y  et  que  la  réflexion  se  fait  à  angles 
égaux,  comme  on  l'a  montré  précédemment  (*). 

Ifous  ferons  pareillement  réfléchir  en  A  le  rayon  PA  de  cette 
manière.  Soit  tirée  la  droite  HA ,  de  même  HM,  HZ.  Il  est  évident 
que  HA  est  égale  ^  zt^k  cause  que  l'angle  en  B  est  divisé  en  deux 
également.  Mais  'ZZ  est  égale  à  HM,  parce  que  du  point  milieu  H, 
elles  sont  dirigées  vers  les  points  Z ,  M.  Ainsi  MH  est  égale  à  ha.  Soit 
donc  coupé  en  deux  parties  égales  l'angle  MHa  par  la  ligne  HTO ,  le 
point  o  étant  censé  tenir  le  milieu  entre  les  parallèles  MA,  NK;  et 
cette  ligne  coupant  la  parallèle  MA  au  point  T  ;  on  démontrera  par 
les  mêmes  raisons ,  que  MT  est  égale  à  Ta  ,  et  qu^  Ta C*^*)* 

Le  r«8te  manque. 

Le  miroir  d'Anthémius ,  comme  celui  de  Buffon ,  a  toutes  les  pro- 
priétés ,  et  n'a  que  fes  propriétés  d'un  miroir  parabolique ,  composé 
de  glaces  planes.  Ces  deux  miroirs  peuvent  enflammer  un  objet , 
quelle  que  soit  sa  position.  Le  miroir  d'Anthémius,  qui  est  construit 
géométriquement,  est  un  véritable  miroir  parabolique,  tandis  que 
le  miroir  de  Buffon,  quand  il  est  ajusté,  est  un  miroir  parabolique 
très-imparfait.  Le  foyer  du  miroir  parabolique  d'Anthémius  est  inva* 


('^)Danf  les  manaBcriU  la  ligne  ZB  n'est  point  prolongée,  et  les  copistes  ont 
écrit  nx  et  SE  au  lien  de  SB ,  ce  qui  ne  présente  aucun  sens  raisonnable.  J'ai 
rectifié  la  traduction  de  Dupuy,  dans  laquelle  on  Ut  :  «  Je  dis  que  le  rayon  nJK 
Dest  parallèle  à  l'axe,  c'est-à-dire  à  £A,  et  tombant  par  t%  sur  le  miroir  ao 
D  point  B  D. 

i^^)  La  ligne  eA  étant  égale  à  ^r,  la  ligne  AT  à  TM ,  et  la  ligne  AB  à  BZ ,  il 
est  évident  que  les  points  O ,  T ,  B  appartiennent  à  une  parabole. 
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rîable^  tandis  que  le  foyer  du  miroir  de  Buffon  est  variable  àyolonté. 
Mais  l'on  se  tromperoit  étrangement  si  Ton  pensoit  que,  la  position 
de  l'objet  à  enflammer  étant  donnée,  et  la  position  du  miroir  étant 
donnée  aussi ,  on  pourroit  enflammer  cet  objet  dans  tous  les  instans 
du  jour  et  tous  les  jours  de  l'année.  Ces  deux  miroirs  ne  peuvent  pro- 
duire tous  leurs  effets  qu'au  moment  où  le  soleil  se  retrouve  au  même 
point  du  ciel  où  il  se  trouvoit ,  lorsque  le  miroir  d'Ânthémius  fut 
construit ,  et  lorsque  celui  de  Buffon  fut  ajusté. 

Il  me  reste  à  parler  du  miroir  ardent  d'Archimède ,  avec  lequel , 
dit-on,  il  réduisit  en  cendres  la  flotte  de  Marcellus,  devant  les  murs 
de  Syracuse. 

Les  auteurs  anciens  qui  parlent  de  ce  miroir  sont  Lucien ,  Galien , 
Ânthémius  de  Tralles,  Eustathe,  Tzetzès  et  Zonare. 

Lucien  dit,  dans  son  Hippias,  qu'Ârchimède ,  par  un  artifice 
singulier ,  réduisit  en  cendres  les  vaisseaux  des  Romains. 

Galien  s'exprime  ainsi  :  «  C'est  de  cette  manière ,  du  moins  je  le 
pense ,  qu'Archimède  brûla  les  vaisseaux  des  ennemis.  Car ,  à  l'aide 
d'un  miroir  ardent,  on  enflamme  avec  facilité  de  la  laine ,  des 
étoupes,  une  mèche,  de  la  férule,  et  enfin  tout  ce  qui  est  sec  et 
léger  (*)  »• 

Anthémius ,  qui  florissoit  au  commencement  du  sixième  siècle , 
nous  apprend  que  Ton  s'accordoit  unanimemient  à  dire  qu'Archi- 
mède avoit  brûlé  les  vaisseaux  ennemis  par  le  moyen  des  rayons 
solaires. 

Eustathe ,  dans  son  commentaire  de  l'Iliade ,  dit  qu'Archimède  , 
par  une  invention  de  catoptrique,  avoit  brûlé  la  flotte  des  Romains 
à  une  distance  égale  à  celle  de  la  portée  de  l'arc. 

a  Enfin ,  dit  Zonare ,  Archimède  brûla  la  flotte  des  Romains  d'une 
manière  tout-à-fait  admirable  :  car  il  tourna  un  certain  miroir  vers 
le  soleil;  il  en  reçut  les  rayons.  L'air  ayant  été  embrasé  à  cause  de 
la  densité  et  du  poli  de  ce  miroir,  il  alluma  une  grande  flamme 

■ ■  ■ ■ TTT  I  II  J 

(^)  De  Temperamentiê ,  lib.  uip  cap.  a. 
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qu'il  précipita  sur  les  vaisseaux  qui  étoient  dans  le  port,  et  les 
réduisit  tous  en  cendres  (*)  ». 

«  Lorsque  la  flotte  de  Marcellus  fut  à  la  portée  de  Tare ,  dît  Tzet- 
zès  (**),  le  vieillard  (Archimède)  fit  approcher  un  miroir  hexagone 
qu'il  avoit  fabriqué.  Il  plaça ,  à  une  distance  convenable  de  ce  mi- 
roir, d'autres  miroirs  plus  petits,  qui  étoient  de  la  même  espèce, 
et  qui  se  mouvoient  à  l'aide  de  leurs  charnières  et  de  certaines 
lames  quarrées  de  métal.  Il  posa  ensuite  son  miroir  au  milieu 
des  rayons  solaires  du  midi  d'été  et  d'hiver.  Les  rayons  du  soleil 
étant  réfléchis  par  ce  miroir,  il  s'alluma  un  horrible  incendie  dans 
les  vaisseaux  qui  furent  réduits  en  cendres,  à  une  distance  égale  à 

celle  de  la  portée  de  l'arc Dion   et 

Diodore  qui  ont  écrit  l'histoire  d' Archimède ,  et  plusieurs  autres 
en  ont  parlé ,  principalement  Anthémius  qui  a  écrit  sur  les  pro* 


f^)  Zonarias^  AnnaL  lib.  ix* 

'Air*  /i  ^tmrifu^êt  wf^fêir^M  rS  xttriif^^u^ 
Mtrêf  iitî7fû  TtétmiP  êutmmv  rSf  ixiu , 

MiwiiféS^ifSf  ^  êtçtfif ,  ^sH  z*^*v^^nt. 

*0  ài&f  $(jflj  Atû^ti^êç  y^ti^tt  rif  trê^Uf, 
Xm)  nt  MvTêTs  ^i  ftifttn^mt  v«^«}  ru' Afx^fti^lMs* 
'Avhfétêç  fétt  wçmrtçêp ,  i  v«(«^«(«yç#^«f. 
Hf«p,  ^  ^iXmf,  Umwwêg  ri  jgef  wmlf  ^  f^nX'^^^Vt^ff 
S|  mfwtf  «Fiyy«»f//«i9  nmrénl^itùtç  c(«4/iif .... 

Tzetzèa^  chiL  % ,  liiit.  35. 

*  £|4ra»f  év  <ri.  Mis. 

*  AiriToÇivo'iT.  Um.  3944. 
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diges  de  la  mëchanique  ;  Héron ,  Philon  ,  Pappus  et  enfin  tous  ceux 
qui  ont  écrit  sur  les  mëchaniques  :  c'est  dans  leurs  ouvrages  que 
nous  lisons  l'histoire,  de  Tembrâsement  occasionné  par  le  miroir 
d'Archimède  ». 

Telles  sont  les  autorités  sur  lesquelles  est  fondée  l'histoire  des 
miroirs  ardens  d'Archimède,  et  ces  autorités  me  paroissent  d'un 
grand  poids.  Cependant  le  silence  de  Polybe ,  de  Tite-Live  et  de 
Plutarque ,  qui  racontent  avec  beaucoup  de  détails  ce  que  fit  Archi- 
mède  pour  défendre  Syracuse ,  pourroit  faire  douter  de  l'histoire 
de  l'embrasement  de  la  flotte  de  Marcellus.  Au  reste ,  qu'Archimède 
ait  brûlé  ou  non  la  flotte  de  Marcellus ,  il  neq.  reste  pas  moins  cons- 
tant qu'Archimède  avoit  imaginé  un  miroir  ardent,  et  qufs  ce 
miroir  étoit  un  assemblage  de  miroirs  plans.  | 

Mais  quel  étoit  le  miroir  ardent  d'Archimède?  Je  tâcherai  de 
répondre  à  cette  question  y  après  que  j'aurai  fait  quelques  observa*- 
tions  sur  les  différentes  sof  (es  de  miroirs  par^oliques  composés  de 
glaces  p]anes. 

Soit  un  conoïde  parabolique  dont  l'axe  soit  constamment  dirigé 
au  centre  du  soleil  ;  supposons  ensuite  que  des  glaces  planes  soient 
tangentes  à  ce  conoïde,  et  supposons  que  ce  conoïde  soit  coupé 
par  un  plan  vertical  qui  "passe  par  son  axe.  Si  Ton  coupe  ce 
conoïde  par  un  plan  perpendiculaire  sur  l'axe ,  on  aura,  du  côté  du 
sommet ,  un  miroir  ardent  composé  de  glaces  planes  qui  n'en- 
flammera un  objet  qu'autant  qu'il  sera  placé  directement  entre  le 
miroir  et  le, soleil.  Si  l'on  coupe  le  conoïde  par  un  plan  qui  ^oit 
perpendiculaire  sqr  le  plan  vertical ,  et  qui  passe  entre  le  soleil  et  le 
zénith,  le  segment  supérieur  donnera  un  miroir  ardent  qui  eiiflam- 
mera  un  objet  de  haut  en  bas,  et  l'autre  segment  donnera  un  miroir 
qui  l'enflammera  de  bas  en  haut^  pourvu  que  cet  objet  soit  dans  le 
plan  vertical  dont  nous  avons  parlé.  Supposons  enfin  que  le  plan 
coupant  ne  soit  pas  perpendiculaire  sur  l'axe,  et  qu'il  fasse,  avec 
l'horizon,  un  angle  aigu,  soit  que  le  plan  coupant  passe  par  l'axe, 
soit  qu'il  coupe  ou  qu'il  ne  coupe  pas  l'axe ,  un  des  miroirs  ardeng 
qui  résultera  de  cette  section,  enflammera  de  haut  en  bas  ^  l'autre  de 
bas  en  haut ,  un  objet  qui  sera  placé  à  la  droite  ou  à  la  gauche  du 
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soleil,   et  c'est  le   cas  du   miroir  d'Ânthémius   et   de    celui    de 
Buffon. 

Cela  posé,  revenons  au  miroir  ardent  d'Archimède.  Anlhémius 
rapporte ,  que  dans  les  descriptions  que  les  anciens  auteurs  don- 
noient  des  miroirs  ardens,  on  voyoit  toujours  que  ces  miroirs 
regardoient  le  soleil,  quand  l'inflammation  étoit  produite,  et  que 
l'objet  enflammé  n'éloit  jamais  ni  à  droite,  ni  à  gsruche.  D'où  je 
conclus  que  le  miroir  d'Archimède  étoit  un  dessegmens  du  conoïde 
parabolique  dont  nous  avons  parlé ,  lorsque  le  plan  coupant  est  per- 
pendiculaire sur  le  plan  vertical. 

Tzetzès  nous  apprend  que  le  miroir  d'Archimède  étoit  un  assem- 
blage  de  miroirs  hexagonaux  qui  se  mouvoient  à  l'aide  de  leurs  char* 
nières  et  de  certaines  lames  de  métal,  c'est-à-dire  que  les  miroirs 
d'Archimède  étoient  assemblés ,  de  manière  que  chacun  pouvoit  se 
mouvoir  en  tous  sens ,  comme  dans  le  miroir  de  Buffou,  et  jusques- 
là  le  miroir  de  Buffon  ne  diffère  de  celui  d'Archimède ,  qu'en  ce 
que  dans  le  premier  les  miroirs  sont  rectangulaires ,  et  que  dans  le 
second  les  miroirs  sont  hexagonaux. 

Tzetzès  ajoute  qu'Archimède  plaça  son  miroir  au  milieu  des 
rayons  solaires  du  midi  d'été  et  d'hiver  (*)  ;  c'est-à-dire  qu'il  plaça 
son  miroir  perpendiculairement  au  plan  de  l'équateur.  Si  le  miroir 
d'Archimède  n'avoit  çté  destiné  à  produire  l'inflammation  qu'au 
moment  où  le  soleil  étoit  dans  un  plan  perpendiculaire  sur  le  plan 


C^)  Ce  passage,  qui  n'a  été  compris  par  personne,  est  cependant  bien  clair. 
Voici  ce  passage  traduit  mot  à  mot  :  «  Il  posa  le  miroir  au  milieu  des  rayons 
i>  solaires  méridionaux  ,  estivaux  et  hyémaux  n.  Meiot  traduit  ainsi  ce  passage: 
«  Il  plaça  son  miroir  hexagone,  de  façon  qu'il  étoit  coupé  par  le  milieu  par 
»  le  méridien  d'hiver  et  d'été  d.  Ce  qui  n'offre  aucun  sens,  car  comment 
seroit-il  possible  qu'un  même  lieu  eût  deux  méridiens.  Buffon  cherche  à  donner 
un  sens  raisonnable  à  cette  version,  k  Tzelzès ,  dit-il ,  indique  la  position  du 
a>  miroir  en  disant  que  le  miroir  hexagone ,  autour  duquel  éfoient  sans  doute  les 
»  miroirs  plus  petits,  étoit  coupé  par  le  méridien,  ce  qui  veut  dire  apparemment 
»  que  le  miroir  doit  être  opposé 'directement  au  soleil  3>.  Dutens,  qui  a  traduit  ce 
passage  de  Tzetzès^  supprima  cette  phrase  qu'il  neoomprenoit  pas* 
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du  miroir  et  sur  le  plan  de  l'horizon,  il  est  évident  qu'il  auroit  été 
fort  indifférent  que  ce  miroir  fût  ou  ne  fut  pas  placé  perpendiculaire- 
ment sur  le  plan  de  Téquateur.  Mais  pourquoi  Archimède  plaçoit-il 
son  miroir  perpendiculairement  sur  le  plan  de  l'équateur?  C'étoit  afin 
que  son  miroir  pût  réfléchir  les  rayons  solaires  sur  le  même  objet 
pendant  tout  le  temps  que  le  soleil  cloit  sur  Thorizon ,  et  je  vais 
démontrer  que  le  miroir  étant  ainsi  posé  y  étoit  capable  de  produire 
cet  effet  de  deux  manières  différentes. 

Soit  AB  {fig'  8  )  une  verge  de  fer  parallèle  à  l'axe  du  monde.  Que 
CD  soit  une  branche  de  fer  perpendiculaire  sur  AB,  que  EF  soit  le 
miroir  d' Archimède,  et  qu'il  soit  placé  de  manière  que  la  branche 
de  fer  CD  soit  perpendiculaire  sur  son  plan  prolongé.  Il  est  évi- 
dent que  ce  miroir  placé  ainsi  sera  perpendiculaire  sur  le  plan  de 
l'équateur.  Supposons  que  par  le  moyen  d'une  vis  de  rappel ,  comme 
on  le  voit  dans  la  fig.  9 ,  on  puisse  faire  mouvoir  la  verge  de  fer  AB 
sur  elle-même.  Gsla  posé  ,  qu'une  personne  en  tournant  la  vis  de 
rappel  soit  chargée  de  maintenir  le  miroir  dans  une  position  perpen- 
diculaire sur  le  plan  vertical,  qui  passe  par  l'axe  de  la  verge  de  fer 
AB  et  par  le  centre  du  soleil ,  et  qu'une  autre  personne  soit  chargée 
d'ajuster  le  miroir  de  manière  que  les  images  réfléchies  soient  por- 
tées en  un  point  D  ,  pris  sur^la  verge  de  fer  CD. 

Si  pendant  toute  la  journée,  on  maintient,  par  le  moyen  de  la 
vis  de  rappel ,  le  miroir  dans  une  position  perpendiculaire  sur  le 
plan  vertical  qui  passe  par  l'axe  de  la  verge  de  fer  AB  et  par  le 
centre  du  soleil ,  il  est  évident  que  les  images  réfléchies  au  point 
D  y  resteront  fixées  sans  éparpillement  et  sans  déplacement  du 
foyer  ;  car  si  le  contraire  pouvoit  arriver,  ce  seroit  parce  que,  dans 
l'espace  de  douze  ou  quinze  heures,  le  soleil  s'approoheroit  ou 
s'éloigneroit  de  l'équateur  d'une  manière  sensible.  Ce  qui  n'est 
point. 

Soit  en  second  lieu  une  pièce  de  fer  ACDEB  (fig.  g  )  :  que  ses 
extrémités  AC,  EB,  soient  cylindriques ,  et  que  la  partie  CDE 
soit  aplatie  et  ployée  en  demi-cercle;  que  lés  axes  des  cylindres 
AC,  EB,  soient  dans  la  droite  AB,  et  que  cette  droite  soit  parallèle 
à  l'axe  du  monde  ;  que  la  pièce  de  fer  ACDEB  soit  mobile  autour 
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de  Taxe  AB ,  et  que  LI  soit  une  vis  de  rappel  ;  que  DK  soit  le 
miroir  d'Archimède  ;  que  ce  miroir  soit  placé  parallèlement  à  AB 
et  perpendiculairement  au  plan  qui  passe  par  Taxe  de  la  droite  AB 
et  par  le  point  D ,  milieu  de  la  largeur  de  la  bande  CD£.  Il  est 
évident  que  le  miroir  DK  sera  placé  perpendiculairement  au  plan 
de  l'équateur. 

.  Cela  posé ,  qu'une  personne  en  tournant  la  vis  de  rappel  KL 
soit  chargée  de  maintenir  le  miroir  dans  une  position  perpendi- 
culaire sur  le  plan  vertical  qui  passe  par  AB  et  par  le  centre 
du  soleil ,  et  qu'une  autre  personne  soit  chargée  d'ajuster  le  miroir 
de  manière  que  les  images  réfléchies  soient  portées  en  un  point 
L  de  l'axe.  Le  miroir  étant  ajusté  ,  il  est  évident  que  les  images 
réfléchies  au  point  D  y  resteront  fixées  pendant  tout  le  temps  que 
le  soleil  sera  sur  l'horizon.  • 

Par  le  moyen  d'un  cadran  GG  et  d'une  aiguille  fixe  avec  l'axe  AB , 
il  sera  facile ,  connoissant  l'heure  du  jour,  de  maintenir  le  miroir 
dans  la  position  qu'il  doit  avoir. 

J'ai  démontré  que  le  miroir  ardent  d'Archimède  restant  per- 
pendiculaire sur  le  plan  de  l'équateur ,  il  étoit  possible  de  fixer 
sur  un  objet  les  images  solaires,  pendant  tout  le  temps  que  le 
soleil  étoit  sur  l'horizon,  et  j'ai  fait  voir  que  cela  pouvoit  se  faire 
de  deux  manières.  Mais  il  est  évident  qu'avec  les  constructions 
que  je  viens  de  donner ,  la  chose  n'est  physiquement  possible  que 
quand  la  distance  de  l'objet  à  enflammer  au  miroir  ne  passe  pas 
certaines  bornes.  Il  me  reste  à  faire  voir  qu'en  modifiant  la  seconde 
construction  on  peut  enflammer  un  objet  placé  à  une  grande 
distance. 

.  Pendant  que  la  droite  DK  tourne  autour  de  l'axe  AB  ,  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  K  sur  AB  engendre  un  cercle  parallèle 
à  l'équateur,  et  la  droite  menée  du  point  K  parallèlement  à  AB  en- 
gendre une  ellipse  dans  le  plan  horizontal.  Il  suit  delà  que  si  l'on 
faisoit  mouvoir  le  miroir  DK  de  manière  que  cette  droite  DR  pro- 
longée se  mût  suivant  l'ellipse  horizontale,  et  que  le  point  D  se  mût 
suivant  la  circonférence  du  cercle  parallèle  à  l'équateur,  le  plan 
du  miroir  restant  toujours  parallèle  à  l'axe  du  monde  et  perpen^ 
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diculaire  sur  le  plan  vertical  qui  passe  par  le  centre  du  soleil  et 
par  le  centre  du  miroir ,  il  est  évident  que  les  images  réfléchies  par 
les  miroirs  resteroient  fixées  au  point  L  comme  auparavant. 

Cela  posé,  voici  comment  on  pourroit  venir  à  bout  d'incendier 
un  objet  placé  à  une  grande  distance. 

La  hauteur  du  pôle  et  la  distance  de  l'objet  à  incendier  étant  con- 
nues ,  l'ellipse  qu'il  s'agit  de  tracer  sur  le  plan  horizontal  est  déter- 
minée. Cette  ellipse  étant  tracée ,  on  feroit  mouvoir  le  miroir  de 
là  même  manière  que  dans  la  figure  9  ,  à  l'aide  d'une  machine 
dont  la  construction  seroit  facile  à  imaginer.  D'où  je  conclus  qu'en 
suivant  les  mêmes  principes  qu'auparavant  ,  on  peut  incendier 
un  objet  placé  à  une  grande  distance.  Donc  en  se  conduisant  ainsi 
Archimède  auroit  pu  embraser  la  flotte  de  Marcellus. 

Il  sera  facile  de  s'appercevoir  que  le  miroir  EF  {Jig.  8  )  et  DK 
(yîgr.  9  )  y  pourroit  avoir  une  position  oblique  sur  le  plan  de  l'équa- 
teur,  pourvu  que  dans  les  deux  cas,  il  fut  fixe  avec  la  droite  AB 
perpendiculaire  sur  le  plan  de  l'équateur. 

Yoilà  ce  que  j'avois  à  dire  sur  le  miroir  d' Archimède.  Il  ne  me 
reste  pour  terminer  ce  Mémoire  que  deux  observations  à  faire. 
Si  le  miroir  DK ,  au  lieu  d'avoir  une  position  fixe ,  étoit  mobile 
dans  la  bande  de  fer  CDE  (  fig,  9  ) ,  et  si  ce  miroir  étoit  ajusté 
pour  porter  les  images  au  point  R  milieu  de  CE^  il  est  évident  que 
si  l'on  faisoit  en  sorte  que  ce  miroir  eût  son  axe  YZ  constamment 
dirigé  au  centre  du  soleil ,  le  foyer  resteroit  au  point  R  pendant 
toutes  les  heures  du  jour  et  pendant  tous  les  jours  de  l'année. 

J'appelle  l'axe  d'un  miroir  ardent  l'axe  du  conoïde,  dont  une  partie 
de  la  surface  forme  le  miroir  ardent. 

D'après  les  mêmes  principes,  il  seroit  facile  de  monter  un  miroir 
dé  réfraction ,  de  manière  que  son  foyer  fût  constamment  au  même 
point. 

Soit  AB  (^^.  lo)  une  verge  de  fer  parallèle  à  l'axe  du  monde; 
que  CDE  soit  une  bande  de  fer  ployée  en  arc  de  cercle,  ayant 
pour  centre  le  point  M  pris  sur  l'axe  de  la  verge  AB;  que  KL  soit 
une  lentille  mobile  autour  d'un  axe  perpendiculaire  sur  le  plan  qui 
passe  par  AB  et  par  le  milieu  de  la  largeur  de  la  bande  CDE.  Suppo- 
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sons  qu'à  Taide  d'une  yis  de  rappel  on  maintienne ,  peno^ut  tout  le 
temps  que  le  soleil  est  sur  l'horizon  y  la  lentille  parallèle. âa  soleil ,  il 
est  évident  que  le  foyer  Q  restera  fixe  au  même  point  àfwn  creuset 
RDS  placé  sur  la  bande  CD£. 
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DE 


L'ARITHMÉTIQUE 

DES  GRECS. 

Les  Grecs  n'avoient  pas  eu  cette  idée  si  heureuse  et  si  féconde  » 
que  nous  tenons  des  Arabes  ou  plutôt  des  Indiens,  et  qui  fait 
qu'avec  neuf  chiffres  dont  la  yaleur  augmente  en  progression  dé-* 
cuple  à  mesure  qu'on  les  avance  vers  la  gauche ,  nous  sommes  en 
état  d'exprimer  commodément  les  nombres  les  plus  considérables. 

La  supériorité  du  système  arithmétique  des  Indiens  est  si  mar^ 
quée ,  qu'elle  a  fait-  oublier  entièrement  les  méthodes  des  anciens 
Grecs.  Les  foibles  vestiges  qui  nous  en  restent  sont  épars  dans  des 
ouvrages  qui  n'ont  pas  été  traduits ,  ou  dont  les  traductions  sont 
rares  et  ignorées.  Les  traducteurs  se  sont  même  contentés  de  nous 
donner  en  chiffres  arabes  l'équivalent  à*pea*près  dé  ce  qui  est- 
dans  le  texte  gréé,  s'embarrassant  fort  peu  de  montrer  la  marche 
et  l'esprit  de  l'opération;  en  sorte  qu'à  l'exception  d'un  petit 
nombre  de  lecteurs  qui  ont  pu  consulter  les  originaux ,  oû  peut* 
dire  avec  quelque  vraisemblance  que  personne  n'a  une  idée  âiéttié 
incomplète  de  l'arithmétique  grecque.  Les  Mémoires  de  l'Âcadétnie 
des  inscriptions  et  belles-lettres  renferment  à  la  viérité  une  Histoire 
de  Tarithmétique  ancienne  ^  mais  on  n'y  trouve  que  quelques 
idées  sur  l'usage  des  jetons  dans  les  calculs,  et  rien  sur  TarUbmé* 
tique  écrite. 

Une .  réflexion  nous  porte  à  croire  que  les  monumei^  de  ces 
méthodes  abandonnées  doivent  être  infiniment  raines  ;  c^est  qu'au- 
cun de  nos  savans  antiquaires  ne  les  a  choisis  pour  objet*  de  ses 
recherches.  Cependant  nous  avons  la  certitude  qu'en  géométrie 
et  en  astronomie ,  les  Anciens  ont  exécuté  des  calculs  assez  con^' 
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sidérables.  Leurs  moyens ,  sans  doute ,  étoîent  fort  inférieurs  à 
ceux  que  nous  pourrions  employer  aujourd'hui  pour  les  même» 
problèmes  ;  mais  cette  considération  même  peut  donner  quelque 
intérêt  aux  recherches  suivantes  entreprises  à  Tissue  d'une  au- 
dience  donnée  par  le  premier  Consul,  au  bureau  des  longitudes, 
et  dans  laquelle  il  avoit  lui-même  amené  la  cotiVersation  sur  ce 
sujet. 

Les  auteurs  qui  nous  ont  conservé  les  notions  recueillies  dans 
ce  Mémoire,  sont  Archimède,  dans  sa  mesure  du  cercle   et  dana 
son  yirénaire  ;  Eutocius  ,  dans  les  Commentaires  grecs  qu'il  nous 
a  laissés  sur  cet  ouvrage  ;  Ptolémée  qui,  dans  sa  grande  Composi'» 
tion  (  TAlmageste  ) ,  nous  a  donné  des  tables  des  cordes ,  de  décli- 
naison ,  d'équation  du  centre ,  et  de  latitude  pour  le  soleil  et  les 
planètes,  et  autres  tables  de  ce  genre,  avec  les  méthodes  qui  ont 
servi  à  les  construire  ;  Théon ,  dans  ses  Commentaires  grecs  sur  la 
grande  composition  de  Ptolémée  ;  et  enfin  Pappus,  dans  un  fragment 
publié  parWallis  dans  le  tome  m  de  ses  Œuvres.  Les  deux  premiers 
livres  de  Pappus  traitoient  particulièrement  de  l'arithmétique  ,  et 
nous  y  aurions  peut-être  trouvé  les  préceptes  et  les  méthodes  d'après 
lesquels  les  Grecs  exécutoient  les  opérations  numériques ,  c'est-à- 
dire  ,  l'addition,  la  soustraction ,  la  multiplication  ,  la  division  et 
rextraclion  des  racines  j  mais  ces  livres  sont  perdus  :  il  n'en  reste 
que    le   fragment   dont    nous   venons  de  parler.  J'ai   vainement 
consulté  tous  les  ouvrages  où  j'espérois  trouver  des  renseignemens 
utiles  ;  j'ai  lu  en  entier  le  traité  qui  porte  pour  titre  :  Scoxo^ov/bctr* 
Tifr  Âf  iO^«r/J(!r^  5  celui  de  Psellus,  ^^rithmetica,  Musica  et  Geomeiria; 
celui  de  Camerarius,  de  Grœciif  Latinisque  numerorum  notis  et 
prœierea  Saracenicis  seu  Indicis ,  cum  indicio  elementorum  ejus 
quam  hgisticen  Grœei  ,nominant  j  etc^  On  voit  dans  tous  ces  au- 
teurs des  idées  sur  la  composition  des  nombres,  sur  les  moyens 
de  trouver  les  nombres  premiers ,^  sur  les  raisons,  sur  les  pro- 
portions ,  sur  les  nombres  figurés  et  sur  quelques  solides  employés 
dans  le  toisé;  mais  pas  un  mot  de  ce  que  j'y  cherchois  :  tous  ces 
écrivains  supposent  à  leurs  lecteurs  la  connoissance  des  premières 
règles  de  l'arithmétique. 


• 
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ï^ài^ois  même  entrepris  quelques  recherches  dans  les  manuscrits 

de  la  bibliothèque  impériale.  Feu  M.  Parquoy^  savant  aussi  esti-, 

mable  que  modeste,  a  bien  voulu  les  continuer^  maiis  sans  beau* 

'coup  de  succès*  U  n'a  pu  rencontre^  que  trois  exemples  de  divi* 

sion  pour  trouver  Tindiction  d^une  année  quelconque  ^  et  dans 

lesquels  on  tt'avoit  par  conséquent  à  opérer  que  sur  des  nombres 

trop  peu  considérables  poui^  qu'il  en  résultât  de'  grandes  lumières. 

Nous  en  donnerons  ici  de  plus  importans,  et  desquels  nous  pour^ 

rons  tiret  un  traité  complet  des  cinq  opérations  auxquelles   se 
réduit  toute  l'arithmétique.   : 

Si  la  notation  des  Grecs  étoit  beaucoup  moins  simple  que 'la 
notre,  elle  étoit  du  moins  fort  régulière. 

Au  lieu  des  caractères 4     123456789 

ils  avoientpour  exprimer  les  unités,  les  lettres     «tiS^J^i^^nî 

Au  lieu  de  les  employer  pareillement  pour 
les  dixaines ,  ils  se  servoient  des  lettres  ...     ^kk^v^^wL 

Pour  les  centaines ,  ils  prenoient  .  .  .  •  *     p   ^^  t  w  ^  ;^  4  •  ^ 

Mais  c'est  à  cela  que  se  bornoient  tous  leurs 
chiffres. 

Pour  les  mille ,  ils  employoient'  ••...      f^yf^T^^^ 

C'est-à-dire  qu'ils  avoient  recours  aux  caractères  des  unités  sim« 
pies ,  avec  cette  seule  différence  que  pour  les  distinguer  ils  y  joi- 
gnoient  Tiota  souscrit^  ou  bien  qu'ils  les  marquoient  d'un  trait 
par-dessous* 

Avant  d'aller  plus  loin ,  remarquons  le  rapport  constant  qui 
règne  entre  les  quatre  carantères  qu'on  voit  ici  places  dans  chaque) 
colonne  verticale. 

it>llp9«9       ou        1,10,      100,      1000  9 

forment  une  progresMon  géométrique  dont  la  raison  est  dix.  Il  en 
est  de  même  des  nombres 

i3  3  A  ^  0-  >  jS  9    ou  :3 ,  210 ,  aoo  ^  iiooo 
>  9  A  »  T  >  >^  9   ou  3 ,  3o  I  ~  3oo  y  3ooo 

et  de  tous  les  autres. 
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Les  Orecs  avoîi^nt  remarqtië  ce  rapport ,  et  iU  avoient  des  moti 
pour  exprimer  la  relation  de  ces  nombres.  Les  nombres  de  la  pre- 
mière rangée  horizontale ,  c'est-à-dire  les  simples  unités  «•  /B  »  >>  etc. 
étoient  appelés  les  fends  (  ^vOfaVir)  des  nombres  de  dixaines  f  de 
centaines  et  de  mille  ;  et  ces  derniers  s'appeloient  les  analogues  de 
ceux  auxquels  ils  correspondent  parmi  les  unités.  Dans  certains 
cas  j  ott  dpéroit  sur  les  fonds  au  lieu  d'opérer  sur  les  analogues  ; 
après  quoi ,  à  l'aide  de  quelques  théorèmes,  on  ramenoU  le  résultat 
du  calcul  à  celui  qu'on  auroit  eu  si  l'on  eût  opéré  sur  les  analogues 
eux-mêmes ,  en  suivant  les  règles  ordinaires  de  l'arithmétique* 

'  Avec  les  caractères  qu'on  vient  de  voir ,  les  Grècg  pouvôient  ex- 
primer un  nombre  quelconque  au-dessous  de  loooo  ou  d'une 
myriade.  Ainsi ,  •54'  sîgnifioient  9999  ;  ^tt)8  valoient  7382  ;  «xç- 

marquoient  8o36  ;  ^vk  valoient  64^0  ;  f«t  9  4^001 ,  et  ainsi  des 
autres. 

Pour  exprimer. une  myriade  ou  10000 ,  on  auroit  pu  mettre  un 
trait  sous  la  lettre  s  y  qui  par  elle-même  vaut  10;  et  cette  notation 
est  en  effet  indiquée  dans  quelques  lexiques ,  mais  je  ne  vois  pas 
qu'elle  ait  été  employée  par  les  géomètres. 

*  PoUr  indiquer  un  nombre  de  m}rriadeSy  on  seservoit  de  la  lettre 

•  •!  »  *  Il 

M  surmontée  du  nombre  en  question. 

A  •     •       *  0  y  ^ 

Ainsi       K-  H  M  M 

valoient   lOooo  aoooo  Soooo  4oooo,  etc. 

^  valoient  37  mjrriadea  ou  37ooqo  ;.']^^  exprimoient  4^7^  myriades 

en  J(à^tiOooù\  et  ed  g<kil^hl  I&  iMti^^M  j  mise  au-dessous  d'uiï  nom- 
bre quelconque ,  produisoit  le  même  effet  que  nous  produisons  eu 
mettant  quatre  'MfMS  à  la  suite  de  ce  immbre. 

Cette  notation' e4t  celle  dont  se  sert  Eutocius  dans  ses  Comm«n- 
taires  sur  Archimède  :  elle  étoit  peu  commode  pour  le  calcul. 

Pour  désigner  les  myriades ,  Diophante  et  Pappiis  se  servent  des 
deux  initiales  Mu  placées  après  le  nombre.  Ainsi  «Mu  »  jSMu  9 
>Mu,  etc.  représentoient  loooo,  iioooo,  Soooo ,  etc.;  JVo/SMu  nl^l^ 
valoient  4^72  myriades  8097  unités,  ou 43728097.  Cette  manière 
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ressemble  à  celle  que  nous  employons  pour  les  ûombres  complexes, 
comme  4  toises  5  pieds  6  pouces. 

Les  mêmes  auteurs  employent  encore  une  notation  biçn  plus 
simple;  c'est  de  remplacer  par  un  point  les  initiales  Mv.  Ainsi 
JVoi?.  irij^  valoient  4^7^8097. 

Les  Grecs  pouvoient  ainsi  noter  jusqu  à  9999  9999  qu'ils  écri- 
Voient  f^4^'?34^  '  "^^  unité  de  plus  auroit  fait  la  myriade  de  my» 

rîade  ,  qui  dans  notre  système  vaut  100,000,000  =  loooo  pu  cent 

milIioriS.    C'étoît    là    que  oc    buiULyîl    rariihmctiqiie   dcS   GreCS  ;    Ct 

cette  e'tendue  leur  suffisoit  de  reste ,  parce,  que  leurs  unités  de 
compte  ,  telles  que  le  talent,  le  stade,  étoient  plus  fortes  que  nos 
unités  ordinaires,  la  livre  ou  la  toise.  Il  n'y  avoit  donc  guères  que 
les  géomètres  et  les  astronomes  ^ui  pussent  se  trouver  quelquefois 
trop  à  l'étroît  entre  ces  limites*  Par  exemple  ^  Archimède  dans  son 
^rénaire,  ayant  à  exprimer  le  nombre  de  grains -de  ^able  que 
contiendroit  une  sphère  qui  auroit  pour  diamètre  la  distance  de 
la  terre  aux  étoiles  fixes,  et  ce  nombre  étant,  d'après  lui,  tel  qu'il 
faudroit  pour  l'exprimer  dans  notre  système  im'pombre  de  soixante* 
quatre  figures  ;  Archimède,  dis-je  ,  se  vit.opligé  de  prolonger  ipdé-* 
finiment  la  notation  arithmétique  des  Grecs.    ... 

Tiovii  avons  dit  que  cette  notation  avoit  pour  limite  la  myriade 
de  myriade ,  oti  la  myriade  qua^rée  ,  ou  cent  millions.  Archimède 
imagina  de  prendre  cette  myriade  iquarrée  pour  unité  nouvelle  ,  et 
les  nombres  formés  de  ces  unités  nouvelles ,  il  les  appelle  nombres 
du  second  ordre. 

!de  celte  manière  il  exprîmoït  tous  1p»  nombres  qui ,  dans  liotre 
système,  s'expriment  avec  16  chiffres* 

Prenant  ensuite  pour  unité  nouvelle  ,  l'unité,  suivie  de  1.6  zéros  » 
ou  la  quatrième  puissance  delà  myriade ,  il  en  forma  ses  nombres 
du  troisième  ordre. 

L'unité  suivie  de  24  zéros,  ou  là  sixième  puissance  delà  myriade, 
compose  pareillement  les  nombres  du  quatrième  ordre, 

En  général,  en  prenant  pour  unité  la  puissance  d;e  de  la  myriade^ 
il  en  forma  des  nombres  de  Tordre  (  /i  + 1  )* 
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Supposons  /}  =  8 ,  a  ;}  =  16,  l'unité  suivie  de  16  fois  4  zéros ,  ou 
de  64  zéros ,  composera  les  nombres  de  Tordre  neuvième ,  ou 
(  8  + 1  )  )  dont  le  [dus  petit  aura  65  figures.  Ainsi ,  pour  allep  à  64 
figures,  Archimède  n'avoit  besoin  cjue  du  huitième  ordre. 

Cette  notation ,  imaginée  pour  un  cas  tout  particulier ,  ne  fut , 
suivant  toute  apparence ,  employée  que  cette  seule  fois  y  et  même 
elle  ne  le  fut  pas  réellement.  En  effet ,  Archimède  se  contenta  d'in* 
diquer  les  opérations,  sans  en  exécuter  aucune.  Après  avoir  évalué 
la  sphère  dont  le  diamètre  est  d^un  quarantième  de  doigt ,  U  en 
conclut  d'abord  celle  d'un  doigt,  puis  celle  de  100  doigts,  de 
loooo doigts,  d'un  stade,  de  100  stades,  de  1 0000  stades,  et  ainsi 
de  suite ,  en  centuplant  toujours  le  diamètre ,  d'où  il  auit  que  les 
capacités  qui  sont  en  raison  triplée  des  diamètres ,  se  trouveroient 
dans  notre  système  en  ajoutant  6  zéros  à  chaque  opération.  La 
chose  est  un  peu  moins  facile  dans  le  système  des  Grecs  ;  mais  on 
conçoit  qu'à  l'aide  de  quelques  lemmes ,  il  a  pu  déterminer  à  quel 
ordre  monteroit  le  produit  de  deux  facteurs  dont  les  ordres  seroiënt 
connus.  Il  ne  faut  qu'un  seul  de  ces  lemmes  quand  les  deux  fac- 
teurs sont  àe%  analogues  de  Tunité;  c^est-à-dire ,  dans  notre  sys«- 
téme ,  quand  ils  ne  sont  tous  deux  que  l'unité  suivie  de  plus  ou 
moins  de  zéros.  Ce  lenimè  dans  ce  cas  est  extrêmement  simple  j  et 
ïe  voici  l 

Soit  l'unité  suivie  de  tous  ses  analogues,  c'est-à-dire  «e,  1,  p,  «t ,  «Mi/ , 
ou  I,,  10, 100, 1000,  loooo,  etc.  Soit  72 le  numéro  d'un  terme  quelcon* 
que  de  cette  progression ,  m  le  numéro  d'un  autre  terme  apssi  quel- 
conque, le  produit  sera  aussi  un  terme  de  la  même  progression  et  * 
son  numéro  sera  (m  +  /x  —  i);  ou  bien  soit  n  le  nombre  de  figures  " 
d'un  terme  de  la  progres^^ion ,  m  le  nombre  de  figures  d'un  autre 
terme,  le  nombre  de  figùrcjs  du  produit  sera  (;?»  +  n— i  ).  A^nsi 
supposons  m:=^:ij  n  =  3  \  c'est-à-dire  que  les  deuf  facteurs  soient 
iq  et  100,  m  +  /î  =  a  +  3  =  5,  le  npmbre  de  figures  sera  5  -^  i  ==  4» 
En  effet,  16  x  100=  1000.               .              . 

Le  nombre  de  zéros  du' terme  »  sera  (/ï  — i),  celui  des  zéros 
du  terme  m  sera  (m  —  i  )  ;  Iç  noinbçe  de  zéros  du  produit  ser^ 
(/»— i)  +  (ot— -i)  =  somtuë  des  zéros  des  deux  facteurs.  * 
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Ârchimède  démontre  ce  théorème,  mais  il  ne  donne  que  celui-là. 
Quelques  personnes  ont  cru  y  voir  l'idée  des  logarithmes  ;  mais 
Archimède  ne  fait  mention  que  des  nombres  entiers  de  la  progres- 
sion, 1 ,  10,  100,  1000,  et  ne  dit  rien  qui  puisse  nous  faire  penser 
qu'il  ait  même  entrevu  la  possibilité  ou  l'utilité  d'intercaler  entre 
ces  nombres  d'autres  nombres  fractionnaires  qui  approcheroient 
autant  qu'on  le  jugeroit  nécessaire,  d'être  égaux  aux  nombres  de  la  * 
suite  naturelle ,  et  qu'on  pourroit  par  ce  moyen  substituer  l'addi- 
tion de  leurs  numéros  d'ordre  dans  la  progresAÎon  ,  à  la  multipli** 
cation  des  deux  nombres  mêmes  ;  il  n'a  pas  même  étendu  son  idée 
à  la  soustraction ,  qui  auroit  pu  remplacer  la  division  ;  enfin ,  il 
étoit  si  éloigné  d'envisager  cette  idée  comme  devant  être  utile  dans 
les  calculs  pratiques ,  qu'il  paroit  au  contraire  évident  qu'elle  n'a 
été  pour  lui-même  qu'un  moyen  de  se  dispenser  du  calcul ,  et  non 
pas  un  moyen  de  rendre  les  calculs  plus  faciles* 

La  progression  employée  par  Ârchimèd&est  donc 
Ai     ii      p9        0K»        «t.  >  I.»  p.  9  ^.9        etc. 

i^  10,  100,  1000,  loooo,  looooo,  loooooo,  10000000,  e te* 

Si  pour  plus  de  simplicité  il  eût  écrit 

«     a     A,,. etc. 

I      IX     nz  '    ' 

il  eût  trouvé  notre  arithmétique  ,  ou  du  moins  les  traits  souscrits 
eussent  été  à-peu-près  l'équivalent  de  nos  ^éros;  cependant,  pour 
compléter  la  découverte  il  auroit  fallu  suppriiper  les  traits ,  et  dire 
que  l'ordre  des  unités  seroit  déterminé  par  le  rang  que  le  nombre 
occuperoit;  et  alors  il  auroit  encore  fallu  imaginer  un  caractère 
pour  remplir  les  places  vacantes. 

Ce  qu'il  n'a  pas  imaginé  de  faire  pour  la  série  ascendante  ,  les 
astronomes  l'ont  appliqué  à  la  série  descendante. 

A®,  tt»,  a»,  a"»,  a^,  etc.  formoient  en  effet  une  progression 
géométrique  ;  mais  la  raison  étoit  ^  et  non  7^. 

En  outre  de  la  progression  ci^dessus    i«,    i',    1",    x"»,    1»^,  etc. 

On  avoit  encore  .  .  , a®,    a»,    a",    a"",    a*^, etc. 

Ou  telle  autre  qu'on  vouloit  .  .  .  .  17<»,  17%  17",  17™,  17'%  etc. 

£t  ainsi  jusqu'à *.  •  .  -Sgo,  Sg',  Sg"!,  69™,  59»%  etc. 

73 
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Les  differens  termes  de  cette  progression  étoient  le  plas  sotiTent 
composes  de  deux  chiffres ,  on  ne  pou  voit  donc  pas  supprimer  les 
signes  ®,  '  ,  ">  "S  *^»  etc.  qui  marquoient  leur  ordre,  et  rendre 
la  valeur  du  terme  dépendant  du  rang  qu'il  occupoit  dans  la  série  ; 
il  auroit  fallu  pour  cela  5g  caractères  au  lieu  de  9.  On  ne  pouvoit 
donc  de  ce  côté  arriver  à  notre  arithmétique  :  on  en  étoit  plus 
voisin  en  s'arrétant  à  Tidée  d'Archimède.  Apollonius ,  au  rapport 
de  Pappus,  y  fit  quelques  changemens  heureux*  Au  lieu  de  ces 
ordres  ou  tranches  oompoacc»  de  6  chîffirca,  et  qu'Archimède  nom* 
moit  pour  cette  raison  des  octades,  il  imagina  de  ne  composer  ses 
tranches  que  de  quatre  chiffres.  La  première  tranche  à  droite  étoit 
celle  des  unités  ;  la  seconde  en  allant  vers  la  gauche  étoit  celle  des 
myriades  simples  ;  la  troisième  étoit  celle  des  myriades  doubles  ou 
du  second,  ordre ,  ainsi  de  suite  à  Tinfini  ;  en  sorte  qu'en  général  la 
tranche  du  numéro  n  contenoit  les  myriades  du  degré  (n-~  t).  Ainsi 
à  chaque  tranche  on  voyoit  reparoître  les  mêmes  caractères  ,  mais 
avec  «ne  valeur  toujours  croissante  et  proportionnelle  aux  puis- 
sances successives  de  la  myriade»  De  cette  manière,  Apollonius 
auroit  pu  écrire  tout  ce  que  sait  exprimer  notre  numération ,  et 
pour  en  donner  un  exemple ,  prenons  la  circonférence  du  cercle 
dont  le  diamètre  est  une  myriade  du  neuvième  ordre,  la  cir« 
conférence  sera 

y.    çevif*     Bg'^f*     ^tJ.    ^a]8.   y»fifé    fi'XJl^y*    yethji,     ^r.     fiaxi"* 

I  I  I  I  *  I  I 

3.  i4i5.  9265.  3589.  7932*  3846.  2643.  3832.  7950.  2824. 

Il  n'y  avoit  plus  qu'un  pas  de  cette  arithmétique  à  la  nôtre  ;  il 
falloit  faire  pour  les  simples  dixaines  ce  qu'on  avoit  fait  pour  les 
ditaines  de  mille. 

Il  paroît  que  c'est  encore  à  Apollonius  qu'on  étoit  redevable 
d'iln  autre  changement  dans  l'arithmétique  des  Grecs.  Nous  avons 
déjà  dit  qu'au  nombre  de  dixaines ,  de  centaines  ou  de  mille ,  on 
substituoit  quelquefois  les  unités  qui  .leur  correspondoient  ;  par 
exemple ,  si  l'on  avoit  à  multiplier  5o  par  4oo  ou  r  par  u ,  au  nom-» 
bre  u  ou  400,  on  substituoit  /  ou  4  qui  en  étoit  le  fond.  Au  nombre 
5o  ou  y  on  substituoit  le  fond  5  ou  i .  On  multiplioit  donc  5  par  4  i 
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le  produit  étoit  k  ou  !K>.  Mais  on  avoit  rendu  l'un  des  facteurs  100 
fois  trop  petit  et  l'autre  10  fois  trop  petit;  le  produit  ëtoit  donc 
100  X  10  fois  et  1000  fois  trop  petit  ;  il  falloit  donc  le  multiplier 
par  1000  ;  au  lieu  de  20  on  avoit  20000  ou  2  myriades. 

Cetoit  un  acheminement  vers  notre  arithmétique;  mais' comme 
ils  ne  faisoient  là  aucun  usage  de  zéros ,  au  lieu  d'une  règle  unique 
qui  nous  suffiroit  dans  ce  cas ,  et  qui  seroit  de  mettre  à  la  suite  du 
produit  un  nombre  de  zëros  égal  au  nombre  de  zéros  négligés  dans 
l'un  et  l'autre  facteur,  il  lenr  falloit  une  douzaine  de  théorèmes  dif- 
férens  pour  déterminer  dans  tous  les  cas  à  quel  degré  de  myriades 
appartenoit  le  produit. 

Ces  théorèmes  nous  ont  été  conservés  par  Pappus ,  et  publiés  par 
Wallis;  pour  nous  les  démontrer  tous  il  suffit  de  les  écrire  avec 
nos  caractères  arithmétiques.  Nous  ne  rapporterons  donc  pas  ces 
théorèmes  ;  ceux  qui  en  seroient  curieux  peuvent  consulter  le 
tome  III  des  OEuvres  de  Wallis. 

Le  zéro  n'étoit  pourtant  pas  tout-à«fait  inusité  chez  les  Grecs. 
On  le  trouve  dans  Ptolémée ,  mais  seulement  dans  l'usage  des  frac- 
tions sexagésimales  ;  son  emploi  se  borne  à  tenir  la  place  d'un  ordre 
sexagésimal  qui  manque  entièrement.  Ainsi ,  dans  la  table  des  décli- 
naisons des  points  de  l'édiptique^  o^  xfK  ig".  signifioient  o®.  a4'*  i6"*; 
r«.  0».  KaP.  valoient  6®.  o*.  5i".  ;  ««•.  /**'.  o".  exprimoient  ai^  4*'*  ^"* 

Le  zéro  en  grec  se  nommoit  r^/fp*»  d'où  vient  le  mot  chiffre. 
Mais  T^i^fA  ne  se  trouve  à  ma  connoissance  que  dans  le  Traité  de 
l'arithmétique  indienne  de  Planude ,  qui  écrivoit  dans  le  quator- 
zième siècle.  Ce  mot  a  l'air  un  peu  barbare  ,  et  je  ne  l'ai  vu  dans 
aucun  auteur  ancien. 

Ainsi  chez  les  Grecs  le  zéro  étoit  tout  seul;  jamais  il  ne  se  com^ 
binoit  avec  un  autre  chiffre  pour  en  changer  la  valeur.  Comme 
dans  chaque  tranche  les  nombre^  avoient  leurs  valeurs  propres , 
indépendantes  de  la  place  qu'ils  y  occupoient,  le  zéro  devenoit  alors 
inutile,  et  les  tranches  au  lieu  d'être  constamment  de  quatre  chiffres, 
n'en  avoient  quelquefois  que  trois ,  deux,  ou  même  un  seul. 

Ainsi  pour  exprimer  le  nombre  .  .  .  3479-  5oi2.  6008.  7000. 
les  Grecs  auroient  écrit >uo9.    ci/3.      rir.       ^. 
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Et  ils  n'auroient  employé  que  lo  figures  au  lieu  de  i6  que  nous 
aurions  en  mettant  des  zéros  à  toutes  les  places  vides. 

Quand  la  tranche  des  unités  manquoit  entièrement,  on  Tindiquoit 
en  écrivant  Mv  à  la  place  de  cette  tranche  ;  et  ce  signe  montroit 
que  le  nombre  précédent  avoit  des  myriades  pour  unités.  Si  deux 
ou  plusieurs  tranches  manquoient  à  la  droite ,  on  y  mettoit  autant 
de  fois  Ml/. 

Ainsi  pour  exprimer 3'j.  oooo.  oooo.  oooo.  oooo. 

les  Grecs  écrivoient x^.     Mu.     Mi/.      Mv.       Mv. 

ou  37  myriades  quadruples.  Voyez  Pappus  dans  les  OEuvres  de 
Wallis. 

Le  caractère  M^  employé  par  Diophante  et  Eutocius ,  indique  des 
monades,  c'est-à-dire  des  unités.  Ainsi  M^ku,  signifie  unités  21. 

Il  nous  reste  à  dire  comment  les  Grecs  écrivoient  les  fractions. 

Un  trait  placé  à  la  droite  d'un  nombre  et  vers  le  haut ,  faisoit  de 
ce  nombre  le  dénominateur  d'une  fraction  dont  l'unité  étoit  le 

numérateur.  Ainsi  y=ji  <^'=iî  ê^'^Tîî  P**==rÎT*   ^^  frac- 
tion ^  avoit  un  caractère  particulier  :  (;  ou  <^  ou  Ç'  ou  S  • 

Quand  le  numérateur  étoit  autre  que  l'unité,  le  dénominateur 
se  plaçoit  comme  nos  exposans.  Ainsi  i5^^  signifioit  ^  ou  n^^;  ~ 
s'écrivoit  ^^** ,  et  l'on  trouve  dans  Diophante ,  livre  iv,  question  46» 
la  fractioniT  ^y.  yp^iJ^^y-f^'^  =2633544'^*^^^  c=  ^^^^ 

Pour  mieux  entendre  ce  qui  suit,  le  plus  sûr  seroit  de  se  familia- 
riser  avec  les  36  caractères  grecs.  Cependant,  pour  ceux  qui  ne 
voudroient  pas  prendre  cette  peine  ,  je  traduirai  en  chiffres  arabes 
tous  les  exemples  de  calculs  que  je  donnerai  :  le  moyen  est  bien 
simple,  c'est  d'imiter  ce  que  nous  faisions  dans  nos  opérations 
complexes ,  avant  l'établissement  du  système  métrique  décimal. 
Soient  donc^  le  signe  des  myriades ,  m  celui  des  mille ,  c  celui  des 
centaines,  d  celui  des  dixaines,  o  celui  des  monades  ou  unités,  le 
nombre  7.  tf^-^ê  ou  3 1775  pourra  s'écrire  3^    i^  7*    7^   5**. 

Cette  notation  à  laquelle  ^lous  sommes  d'avance  familiarisés  , 
nous  suffira  par-tout  pour  faire  toutes  les  opérations  de  l'arithméti* 
que  des  Grecs. 
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Kous  allons  ainsi  donner  des  exemples  de  toutes  les  opérations 
de  l'arithmétique ,  soit  dans  le  système  décimal ,  soit  dans  le  sys** 
téme  sexagésimal ,  qui  étoit  seul  employé  dans  les  calculs  astrono- 
miques. 

EXEMPLE     DE     L^ADDItlOir 

Tiré d^Eutocius,  sur  le  théorème  ir  delà  mesure  du  cercle. 


8<î  4'î  7*. 
6d 

5to  ^e  ijd  ,• 

8'»4« 

847- 
6o. 

8400 

5«.    jBtk* 

9«..<»8°. 

a™  3'  2^  i° 

908. 

23a  I 

La  seconde  ligne  ne  contenant  ni  dixaines  ni  unités,  l'addition 
pour  les  deux  ordres  se  borne  à  prendre  les  nombres  a^  i^  de  la 
première  ligne. 

Les  centaines  offrent  9^^  +  4*  =  i3^  =  ï™  +  3*.  Je  pose  donc  les 
S^  et  je  retiens  le  mille  pour  la  colonne  suivante  ;  là  se  trouve 
3m  ^  gm--  nm^  q^i  ^vcc  le  mille  retenu  font  12"*=  it  +  a";  nous 
poserons  donc  les  a*^ ,  et  nous  retiendrons  la  myriade  qui  sera  unité 
simple  dans  la  seconde  tranche. 

Nous  y  trouvons  d'abord  7^  et  rien  au-dessous  ;  mais  nous  avons 
retenu  une  myriade  ou  unité  ,  nous  aurons  donc  8^  ;  aux  dixaines 
nous  avons  4^4-  6^=  10^  =  i<*  +  o  ;  nous  laisserons  vide  la  place 
des  dixaines  de  myriades ,  et  retenant  i^  nous  aurons  8^  +  i<^  =  g^', 
et  l'addition  sera  faite. 

Cette  addition  est  exactement  celle  de  nos  nombres  complexes  , 
elle  est  seulement  plus  facile ,  en  ce  que  chaque  unité  d'un  ordre 
quelconque  vaut  toujours  dix  unités  de  l'ordre  immédiatement 
inférieur,  avantage  que  n'avoient  pas  nos  soudi visions  anciennes 
des  livres ,  des  toises ,  etc. 

Les  points  dans  les  chiffres  grecs ,  comme  dans  ma  traduction  , 
séparent  les  myriades  ou  nombres  du  second  ordre  des  nombres 
simples  ou  de  premier  ordre* 
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On  verra  bientôt  que  les  Grecs  ne  s'astreignoient  pas  à  placer  le^ 
unîtes  de  différente  espèce  dans  leur  ordre  naturel  ;  en  effet ,  il  n'y 
avoit  aucune  nécessité ,  mais  cette  attention  facilite  beaucoup  le 
calcul. 

L'addition  des  sexagésimales  se  faisoit  comme  nous  le  prati- 
quons encore  :  il  suffira  d'un  exemple  tiré  de  Ptolémée ,  p.  65. 


0    tS"    l^C  ^     '^     '*•     ^ 


^o  i^x  y^  JUi«°Â|t«^A^    A»^ 


o.    x4  417       4.      18     18       7 

I.  j3  55  ai     5i    3o     38 


EXEMPLE     DE     LA     SOUSTRACTION. 


Eutocius,  Théor.  m  de  la  mesure  du  cercle^ 


». 
fi. 


yv    0 

1 

gy  3"  6«  3^  50 
a    3    4    ..   9 

.kC 

7^  ,."»  a«  2*  f 

C 


Cet  exemple  n'offre  aucune  difficulté  :  le  procédé  est  le  même 
que  dans  notre  système.  On  commence  par  la  droite ,  et  quand  le 
nombre  à  soustraire  est  le  plus  grand  des  deux ,  on  emprunte,  au 
nombre  suivant  à  gauche  une  unité  qui  vaut  dix.  A  la  vérité ,  je  n'ai 
trouvé  ce  précepte  exprimé  nulle  part;  mais  comme  il  est  indépen- 
dant de  la  notation ,  et  qu'il  convient  à  celle  des  Grecs  aussi  bien 
qu'à  la  nôtre  ,  nous  devons  croire  qu'une  idée  aussi  naturelle  s'est 
présentée  d'elle-même  à  l'esprit  des  Anciens. 


i 
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SOtSTAACTIOir    BEXAGlÉftlMALt. 


Voyez  Plolémée,  ^lmag€$te ,  J).  65  ^/  60. 


a  ^  K(t  ifi      fS     fi"    Ky 


ly  rc    «se     Act       K     aO 


o.  44.21    lu    54    54  2i3 


1    i3  55  ai    3i    3o  39 


Cet  exemple  où  les  emprunts  sont  nécessaires  d'un  bout  à  l'atlt^e^ 
ne  laisse  aucun  doute  sUr  ce  que  nous  disions  à  l'article  précédent. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  exemples  d'addition  et  de  soustrac« 
tion  :  nous  en  aurons  de  plus  curieux  dans  les  multiplications  et 
les  divisions  i 

Nous  voyons  ici  le  zéro  tenir  la  place  des  degrés  qui  manquent 
dans  la  seconde  ligne.  Il  est  marqué  comme  chez  nous  par  le  carac-^ 
tère  o  ;  ce  caractère  dans  l'arithmétique  grecque  signifie  70  ;  il 
ne  pourroit  donc  sans  équivoque  se  placer  dans  les  opérations  déci- 
males. Ainsi ,  dans  l'exemple  ci-dessus  jS.^voO  eût  signifié  23479  et 
non  23409.  Mais  dans  l'arithmétique  sexagésimale,  o  ne  peut  rien 
signifier ,  puisque  le  nombre  le  plus  fort  est  59.  Cependant  pour  le 
distinguer  on  le  couvre  ordinairement  d  un  trait  horizontal  o  ;  en 
effet ,  quand  5  se  trouve  aux  degrés ,  il  pourroit  absolument  mar-» 
quer  70""  ;  mais  la  circonstance  empêchera  toujours  la  méprise  ,  et 
la  raison  que  o  =:  70  est  le  premier  des  nombres  qui  se  rencon*' 
trent  jamais  parmi  les  fractions  sexagésimales  ^  paroit  être  le  motif 
déterminant  qui  l'a  fait  choisir  pour  le  caractère  du  zéro ,  et  l'on 
peut  assurer  avec  beaucoup  de  vraisemblance  que  si  les  Grecs  n'ont 
pas  senti  tout  le  parti  que  l'on  pouvoit  tirer  de  leur  zéro  pour  sim* 
plifier  la  notation ,  c'est  à  eux  cependant  qu'on  doit  le  caractère 
lui-même  dont  nous  nous  servons  encore ,  et  peut-être  l'idée  de 
l'employer  à  marquer  l'absence  d'un  ordre  de  quantités. 
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MULTIPLICATION. 

Les  Grecs  commençoient  leurs  multiplications  par  les  chiffres  de 
la  gauche  du  multiplicateur  :  c'est  uue  chose  absolument  indiffé- 
rente y  et  nous  le  pratiquons  encore  quelquefois.  ^ 

Us  prenoient  aussi  les  chiffres  du  multiplicande,  en  allant  de 
gauche  à  droite,  pour  l'ordinaire.  Il  y  a  pourtant  des  exemple  des* 
quels  il  résulte  qu'ils  commençoient  quelquefois  par  la  droite  du 
multiplicande.  Peut-être  suivoient-ils  cette  marche  quand  ils  opé- 
roient  sur  de  petits  nombres* 

Exemple  tiré  des  Commentaires  d^Eutocius ,  sur  le  théorème  m  de 

la  mesure  du  cercle. 


ffy 

i«  5*  3» 

fty 

I    5    3 

«.  IT 

• 

if  5»  3» 

•HP   pr 

5"  a"  5«  i«  5* 

TprJ 

3«  i«  5'    9«» 

J8.  >vO 


aT  3"  4« 


p  par  f  Talent  «e.  {  ou  ïoo  par  loo  =:  loooo  =  i7  =  «e^ 
f  par  r  valent  •  ,  ou  loo  par  5o  =  5oou  =  t 
f  par  y  valent  t  ,  ou  lOO  par  3  =  3po  =  t 

On  place  ces  trois  produits  à  la  suite  Tun  de  l'autre ,  comme  oa 
les  voit  dans  le  grec  et  dans  la  traduction,  et  cela  étoit  facile , 
parce  que  ces  trois  produits  sont  chacun  d'un  seul  chiff  e  en  grec  , 
même  dans  la  seconde  ligne.  L'exemple  prouve  par  sa  disposition 
qu'on  a  du  commencer  par  la  gauche  :  suivons  cette  marche. 

f  par  p  valent  i ,  ou  5o  x  loo  =  5ooo  =  5»^  ;  on  pose  /• 
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.  f  par  ¥  valent  /3^ ,  ou  5o  x  5o  ==  aSoo  ±z  a»  5*  ;  od  pose  jBf  à  U 
suite  de  | ,  quoique  i8  et  «  soient  des  quantite's  du  même  ordre  , 
puisque  «  =  5ooo  et  /8  =  2000. 

y  par  >  =f  pr ,  ou  5ô  X  3  =  i5o  =  i'«  +  5^  ;  on  pose  encbre'pp  à  la 
suite. 

f  par  y  valent  t,  ou  loo  x  3  =  3oo  =  3«  ;  on  place  t  dans  la  troi- 
sième ligne. 

f  par  >  valent  pr  ;  on  place  tes  deux  -nombres  à  la  suite  de  t. 

y  par  7^  valent  ft^^-ou  3-x-3^— =-^-011  j>l«ice-4  ou  9  à  la  suite  des  pro- 
duits précédenSy  et  la  'multi][>licâtion  est  faite  ::il  ae  manque  plus 
que  l'addition. 

Il  paroit  qu'elle  a  été  commencée  par  la  droite. 

Dans  cet  amas  de  produits  ^  qui  ne  Sont  pas  :tré»-bien  ordonnés , 
on  voit  que  0  =  9  est  le;  seul  chiffre  d'unités,  x>a  le  portera  donc 
aussitôt  aux  unités  dan^  la  somme^ 

*  r 

En  dixaines ,  nous  n'avons  que  r  =:  5o  ;  mais  il  s'jr  trouve  deux 
fois  ;  r  et  r  valent  p  =  100  ;  il  n'^  aura  donc  rien  aux  dixaines. 

Pour  les  centaines,  nous  avons  d'abord  le  cent  que  nous  venons 
de  trouver ,  puis  deux  fois^  /^  ou  lOOj  total  jusqu'ici '3oo;',puis  deux 
fois  T  ou  3oo,  ce  qui  fait  600,  et  avec  les  précédens  nous  aurons 
déjà  goo  ;  mais  il  reste  encore  ^=:  5oa;  total  c)i^  c^i^9Î#^)[^i^.  On 
posera  donc  u=:4oo  et  l'on  retiendra  «=  1000. 

A  ce  mille  retenu  ajoutons  jS  v=z  2600.  et  depXi  fois  f  =;  ^  x  5ooo  =: 

loooo  =  i7,  nous  aurons  au  total  i3ooo=  A.y  ou  it  3™.  M^is  nous 
avons  encore  i7;  le  total  des  myriades  est' donc  dei^où  j8. ,  et  la 
somme  totale  ^^  3°»  4*^. ..,9®  =234orjL.  . 

Cet  exemple  est  copié  fidèlement  dans  Eutocius ,  qui  ne  donne 
d'ailleurs  aucune  explication;  mais  la  disposition  pirouve  que.  l'on 
f aisoit  séparément  tous  les  produits ,  qu'on  les  posoit  sans  rien  re- 
tenir,.  et  qu'pi]^  mettoit  dans  .une  ip^m^  ligife;  sfparé^  i^s  pro4Mfits 
obtenus  par  un  mêmieqWffre  du  nmltipJiç^tepr^, ,    .  , 

On  voit  encore  dai^s.  l'édition  deBâle,  p*  S^t^qu^  le^  Q^flW  4pf 
diquoient  la  somme  ou  le  total. par  la  lettre  (i,,traveirsé^d'u0  pgi  4? 
deux  traits  obliques ,  et  que  les  Grecs  ne  mettoient  pas  de  filet 
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pour  séparer  l'addition  de  tous  les  produits  partiels  de  la  multiplia 


cation. 


Autre  exemple  tiré  du  même  endroit ^  et  qui^' confirme  tout  ce  qu€ 

nous  avons  dit  sur  le  premier. 


fott 


.  ? 


■  • 


4  6  jy  t  p 


y*n 


^  0  A' 
M 


5c    yd    ,o 

5    7    !• 


^5y  3^  5»  5« 
Zy  5«  4»  9«  7^ 


5e    ^    1 


MtaBMM^MM*anM*B*i 


3a7  e»  4«  1» 


On  à  mis  séparément  les  produits  '. 

x 

I  •      t 

Se  X  5*=a5J^;  5«  X  7*  =  3y  5"*;  5^X  t^=5^* 


f   .  »     I  < . 


Ï^HÎs  daHâ  une  seconde  ligné  r 

■  *        * 


f  • 


£t  en0n  dans  une  troisième  i 


I.  '  . 


(5«  7^  !•)  X  ï^  =  5«  7^  jS 

*  »...  ^ 

« 

Après  quoi  vient  Taddition^ 

*'..  .  •■  .<  «,.i  •. 

On  voit  donc  clairenleiit  dànâ  ces  eléitiples  k  manière  des 
Grecs  ;  elle  est  plus*  facile  que  la  nôtre ,  moins  sujette  à  erreur , 
mais  plus  longue^  Rien  ne  nous  empêcheroit  de  la  suivre ,  en  dis** 
posant  le  calcul  comme  on  le  voit  ici. 


|7' 
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a5.. ., 

35.. 

S. 

35.. 

49  • 

7 
671 

3:a6o4t 


;  •  » 


Produits  par  Soo. 


Produits  pal^  70. 


Produit  par  i.' 


f , 


587 


•  «  1 


>    '         y 


exemple  de  multiplication  ;  dans  lequel  le  multiplicande  et  ie 
multiplicateur  sont  des  nombres  frautàonnairesl  Eujtocii»,  Mefèùi^e 
du  cercle,  th.  iv. 


s 

««  Alf 
I 


0<« 


mmmT 


/ 1 


i»  8«  y  s?  ^ 


t.    r       > 


'    I 


'■  .-»    - 


.^.     —    I   ^ 


*'         .        X  ^' 


<  ■' 

Ml  ^  * 

OUT??*^l'iî^^'** 
M    #  ^ 


ioçT8oT,3y8.-8«"',8'^,      ..-,,,:". 

.00^  64»  aT  4ff iSp»  4«  6f.  5*  4' T^;  .  <   ; 

^     37  aT  4»  g'î  a»  4*  a*  4*.  V 

8'"6»A«a«.4^6*4°6»r^ 

80  H  8"»  Vt  6«  5<>  4*  T^ 
-,xiX'6*i8'ï'"'  ^    '  ■ 

■"     II'.      I  I        t  >      .' 

'  ■  '  "     '^  '  ' :-.; Lé 


-     nij    v    « 


•    » 


338r  I- a«  5«  !• -^  iV 
W3à8T'i-a«  5^a-^:^33f8ii5à^^ 


\.     — 


*'      N 


(/ 


Cet  exempteest  extf  épwïflept^  cpi^ux  z^E^itocius  se.  contente  ^é 
présenter  le  tableau  de  l'opération,  saas  en  donner  ïa  momdre 
explication  ;  eUe  est  afu  reste  bien  simple.  :  ' 


-^    '  X 
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i™  X  i"*  =  îooT ,  ou  looo  X  looo  =  loooooo  j=  100  myriades 
=  looy. 

I"  X  8«  =  8oT,  ou  looo  X  800  =  800000  =  80  myriades  =:s  8ot. 
i«n  X  3^  =  3^ ,  ou  1000  X  3o  =  3oooo  =  3  myriades  =  3^. 
i«  X  8*  =  8" ,  ou  1000  X  8  =  8000  =  8«. ,   .  .    . 
i'nx-;V  =  l?,  ou  1000x1^  =  ^?^  =  8c  I<i8«^. 

Voilà  donc  Texplication  de  la  première  ligne  ;  la  seconde  est  toute 
pareille. 

8*  X  i"  =  80T ,  ou  800  X  îQOo  =  80000  =  80  mjrriades  =i=  8ot. 
8«  X  8«  =  64y ,  ou  800  X  800  =  64oooo  =  64  myriades  =  64t. 
8c  X  3*  =  2J  4"»,  ou  800  X  3o  =  :i4ooo  =  2  myriades  4  mille 

.  go  ;^  30  5B»  Ô'P  4^  5  OU  8ioo  X  8  =fe  64oo  ^6  miUeioo.  =  6«  4«- . 


Troisième  ligne. 


•   j 


'    i 


r     i 


3*  X  t"  =  3y ,  où  3o  X  1000  =  3oooo  =:  3  myriades  =:  3^. 

3*  X  8«  =  ar  4»,  oh  3b  xf  8ob  =  34ooo  ss  a  myriade»  4  mille  =c 

3^4".  ^  ]■     '  ~    ■ 

3' X  3*=  9« ,  où  3b  i<%ot^^ti'i=>^: 

3*  X  8«  =i  â«4*,  ou  3*vx:8  =  a4o  =  a«4'. 
3*  X  •^  =  ^z^»  <»  3o X ^  =>  ¥r  =a«>4o  i., 

I 

La  quatrième  ligne  Véxplique  de  même. 

8o  X  i"  =  Q"^  >  99  8  X  t ooo  =3  8ooo  =  8". 

8»  X  8*  ==  6« 4«,  où  8  X  8oo=  64oo  =  6»  4«.       " 

8°  X  3*  ï=  a^  4?.,  ou  8  -x  3o  =  a4p  =  a»  4*4 

8»  X  8»  =a  6*4?, 'oiu8  X.8  =  64  =  ,6*  4»4 
8x^==|^,ou8X^=:=ii  =  6o'^/   ; 


'     •    '  1 


11  nous  reste  enfin  à  prendre  les  ^  du  multiplicatldeé 
:?r  X  1-=  1=  »  ou  ^  X  1000  =2|2i  «  8«;«*8<»-ir. 


^X8« 

-^  X  -^ 
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2^,  ou  T^r  X  800  ==  ii2i  «.  .♦  5*  4-  -A 


BB% 


li.ouAx8=li  =  6<»^, 


_i.    on  -i-  "^  -i-  =  -ii- 

ai  )  "**    Il     ^^    11    ~*"    121 


■$di» 
i«adi* 


Passons  à  l'addition ,  nous  aurons  en  rassem'ftlânt  les  myriadt^s 
une  somme  de  334^;  rassemblons  de  même  tobii  les'itiille^  nous 
en  aurons  36  =  3^  6"  ;  tous  les  cent  qui  feront  49*  =  ^^  9*^;  toutes 
les  dizaines  qui  feront  3o^=  3<^;  toutes  les  unités  qui  sont  au 
nomWe  de  48  —  4<«  1^"}  tous  le^  onzièmes  qui  feront  ;Jf  =  3  -^  ; 
réunissant  le  tou^  et  ajoutant  la  Iraction  qt^arvée  ^  ,^  nou:»  aurons 
338iy  j«  3«  sVj^tt  îTTr  ou  35»^.  r>  ^'  5d  aV.'^}  c'est-à-dire 
338ia5:a^* 

Jiiutre  exemple  tiré  du  même  théorème. 


t 


jtÇperJtr' 


,d  /\0  ± 


1»  o«  O**  9^  j 


'  X 


ï  P  «-9  t 


'» 


i 


S  7  ce  tf  Jt 


«   •  I    » 


p|r4f  «•'«.«  ^c* 


I  ■>■>!■ 


« ,  ■      •  •  •  I  • 


looT  9"  i«  6^  6^  X  i 

9  Ô"»  I*  1»  i        .      .  ,    , 

f  ■       ■    ■■    — — ii^B» 


I 


■T*rT 


«*i 


ioiy8*4"^i<>7*i^ 


Cet  exemple  est  moins  long ,  mais  non  moins  curieux^ 


1"  X  1",  où  1000' X  1000=  1000000=  lOOT 

1"  X  9° ,  ou  1000  X  9  ==  9O00  ==  9". 

i»  X  4,  ou  looo  X  i  =  •^-  =  î*  6^  6»  I ,  ou  i«  6*  6»  i  |. 

Voilà  pour  la  prènitèrè  ligne.  CkayToit^qoe  le^  Greet^préféroient 
le»  fractions  qai  airoieat  limite  pour^mraiérateiit;  nheit  de  |  39 
I  +  j ,  ils  écrivoieti*  i +'i.   .    . 


•  <  r 


9*  X  i« ,  ou  9  X  1000  =  9000  =  9"4 


^  -L. 
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9»  Xi,  ou  9x^  =  1=^1  +  7. 
Voilà  pour  la  seconde  ligne  t 

.  i  X  I» ,  ou  f  X  H)00  =?=  î^î=  ic 6*  6»  ^,  ou^  i,  r 

6^6 Té' 

Uaddition  montre  qu'ils  rëduisoient  les  fractions  à  leurs  plus 
simples  têrmf»«  5  afiisi,  au  lieu  de  |  il^  ont  écrit  \. 

Le  caractère  grec  Al  ,  qui  ressemble  à  notre  Jt*,  -sighifie  ^. 
~  Dans  un' iutre  exemple  que  faous  ne Vapportôroni  pas,  Eutocius 
arrive  ^  dans  une  soustraction  après  une  multiplication  de  nombres 
fractionnaires,  au  ^e^te,  3i  ^,  qu'il  change  en  ai  ^7^  à-peu-près. 
Il  ne  dit  pas  par  quel  moyen  il  a  trouvé  cette  fraction  approxima* 
tive  : 


T      » 


presque. 

Dans  un  autre  exenîple  ^  Eutocius  ayant  à  multipilier  3ôi3  f  ^  par 
3oi3  7  ~,  laisse  les  deux  fraction^  séparées,  au  lieu^de  les  réduire 
à  |.  On  voit  en  èdfet  que  lé'  p^opédé  est.plus  Cacîlè'V'^'  voilà  sans 
doute  la  rafso'n  pour  laquelle  ils  ne  vouloienrguèrës'^autres  frac- 
tions que  celles  qui  avoient  l'unité  au  numérateur.  <^épendant  nous 
avons  vu  ci^nlessus  la  fraction  -^ ,  mais  elle  n'étoit  pas  commode 
à  décomposer.         >«  ■...:.,..  *:    ^ 

J'ai  refait  de  cette  manière  tous  les  calculs  dont  Eutocius, ne 
donne  que  les  types,  et  je  n'y  a,i  rien  vu  qui  ne  rentre  dans  ce  qu'on 
vient  de  lire.  Je- ne  rapporterai  donc  pas  ces  calculs  qui  n  appren- 
droient  rien  de  nouveau. 

:'  Etttooius  ne  rapporte  aucun  exemple  'de  division';  douVéiit  il 
adroit  à  fiûre:des:cxltaciÎ€iWidfira|cinès:qiiMiM8{;  mais  alors  il  se 
contente  toujours  de  dire  quelle  est  à-peu.-|>ifss;oetià)ràeii)e^  jet  pofir 
le  prouver,  il  la  multiplie  par  elle-même ,  et  retrouve  en  effet ,  à 
fort  peu  près  |  le  quarré  dont  on  vouloit  le  côté  :  ce  qui  porteroit 
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à  croire  que  le  procédé  pour  Textraction  étoit  ub  simple  tâtonne- 
ment trop  long  pour  être  rapporté* 

Mais  ces  exemples  cju'on  chercheroit  inutilement  dansEutociuâ, 
ie  les  ai  rencontrés  dans  le  commentaire .  i^on  encore  traduit ,  de 
Thfe'on,  sur  la  grande  composition  de  Ptolémée  (c'est  l'ouvrage  qui 
est  plus  connu  sous  le  nom  cr^lmagestey;  itiaiis  toutes  ces  divi-> 
sions  et  ces  extractions  sont  en  parties  sexagésimales. 

Les  astronomes  avoîetit  trmivé  plus  commode  de  diviser  le  rayon 
comme  l'angle  de  l'hexagone  en  60  parties,  qui  elles-mêmes  se 
divisoient  en  60  parties  ou  60';  le^  primes  se  divUoi^a4:  ^obâoune  en 
60"  et  ainsi  à  l'infini; 

Le  rayon  valoit  dont  36oo'  ou  a  16000* ,  ce  qui  donnoit  une  pré- 
cision un  peu  plus  que  double  de  celle  que  nofis  auripii^  em  diTi-«^^ 
sant  le  rayon  en  1 0000  parties;  c'est-à-dire  avec  des  siuu^  à  cinq 
décimales^  Il  estclafr  que  Cette  précision  étoit  plus  que  suffisante 
pour  les  besoins  de  Tastronomie  ancienne.  *    '    ^ 

La  raison  qui  a  porté  les  Gréts  à  préférer  cette  division  est  > 
d'après  Ptolémée ,  la  facilité  qu'on  y  trouve  pour  les' calculs  (livre  t, 
ch.  9,  p.  8.  Baslà ,  i55&).  Il  dit  encore  au  même  etidroit  qu'il 
emploiera  par-^tout  la  méthode  sexagésimale,  à  cau^e  de  l'incom-* 
modité  des  fractions.  Par  ce  dernier  mot,  vil  faut  entehdre  les  frac- 
tions ordinaires.  Théon ,  en  commentant  ce  passage ,  dit  que  60  est 
le  plus  commode  de  tous  les  nombrfes^  eu  ce  qu'étant  assez  petit,  il 
a  un  nombre  con3idérabIe  de  diviseurs. 

■  Pour  nous  donner. un  exemple  de>rayantage4f^;  la  division  sexa^ 
gésimale,  il  suppose-  que  npus  ayons  à  multiplier  par  elle^méoie 
la  quaintité  ^  +  7  +  t^  ;  dans  ce  cas ,  il  est  bien  pl^s  <)purt  de  chan- 
ger ces  trois  fractions  en  48'.  Oirpourroit  répondre  que  ces  trois 
fractions  éqi^ivalent  à  -^^  et  que  la  multiplicajtion.par  8,  suivie  de 
Ip  division  par  lo^  est  encore  plus:  .commode.     ■  '    .  . 

Mais  cette  multiplicatipp  die^  minutes  par  des  minu.les ,  ou  plua 
généralement  d^es  frçictionsh  sexagésimales  de  differens  ordres,  les 
unes  par  les  autres ,  exige  quelques  règles  pour  connoître  la  nature 
ou  l'espèce  des  produits  qu'on  obtient  dans  les  differens  cas.  Tout 
ce. qu'il  expose  à  ce, sujet  peut  s'exprimer  par  une  jformule  géné^ 
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raie.  Les  fractions  sexagésimales  dé  différens  ordres  peuvent  s^ 
représenter  par  ^  +  —  -j-  -1 .  Les  Grecs  remplaçoient  comme  nous 

ces  dénominateurs,  en  écrivant  ci  V  d'\  etc.  Soient  les  nombres 
p(»)  et  gr^"'  dont  on  demande  le  produit,  p^*^  ^^  êS^^  T^^  ^^  l-'^P^'^^ 9^"^ 

=-6oJfc)=/'?^"+"'-  Soit(/n)  =oet  (»)  =  3,pox  y-  =  />yf»+') 

P9"'  ^  .... 

Ce  théorème  est  au  fond  le  même  qu'Archimède  a  démontré  pour 

la  progression  i.  lo  :  loo  ,  réciproquement  ^=;  ^^V""'"^*  '^ 

Après  cen  préliminaires ,  Théon  montre  les  règleÀ  à  suivre  dans' 
la  multiplication  et  dans  la  division  des  nombres  sexagésimaux ,' 
et  pour  premier  exemple  il  choisit  lé  côté  du  décagone  inscrit,  qui 
est  de  A^  y  ff* ,  où  37^  4'  55. 

37»  4'  55'       - 

I  *  ■ 


^  J^  n" 


m 


«b 


mmmm 


^^i>9m 


jn 


i369«  i48'ao35* 

148'   -  1.6  a;fo' 
aoSS'^aao'"  ' 

3025'* 


Après  avoir  écrit  le  multiplicateur  au-dessous  du  multiplicande, 
il  faut,  dit  Théon,  multiplier  37**  paî-  37*  \  ce  qui  donne  1^69^; 
puis  37'*par  4',  dont  lé  produit  est  i48';  èiisufte  37*  par  55',  qui 
donnent  aoSS"-  On  voit  q'ue  les  ordres*  vont  toujours  décroissant 
uniformément  ;  les  unités  par  les  unités  donnent  dés  unités;  les 
unités  par  les  soixantièmes  ou  primes,  donnent  des  primes;  par 
des  secondes  elles  donnent  des  secondes  ,  et  ainsi  à  Tinfini;  pour 
foriper  la  seconde  ligne,  on  multiplie  par  4'  les ^ à*6is  termes  du 
multiplicande ,  et  les  produits  sont  i46'  t&^  niià".  *  .      ' 

'  Le  multiplicande  multiplié  par  55^  dbniie  à  la  Irdisiémê' ligne 
ao35^  320^' 3oa5*^ 

Ainsi  réduite,  continue  Théon ,  la  multiplication  est  plus  facile: 
(  en  effet ,  on  a  tout  au  plus  Sg  à  multiplier  par  Sg ,  et  il  étoit  aisé 
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d'aroîr  une  table  de  ces  produits.  )  On  place  les  produits  comme 
on  voit  ci-dessus ,  et  pour  les  additionner  il  faut  d'abord  diviser 

3oa 5""  par  60,  ce  qui  donne 5o  "  35  - 

En  réunissant  les  secondes  que  nous 
avions  déjà,  nous  aurions 44o 


nf 


Total 490 

En  divisant  la  somme  totale  par  60,  il 
nous  vient S''  lo'^. 

Les  trois  produitsdrtecondes  font  une 
somme  de.  ,  •«...•  ^ 4o86 


^m 


Âjgasi  le  total  des  secondes  est  .  .  .  ^  .  .  4094' 

Ou  divisant  par  60 68'     i4* 

Mais  nous  avions  en  deux  sommes .  ....  :296' 

Le  total  des  minutes  est  donc 364 

ou 6<>    4' 

Mais  le  premier  de  tous  les  produits  est  1 369'' 
Reunissant  toutes  les   quantités  ré- 


I       I  ^^^i^a^t^^mmm^ 


duites,  on  a , 1375»    4'    i4*    lo'"  a5"". 

Ptolémëe  qui  néglige  les  tierces ,  s'est 
borné  à. 1575*    4'     14* 

Avec  la  table  de  multiplication  dont  je  parlois  tout-à^l'heure , 
on  auroit  eu  les  quantités  toutes  réduites ,  et  le  calcul  se  seroit  fait 
comme  il  suit .: 

37°  par  37»  =:  33.  4g  =  1369* 

37° par  4' .  a.a8 

37°  par  55"  .,....,...   33.55* 

4'  par  37" a.  a8 

4'  par  4' 16* 

4' par  55^ 3.4o'" 

65'  par  37« 35.  55. 

55^  par  4'. 3.4o 

i(v3  par  00    •••!£'•■•••.•  •%•  DO.  2d 


iti9 


Somme  •  •  1375.  4-  i4.  lo.  a^' 
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Thëon  ne  fait  nulle  mention  d'une  pareille  table  ;  mais  j'ai  peiuô 
à  penser  que  les  Grecs  n'aient  pas  sa  se  procurer  un  secours  dont 
ridée  ëtoit  ai  naturelle  ^  d'autant  plus  qu'ils  coonoissoieot  la  table 
de  Pythagore. 

Qu'il  soit  question  maintenant ,  continue  Thëon  ^  de  diviser  un 
nombre  donné  par  un  nombre  composé  de  parties ,  minutes  et 
secondes.  Soit  par  exemple  i5i5^.  20'.  i5''  à  diviser  par  aS".  12'.  lo'"; 
je  divise  d'abord  pai*  60  (c'est-à-dire,  je  vois  que  le  premier  terme 
du  quotient  doit  être  60)  ;  car  61  donneroi|am  produit  trop  fort  i 
retranchons  60  fois  25^.  13'.  10''- du  dividende;  et  d'abord  60  fois 
a5®  font  iSoo"* ,  qui  retranchés  de  i5i5,  laissent  i5^  pour  reste  ;  ce 
reste  vaut  gCK)'  ;  a}oHtons<*y  les  20'  du  dividende ,  nous  aurons  9^0'; 
retranchons-en  60  x  i^i'  ou  730' ,  il  restera  :îoo  ;  retranchons  de 
ce  reste  60  X  10"  asr  600''  =10%  il  nous  restera  190'. 

Divisons  maintenant  ce  reste  par  a5^ ,  le  quotient  sera  7^  ;  car  8^ 
donneroient  un  produit  trop  fort.  Or,  a 5"  par  7'  font  175'  ;  je  les 
retranche  de  190%  il  reste  ii5'  qui  valent  goo''  ;  }^j  ajoute  lea  i5''  du 
dividende ,  la  somme  est  gi  5'  ;.  j'ea  retranche  22'  x  7^  =s  84^';  le 
reste  est  S^t^j  dont  il  font  encore  retrancher  io''X7'=7o'"=i'ao'"> 
il  restera  8:29^.  5o^^à  diviser  par  a  5®  i^'  10'. 

839'  divisés  par  25^  donnent  33',  car  a 5*  X  33"  :=  8a5'';  il  reste 
donc  4''.  5o'"  =  2Qo^;  j*en  veux  retrancher  12  x  33''=  SgS'"  ;  mais 
il  s'<»  iaut  àù'  xo&"  que  cela  ne  se  puisse;  33'  est  donc  un  peu  trop 
fort 9  elle  quotient  de  t&tS.  ao.  i5  divisé  par  aS.^.  ta^  lo",  n'est 
donc  pas  tout-à-fait  60*.  7'.  33'  ;  c'est  cependant  le  plus  exact  que 
Ton  puisse  avoir  en  se  bornasit  aux  secondes^  On  en  aura  la  preuve 
en  multipliant  le  diviseuD  par  le  quotient. 

Théon  n'a  pas  donné  la  type  4u  calcul  :  je  l'ajoute  ici  pour  plus 
de  clarté. 


•  ■  • 
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25®.  12'.  10*  diviseur. 


Dividende  .  .  i5i5*.  20'.   iS" 
a5®x6o®  .  i5oo                     |6o^ 

Beste i5*'.=9oo' 

Total  des  minutes  .  •  920' 

la'  X  60"* 720 

Reste 200' 

lo^xeo" 10' 


Reste 190' 

25' X  7' 175 


25*.  la'.  10* 


15  =  900' 

Descendez  les  iB" 91 5" 

la'  X  7' 84" 

83i' 
10*  X  7' i'  îo' 

Reste 829  5o"a5<*ia'io' 

a5°  X  33* ^  ...  835 


.W 


33" 

or 


i2'x33V 396 


Le  reste  390''  est  trop  petit  de 106" 

Cette  opération  ressemble  tout*à-fait  à  nos  divisions  complètes; 
elle  est  un  peu  plus  longue,  mais  elle  n'emploie  jamais  que  de  petits 
nombres.  La  table  subsidiaire  dont  j'ai  parlé  seroit  infiniment 
utile  pour  appercevoir  d'abord  le  quotient  le  plus  approché ,  et 
elle  éviteroit  des  tâtonnemens  fastidieux. 

Cette  marche  nous  fait  voir  assez  clairement  comment  les  Grecs 
pouvoient  faire  la  division  sur  les  nombres  ordinaires  :  un  exemple 
va  nous  prouver  combien  elle  seroit  plus  embarrassante  qu«  la 
division  sexagésimale»  si  les  nombres  étoient  un  peu  plus  grands. 
Prenons  taj0. yritJ^  ou  33^^  3»  3«  a*  9%  à  diviser  par  «•«)<,  ou 
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33aT  3»  3« 

a* 

9' 

I»  8«  a*  3" 

i8a    3 

i>  ge  ad  3» 

i5o    0    3 
145    8    4 

2 

9 

4    '    9 
3    6    4 

a 
6 

9 

5    4 

5    4 

6 
6 

9 
9 

En  332T  combien  de  fois  i">  8*  ou  3"  ;  on  sait  que  i»  x  î""  =s  100^, 
donc  2™  X  a»  =  400^  ;  le  quotient  3»  paroit  donc  trop  fort ,  il  faut 
donc  essayer  i™. 

Multiplions  le  diviseur  par  cette  première  partie  du  quotient , 
nous  aurons  1 8^7  3"^  à  retrancher  du  diviseur ,  et  le  reste  sera 
150^0"*  3*3^9''. 

Je  vois  qu'en  i5o  myriades,  !i"*  seroient  plus  de  '/So  fois,  i™  ^y 
seroit  1 5oo  fois  ;  j'entrevois  que  je  peux  essayer  800  fois  ou  S^  ;  le 
produit  du  diviseur  par  le  second  terme  du  quotient,  sera  145^^  8"*  4^^, 
et  le  reste  4^  i™  9^  ^^  9*.       .   . 

En  4J  ou  4  myriades,  2<^  seroient  t^  dizaines  de  fois  ;  je  mets  2^  au 
quotient,  le  produit  est  3t  6™  4^  6^ ,  et  le  reste  5"  4^  6*  9**. 

En  5"  on  auroit  a^  fois  3";  je  hasarde  3;  le  produit  est  5™  4«  6^  9*^ 
^al  au  reste  ;  le  quotient  exact  est  donc  1™  8«  2**  3®. 

La  division  des  Grecs  ëtoit  donc  toute  pareille  à  notre  division 
complexe ,  elle  étoit  seulement  plus  langue  si ,  comme  tout  Tin* 
dique,  ils  commençoient  leurs  soustractions  par  la  gauche.  Ainsi , 
ils  dévoient  dire  de  1 5o  ôtez  1 45 ,  il  resteroit  5  ;  mais  à  cause  du  8^ 
qui  suit  i^S^y  ne  mettez  au  reste  que  4 ,  il  vous  restera  i^. 
.  Si  d'une  myriade  vous  retranchez  8^ ,  il  restera  2^  ;  mais  à  cause 
des  4«  ne  mettez  que  i",  vous  aurez  un  reste  de  i»  3«  =  i3«; 
retranchez  4^ ,  il  restera  9^. 
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Le  procédé  n'ëtoit  donc  pas  bien  embarrassant ,  même  en  allant 
toujours  de  gauche  à  droite. 

Théon  se  propose  ensuite  ce  problème  :  trouver  d'une  manière 
approchée  le  côté  d'une  surface  quarrée  qui  n'a  point  de  racine 
exacte* 

Il  commence  par  rappeler  le  théorème  4  du  livre  II  des  Élémens 
d'Euclide ,  qui  est  équivalent  à  la  formule  (a+b):=a^  +  ^ab+b*] 
il  prend  ensuite  pour  exemple-  le  nombre  45oo ,  dont  la  racine 
approchée  est  suivaut  Ptulémée  67®  4  55" •  Voici  l'opération. 


45oo' 
4489 


I  l«as66o' 

656'  ï6' 


67»  4'  55^ 

I  (Il 

i54* 


ia3'  44'=74à4M  ^H"   8' 
1340  X  56*  7370 

8'  X  66*  '7      30*' 

65'  X  55"  5o    aô^" 


Be$te        45       4g    35 


Kg 


Le  plus  grand  carré  contenu  dans  4^oo  est  44^99  dont  la  racine 
est  67°  ;  je  le  retranche ,  il  reste  1 1^  =  660^  ;  je  double  la  racine ,  et 
j*ai  l34^ 

Je  divise  660'  par  1 34** ,  le  quotient  est  4'  ;  le  produit  de  1 34*  par 
4'  est  536'  ;  j'y  ajoute  tÊf  cpjMtté-éc 4'  ;  je  fais  la  soustraction,  le 
reste  est  i33'44'  =  74^4'- 

Je  double  la  racine  67^  4' ,  elle  devient  134*"  8'* 

Je  m'en  sers  pour  diviser  le  reste  74^4''  ;  le  quotient  est  55*. 

Je  multiplie  1 34  8  55  par  55;  je  retranche  ces  trois  produits  de 
74!ï4",  il  me  reste  45*  49""'^  35'*  :  la  racine  67*^4'  55'''  est  donc  un 
peu  trop  foible. 

J'ai  fait  quelques  légers  changemens  au  calcul  de  Théon ,  mais 
sans  rien  supposer  qui  ne  fût  bien  connu  des  Grecs.  Leur  règle  pour 
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Vextraotion  ^ioit  donc  celle  dont  nous  noua  servons  encore  aujour«^ 
d'hui.  The'on  la  résume  en  ces  termes  : 

Cherchez  d*abord  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  le 
premier  terme,  retranches  ce  quarré,  et  doublant  la  racine  trouvée, 
servez- vous  en  pour  diviser  le  reste  transformé  en  secondés  ;  quarrea 
la  somme  des  ternies  ttoiivés  ;  retranclieï  ea  quarré  y  transformer 
le  reste  en  secondes,  et  dîvÎAee-'le  par  le  double  de  la  racine  déjà 
trouvée ,  vous  a\irez  à-peu-près  la  s^Ae  deqaandée. 

RÉSUMÉ     DE     CES     RECHERCHES. 

La  notation  des  Grecs  ressembloît  à  celle  que  nous  employons 
pour  les  nombres  complexes.  Pour  désigner  les  quautités  des  ordres 
supérieurs ,  ils  se  servoient  de  traits  et  de  pointa ,  mais  ils  les  pla- 
çoient  au-dessous  de  leurs  chiffres ,  au  lieu  que  nous  plaçons  ces 
signes  caractéristiques  à  la  droite  et  ver»  le  haut  de  nos  chiffres  ;  ils 
n'avoient  pas  besoin  de  ces  signes  pour  les  centaines ,  les  dixaines 
et  les  unités ,  qui  avoient  des  caractères  qui  leur  étoient  propres  ; 
mais  c'étoit  un  désavantage^  aucfnel  ils  avoient  remédié  par  l'idée 
des  fonds  y  c'est-à-dire  des  unités  qu'ils  substituoient  dans  les  opé- 
rations à  leurs  aiudcfpues,^  c'est;-à-€{ire  aus  dixaines,-  centaines, 
mille,  etc. 

Leurs  nombres  compleites  a^^oi^ni  un  avantage  sur  les  nôtres 
dans luniformit^  de  l'éclptolle  qui ^tpit  ou  tqute  décimaU  ou  toute 
sexagésimale. 

Il  pareit  que  le  plu&spuveat  ik  Caisoi^t  leurs  addition*  de  gaucbe 
à  droite ,  ce  qui  les  rendait  fiéce$^aH^jnent  plus  longues.:  J'ai  quel- 
ques raisons  de  soupçonner  cependant  qu'ils  savoient  les  faire 
comme  nous ,  en  aH^nt  die  droite  à  gaucbe  1  en  réservant  pour  la 
colonne  suivante  les  quantités  qui  aurpassoieioit  9  dan^  leuv&  opé-* 
rations,  décimales ,  ou.  Sgt  daoa  Uwfs  opérations  lexagésâjmaleis. 

^e  soiqpçoi^ne  égalemeiit  qu'ils:  savoient  Caire  la  soustraction 
comme  nous ,  en  allant  de  droite  à  gauche ,  en  empruntaiSit  quand 
il  en  est  besoin.  ;  m^  je  i^'en  ai  ps^  4e  preuve  bien  directe  ,  au 
lieu  que  nou4  ^n  ^yoipc»  de  trèfr^oacluantes  pour  dénontrer  qu'ils 


DES   GRECS-  6gg 

Buivolent  plus  ordinairement  la  marche  contraire  die  gauche  à 
droite* 

Ils  alloient  de  gauche  à  droite  dans  leurs  multiplications ,  qui 
tessembloient  fort  à  nos  roultiplieatious  algébriques  ;  ils  écrivoient 
péie-méle  myriades,  mille,  centaines,  dixaines,  unîtes  et  fractions^ 
Ce  défaut  d'ordre  rendoit  seulement  Taddition  plus  difficile. 

Dans  les  divisions,  ilsi  procédoient  comme  nous  de  gauche  à 
droite  ;  seulement  les  opérations  étoient  plus  pénibles ,  et  elles  exl^ 
geoient  qu'on  fit  à  part  des  opëratîoDs  partielles  et  sttbsidiaires  ; 
les  tàtonnemens  y  les  essais  de  quotients  ^  étoient  plus  fitéquens  et 
plus  longs. 

L'extraction  de  la  racine  quatrée  étoit  la  même  que  la  n6tre* 

Les  calculs  trigonométriques  ne  se  faisant  que  par  des  analogies 
ou  règles  de. trois  qui  exigent  une  midtipUcation  et  une  dÎTision  ^ 
et  le  rayon  devant  être  de  cent  mille  parties  au  moins,  la  multiplia 
cation  des  deuie  termeamoyensproduisoît  des  sominesque  ne  savoit 
pas  exprimer  l'arithmétique  vulgairei 

Si  l'on  commençoit  l'analogie  par  diviser  l'un  des  moyens  par 
le  premîef  extrême ,  pour  multijdier  ensuite  le  quotient  par  l'atitre 
moyen ,  on  tomboit  dans  l'inconvénient  desfractk3rA9,  éttet  i'ncon* 
vénient  étoit  extrême  pour  les  Grecs,  qui  n'avoient  pas  de  fractions 
débimales. 

Pour  éviter  à-la-fois  ces  deuz  inconvëmens.  autant  €{u'il  étoit 
possible,  ils  imaginèrent  les  fractions  sexagésimales ,  et  ils  divisèrent 
le  rayon  en  36o^  ou  216000'  ou  1 2960000"';  mais  ordinairement,après 
avoir  employé  les  tierces ^  les  quartes,  etc.  dans  le  cours  de  Topé* 
ration ,  ils  se  bomoient  auTseoondes  dans  le  résultat  définitif. 

De  cette  manière ,  on  n'opéroit  jamais  que  sur  des  nombres 
tnédiocrês  >  et  Ton  pouvoit  abréger  le  calcul  par  une  table  de  mul«> 
tiplication  qui>doBneil  k  vue  Vons  tes  prôdaitis  depuis  i "  par  i '  jus'^ 
qu'à  69'^  par  Bg" ,  et  qui  occupait  un  quarré  de  5g  cases  de  largeur 
sur  59  de  hauteur.  On  trouve  une  table  pareille  dans  les  OEuvres 
de  Lansberge,  et  je  m'en  suis  servi  avec  avantage  pour  refaire  tous 
les  calculs  de  Tbéon.  Mais  Théon  ni  Ptolémée  n'en  parlent  en  aucun 
endroit.  Les  opérations  expliquées  dans  ce  Mémoire  sont  les  seules 
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sur  lesquelles  j'ai  pu  me  procurer  des  renseignent ens«  Hëron,  dans 
son  ouvrage  intitulé  tà  TîttfAirpovfAtvA,  dont  le  manuscrit  est  à  la 
Bibliothèque  impériale ,  donne  une  multitude  de  règles  pour  Tar^^ 
pentage ,  avec  une  foule  d  exemples  ;  'mais  il  ne  présente  jamais 
que  le  résultat,  sans  aucun  type,  sans  aucun  détail. 

J'ai  feuilleté  un  grand  nombre  de  manuscrits  grecs  sans  aucun 
succès.  Parmi  ces  manuscrits,  j'ai  remarqué  l'arithmétique  indienne 
de  Planude  ;  j'espérois  y  trouver  quelques  rapprochemens  avec 
l'arithmétique  de§Jirecs;  mais  autant  que  j'ai  pu  en  juger  par  une 
lecture  rApitle ,  il  ne  contient  rien  de  ce  genre. 

Le  fragment  du  second  livre  de  Pappus ,  publié  par  Wallis ,  ne 
contient  que  quelques  théorèmes  dont  nous  avons  déjà  parlé ,  et 
pour  exemple  de  leur  application  il  se  propose  de  trouver  les  proir 
duits  des  nombres  renfermés  dans  ces  deux  vers  grecs  : 

ifTifÂiS^f  MMlrê  xjfir^f  ^|o;^o?  ifvitt  x^vfAt 

En  prenant  ces  lettres  pour  des  chiffres  ,  on  devra  faire  le  pro<> 
duit  des  ppmbre^ 

i.ioo.5oo.5.4o.xo.4.70.aoo.9o.5o.5.xo.5oo.5.ao.xoo.i.5oo.70.aoo.5.6o.7o.dop.7o.5b.5. 

5o.5.x.ao.7o.4oo.ioo.i.io. 
'4o.8*5o.xo.5o.i«5*xO'4'5.9«5*z.4*S«4o*8'9«o«5*ioo«70.aoo.z.5-5o.x*70.ao.i.ioo'8o.70.4o<'» 

En  supprimant  d'abord  tous  les  zéros  et  multipliant  les  chiffres 
significatifs ,  et  rétablissant  ensuite  les  zéros ,  ou  faisapt  l'équivar 
lent  à  l'aide  de  ses  théoréiucs ,  il  trouve 

p^ç-.T|«.J^«».M«/.Mv«Mv.MvtMu.Mu,Mtf.Mt;.Mt/,Mu«Mf; 

196  «368  4800  0040  0000  0000  0000  0000  0000  0000  ooot  0000  oop«  aoQ<i 
ax8  4944  oa56  0000  0000  0000  0000  0000  0009 

Cette  idée  d'Apollonius ,  de  substituer  dans  les  calculs  les  simple^ 


/ 
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uDÎtés  aux  dixaineà  ^  ^ux  centaines  et  aux  mille  ^  abrëgeoit  certai- 
nement les  calculs,  et  Q'e''toit  un  paâ  assez  marqué  vers  le  s^tême 
indien;  il  semble  que  ses  myriades  simples ,  doubles,  triples,  etc. 
auroient  dû  le  mener  aux  dixaiiles  simples ,  doublas ,  triples  ;  c'est- 
à-dire  aux  dixaines  de  tous  les  degrés  et  à  notre  arithmétique  ; 
alors  ils  n'auroient  eu  besoin  que  de  neuf  chiffres  et  du  zéro  qui  fut 
aussi  connu  des  Grecs. 

Il  paroît  que  le  second  livre  de  Pappus  étoit  en  entier  consacré  à 
l'explication  de  ce  qu'Apollonius  avait  fait  de  nouveau  en  arithmé- 
tique :  peut-être  le  premier  contenoit-il  les  règles  de  l'arithmétique 
vulgaire. 

J'avertirai  en  finissant  que  l'idée  de  séparer  les  myriades  de  dif- 
férens  ordres  par  des  points ,  n'est  pas  d'Apollonius.  Il  dit  pour  le 
premier  de  ses  deux  vers ,  qu'il  vaut  196  myriades  treizièmes ,  368 
myriades  douzièmes,  4^00  myriades  onzièmes.  J'ai  remplacé  ces 
mots  par  des  points,  et  j'ai  mis  à  la  fin  11  fois  Mv,  suivant  la  ma« 
nière  de  Diophane. 

*Xe  mot  afi fACA^ 9  évalué  à  la  manière  d'Apollonius,  vaut  365  ; 
car  «■  et  p  =  aoo  +  100  =  3oo;  |  =  60  ;  j8  =  a  ,  et  trois  «^  =  3. 
Total  305 ,  nombre  des  jours  de  l'année. 
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Page  xij  Ugne  lo  qu'ils,  lUe%  que  les  Romains. 
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19  sera,  liiez  est. 
18  AA,  li9é%  ABiÀ. 
8  sur  H6 ,  /Mtfa  sur  He  («)« 
12  permutation  («), /M«spermutatiott« 

10  quâ  lui,  /wx  qui. 

i5  ep , /£ms  eF  («). 

I A  les,  Zfses  les  nombres  qui. 

&8  plans  semblables ,  /ises  plans  égaux  et  semblabUif 

10  ^Ay  /m0s  eA. 

5  émite, /»ste droite  Ar. 

11  irotteBr^insM  droite  ir«. 

i3  ToitCO^Toit. 
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